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Povzetek

Eden izmed moznih na¢inov modeliranja odvisnosti slucajnih spremenljivk vodi preko
kopul, ki na ravni porazdelitvenih funkcij zdruzujejo enorazsezne porazdelitve v vec-
razsezne. V doktorski disertaciji definiramo novo druzino dvorazseznih kopul, imeno-
vano maksmin kopule, ki prav tako kot Marshallove izhajajo iz verjetnostnega modela
za zivljenjsko dobo dvokomponentnega sistema, na katerega delujejo udari.

Na sistem s komponentama A in B naj delujejo udari treh vrst. Prva vrsta udara
vpliva le na komponento A, druga vrsta le na komponento B, tretja vrsta udara pa
deluje na obe komponenti hkrati. Case udarov zaporedoma oznac¢imo s slu¢ajnimi
spremenljivkami X, Y in Z ter za njih predpostavimo, da so med seboj neodvisne.
Zivljenjski dobi komponent A in B ozna¢imo z U oziroma z V. Ker vsaka izmed kom-
ponent preneha delovati ob prvem udaru nanjo, je U = min{ X, Z} in V' = min{Y, Z}.
Porazdelitev (U, V') modelira Marshallova kopula. Marshall v ¢lanku [33] navede in
dokaze izrek, ki karakterizira to druzino kopul. V disertaciji pokazemo, da je za ve-
ljavnost izreka potrebno dodati se nekaj tehni¢nih predpostavk, ob tem pa dokazemo
tudi mocnejSo razli¢ico tega izreka. Ce za ¢ase udarov predpostavimo eksponentne
porazdelitve, dobimo bolj znane Marshall-Olkinove kopule.

Verjetnostni model Marshallovih kopul spremenimo tako, da dopus¢amo moznost
obnovitve komponente A, medtem ko ostanejo lastnosti komponente B in treh vrst
udarov nespremenjene. To si lahko predstavljamo tudi tako, da imamo na razpolago
dodatni primerek komponente A. Zivljenjska doba V = min{Y, Z} komponente B
ostane nespremenjena, medtem ko je U = max{X, Z}, saj komponenta A preneha
delovati Sele ob obeh udarih nanjo. Zelimo poiskati slu¢ajnima spremenljivkama U
in V pripadajoco kopulo. V ta namen vpeljemo maksmin kopule, ki resijo opisani
problem. V disertaciji karakteriziramo druzino maksmin kopul, razis¢emo njihove
lastnosti in navedemo primere.

Math. Subj. Class. (2010): 60E05, 62H05, 62E15, 62E10.

Kljucne besede: kopula, odvisnost slucajnih spremenljivk, analiza prezivetja,
Marshallova kopula, Marshall-Olkinova kopula, porazdelitvena funkcija.






Abstract

Copulas are one of the main tools in modelling the dependence of random variables.
They join univariate distributions into the multivariate ones on the level of distribution
functions. In the thesis, we define a new family of two-dimensional copulas, called
mazxmin copulas, which are typically applied to model the lifetime of a two-component
system where components are subject to shocks, similarly as Marshall copulas.

Consider a system with components A and B which are subject to three different
types of shocks. The first one is fatal for Component A only, the second one for
Component B only, and the third type of shock affects both components simultane-
ously. The independent times of occurrences of three types of shocks are denoted
respectively by X, Y and Z. Let U, respectively V', denote the lifetime of Component
A, respectively Component B. Observe that U = min{X, Z} and V' = min{Y, Z}.
The distribution of (U, V') is modelled by Marshall copula. In the paper [33], Marshall
proves a theorem that characterizes this family of copulas. In the thesis, we show that
additional technical assumptions are needed, and we also prove a stronger version of
this theorem. If we assume that occurences of shocks are distributed exponentially,
we get well-known Marshall-Olkin copulas.

We modify the above probabilistic model by allowing Component A to have a
recovery option, while Component B is behaving as before. Imagine, for example,
that we have an additional copy of Component A. The lifetime of Component B
is still expressed as V' = min{Y, Z}, while the lifetime of Component A becomes
U = max{X, Z}, since it is eliminated only by both types of shocks. It is our main goal
to find a copula that models the lifetimes of these components. We give a full study
of the augmented case by introducing maxmin copulas, which solve the described
problem. In the thesis, we characterize maxmin copulas, study their properties, and
give examples.

Math. Subj. Class. (2010): 60E05, 62H05, 62E15, 62E10.

Keywords: copula, dependence of random variables, survival analysis, Marshall
copula, Marshall-Olkin copula, distribution function.
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Poglavije 1

Uvod

Ce poznamo skupno porazdelitev slu¢ajnega vektorja, so robne porazdelitve njego-
vih komponent enoli¢no dolo¢ene. Po drugi strani lahko porazdelitvi dveh sluc¢ajnih
spremenljivk zdruzimo v skupno porazdelitev slucajnega vektorja na stevilne nacine.
Slucajne spremenljivke so lahko med seboj odvisne na nesteto nacinov in odkriva-
nje le-teh je temeljni problem verjetnosti. Eno izmed glavnih orodij za modeliranje
odvisnosti so kopule, ki na ravni porazdelitvenih funkcij zdruzujejo enorazsezne po-
razdelitve v vecrazsezne.

Dvorazsezna kopula je funkcija dveh spremenljivk C': [0, 1] x [0, 1] — [0, 1], za
katero je

(i) C(u,0) =0 za vsak ue[0,1] in C(0,v) = 0 za vsak ve(0, 1],
(i) C(u,1) = u za vsak u€[0,1] in C(1,v) = v za vsak vE€ [0, 1],
(iii) C(ug,ve) — C(ug,v1) — C(uy,ve) + C(ug,v1) > 0 za vse u; < ug in vy < vs.

)

1
1

Tretji pogoj lahko interpretiramo kot nenegativnost ,plos¢ine poljubnega pravokot-
nika (uq, us] X (v1, vo] s funkcijo C*. Definicija n-razsezne kopule C': [0, 1]" — [0, 1]
je neposredna posplositev definicije dvorazsezne kopule. Tretji pogoj za n-razsezno
kopulo pove, da je prostornina poljubnega hiperkvadra v [0,1]" s funkcijo C' nene-
gativna. Kopule so torej zozitve vecrazseznih porazdelitvenih funkcij, katerih robne
enorazsezne porazdelitvene funkcije pripadajo enakomerni zvezni porazdelitvi na in-
tervalu [0, 1]. Vsaka kopula je enakomerno zvezna in naras¢ajoca v vsaki spremenljivki
posebej.

Naj bo (X1, Xo, ..., X,,) slu¢ajni vektor s skupno porazdelitveno funkcijo H in naj
bo F; porazdelitvena funkcija X; za vsak i € {1,2,...,n}. Sklarov izrek pravi, da
obstaja taka n-razsezna kopula C, da je

H(zy, 22, .., x,) = C(Fi(21), Fa(x2), - - ., Fu(xn)) (1.1)
za vse Ty, Ta, ..., T, € R. Kopula C je enolicno dolocena na im Fyxim Fpx. . .xim F),. Ce
so torej slucajne spremenljivke X1, Xo, ..., X,, zvezne, tj. so zvezne njihove porazdeli-

tvene funkcije, je C enoli¢no dolo¢ena. Ce je po drugi strani C neka n-razsezna kopula
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inso F, Fs, ..., F, enorazsezne porazdelitvene funkcije, potem je z enacbo (1.1) defini-
rana n-razsezna porazdelitvena funkcija H, katere robne enorazsezne porazdelitvene
funkcije so enake Iy, Fy, ..., F,. Ce za slucajne spremenljivke X1, Xs,..., X, velja
(1.1), potem imenujemo C' slucajnim spremenljivkam X7, X, ..., X, pripadajoca ko-
pula.

Sklarov izrek razkrije, zakaj se funkcije z lastnostmi (i), (ii) in (iii) imenujejo ravno
kopule. Beseda copula je izpeljana iz latinske besede za povezavo oziroma vez med
dvema stvarema. V Slovarju slovenskega knjiznega jezika najdemo naslednji zapis:

képula -e 7 (8) lingv. pomensko nepopolni glagol, navadno biti, kot del povedka;
vez: poiskati kopule v stavku // veznik: kopule: in, pa, ter { filoz. beseda, ki

potrjuje ali zanikuje odnos med osebkom in povedkom

Tako kot v lingvistiki kopula zdruzuje osebek s povedkom, tako v teoriji verjetnosti
kopula zdruzuje enorazsezne porazdelitvene funkcije v vec¢razsezno. Besedo kopula je v
matematiki prvi¢ uporabil Abe Sklar leta 1959 v svojem ¢lanku z naslovom Fonctions
de répartition d n dimensions et leurs marges [45], ki vsebuje prej navedeni izrek,
kasneje poimenovan po njem.

Funkcije, ki jih sedaj imenujemo kopule, so se ob obravnavi vecrazseznih poraz-
delitev s fiksnimi enorazseznimi robnimi porazdelitvami pojavljale v delih Frécheta,
Dall’Aglia, Férona in mnogih drugih Ze pred ¢asom Sklarovega ¢lanka. Zacetki segajo
celo v leto 1940, ko je Wassily Hoeffding v ¢lankih [19, 20] izpeljal tako imenovane
standardizirane porazdelitve — porazdelitve z nosilcem, ki je vsebovan v [—1/2,1/2]
in z enorazseznima robnima porazdelitvama, ki sta porazdeljeni enakomerno zvezno
na [—1/2,1/2]. Ce bi Hoeffding torej uporabil ,,normalizacijo* glede na [0, 1]?> name-
sto na [—1/2,1/2]%, bi odkril kopule. Leta 1951 je Maurice René Fréchet neodvisno
odkril veliko podobnih rezultatov kot Hoeffding [11]. Leta 1975 sta kopule ponovno
odkrila Kimeldorf in Sampson [25], ki sta jih poimenovala enakomerne reprezentacije.
Galambos [15] in Dehuvels [5] sta kopule leta 1978 poimenovala funkcije odvisnosti.

Vrnimo se na Sklarov izrek in orisimo idejo dokaza. Najprej implicitno definiramo
funkcijo C' na im F} xim Fy X...xim F}, in s tem dobimo enakomerno zvezno funkcijo,
ki jo lahko zvezno razsirimo do roba. Glavni del dokaza je pokazati, da lahko C'
razsirimo na [0, 1]". To naredimo preko ,multilinearne interpolacije®,

Omenili smo ze, da se je teorija kopul, kakrsno poznamo danes, pricela razvijati
leta 1959 s Sklarovim ¢lankom [45]. Isti avtor je obsirnejso razpravo o kopulah objavil
sele leta 1973 [46], vendar nobeden izmed teh dveh ¢lankov ne vsebuje dokazov. Dokaz
osnovnih lastnosti dvorazseznih kopul in Sklarovega izreka je bil objavljen Sele leta
1974 v ¢lanku Bertholda Schweizerja in Aba Sklara [43]. Lastnosti n-razseznih kopul
in Sklarov izrek so z izjemo izreka o razsiritvi funkcije do kopule na [0, 1]* dokazani
v knjigi istih dveh avtorjev iz leta 1983 [44]. Omenjeni izrek je Ze leta 1978 dokazal
Paul Deheuvels [5]. Dokaz izreka o razsiritvi v razseznosti n, ki je idejno enak dokazu
v dveh razseznostih iz [43], je podan v Sklarovem clanku iz leta 1996 [47].



Ce v n-razsezni kopuli za k€ {2,3,...,n — 1} postavimo n — k komponent na 1,
dobimo funkcijo z domeno [0, 1]*, ki je k-kopula. Ko je n > 2, se pojavi tako imenovani
problem zdruzljivosti. 1z vsake n-kopule dobimo (Z) k-kopul, medtem ko za izbor (Z)
k-kopul velikokrat velja, da niso hkrati k-robne kopule nobene n-kopule.

V doktorski disertaciji se bomo osredotocili na obravnavo dvorazseznih kopul,
ki jih imenujemo kar kopule. Produktna kopula II(u,v) = wv modelira neodvisni
sluc¢ajni spremenljivki, medtem ko vsaka druga kopula modelira neke vrste odvisnost.
Funkciji M, W : [0,1]> — [0, 1], podani s predpisoma W (u,v) = max{u +v — 1,0}
in M(u,v) = min{u,v}, sta kopuli, za kateri velja W(u,v) < C(u,v) < M(u,v)
za vsak u,v € [0,1] za poljubno kopulo C. Kopuli W in M imenujemo Fréchet-
-Hoeffdingova spodnja oziroma zgornja meja v cast matematikoma, ki sta bila pionirja
teorije kopul. Zveznima sluc¢ajnima spremenljivkama X in Y pripadajoca kopula
je enaka M oziroma W natanko tedaj, ko je Y skoraj gotovo strogo narascajoca
oziroma padajoca funkcija slucajne spremenljivke X. Mnoge stevilske karakteristike
(na primer Kendallov 7, Spearmanov p, Pearsonov korelacijski koeficient) in repne
lastnosti slucajnih spremenljivk so odvisne le od pripadajoce kopule.

Naj bo (X,Y) slucajni vektor s skupno porazdelitveno funkcijo H in naj bosta
F in G porazdelitveni funkciji X oziroma Y. Z F~! in G~! ozna¢imo posploSena
obrata funkcij F' oziroma G. Ce sta funkciji F' in G zvezni, potem je s predpisom
C(u,v) = H(F~*(u), G (v)), u,v€]0, 1], definirana kopula, s ¢imer dobimo metodo
za njihovo konstrukcijo. Ce ozna¢imo s H, F in G ustrezne funkcije preZivetja, potem
je s predpisom H(F~(u),G7'(v)), u,v€0,1], tudi definirana kopula, imenujemo jo
slucajnima spremenljivkama X in Y pripadajoca kopula prezivetja. Na ta nacin so
konstruirane Marshall-Olkinove kopule (1967) [34].

Marshallove kopule (1996) [33], katerih poseben primer so Marshall-Olkinove ko-
pule, izhajajo iz verjetnostnega modela zivljenjske dobe dvokomponentnega sistema,
na katerega delujejo udari. Na sistem s komponentama A in B naj delujejo udari treh
vrst. Prva vrsta udara vpliva le na komponento A, druga vrsta le na komponento
B, tretja vrsta udara pa deluje na obe komponenti hkrati. Case udarov oznac¢imo
zaporedoma s sluc¢ajnimi spremenljivkami X, Y in Z ter za njih predpostavimo, da
so med seboj neodvisne. Zivljenjski dobi komponent A in B oznac¢imo z U oziroma
z V. Ker vsaka izmed komponent prenecha delovati ob prvem udaru nanjo, velja
U =min{X,Z} in V = min{Y, Z}. Slucajnima spremenljivkama U in V pripadajoca
kopula prezivetja je Marshallova kopula. Grafi¢na predstavitev tega modela je na levi
strani slike 1.1. Ce za ¢ase udarov predpostavimo eksponentne porazdelitve, dobimo
Marshall-Olkinove kopule.

Opisani verjetnostni model sodi v podrocje analize prezivetja [28, 40] in ga je
zato mogoc¢e uporabiti na raznovrstnih podrocjih, kot so na primer (bio)medicina,
inzenirstvo in ekonomija. Navedimo primer uporabe na podroc¢ju ekonomije. Denimo,
da opazujemo majhen trg, ki je primarno odvisen le od dveh podjetij — podjetja A,
ki pripada zivilsko predelovalni industriji, in podjetja B, ki proizvaja avtomobilske
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moznost
obnovitve

A B A B
2iV'J'e”itjka doba 2iV'J'e”ij/ka doba Zivljenjskadoba Zivljenjskadoba
U v

Vi IV

Slika 1.1. Verjetnostna modela Marshallovih (levo) in maksmin kopul (desno).

neodvisne X neodvisne

dele. Naj bosta X in Y casa zloma zivilsko predelovalne industrije oziroma trga
avtomobilskih delov, medtem ko naj bo Z ¢as zloma celotnega domacega trga.

Marshallovo kopulo dolocata taki naraséajoc¢i funkeiji ¢, : [0,1] — [0, 1], z la-
stnostma ¢(0) = 1(0) = 0 in ¢(1) = (1) = 1, da sta funkciji ¢*,¢*: (0, 1] — [1, 00),
podani s predpisoma ¢*(u) = ¢(u)/u, ue (0, 1], in ¥*(v) = ¥ (v) /v, v€ (0, 1], padajodi.
Marshallova kopula je funkcija, definirana s predpisom

Co'y(u,v) = min{@(u)v, uy(v)} = uomin{e*(u), ¥*(v)}

za u,v e (0,1].

Marshall v c¢lanku [33] navede in dokaze naslednji izrek, poimenujmo ga
Marshallov izrek, ki karakterizira to druzino kopul. Naj bo C%b Marshallova ko-
pula in H = Cé\,{p(F ,G), kjer sta F' in G enorazsezni porazdelitveni funkciji ter H
dvorazsezna porazdelitvena funkcija. Potem sta naslednji trditvi ekvivalentni:

(i) Obstajajo take sluc¢ajne spremenljivke X, Y in Z, da je H skupna porazdelitvena
funkcija slucajnega vektorja (max{X, Z}, max{Y, Z}).

(ii) ¢*oF = p*o@.

V implikaciji iz (i) v (ii) predhodno predpostavimo, da obstajata taki funkciji ¢ in
¥, za kateri je slucajnima spremenljivkama max{X, Z} in max{Y, Z} pripadajoca
kopula enaka Marshallovi kopuli C’é\fw. V disertaciji dokazemo mocnejso razli¢ico: ce
velja (i), potem obstajata taki funkciji ¢ in ¢, da za pripadajoc¢o Marshallovo kopulo
Cyl, velja H = C}! (F,G). Iz dokaza, v katerem funkciji ¢ in 1) konstruiramo, sledi
(ii).

Ob preucevanju dokaza implikacije iz (ii) v (i) smo odkrili, je za veljavnost (i)
potrebno dodati Se nekaj tehni¢nih predpostavk za funkcije ¢, ¥, F'in G. V disertaciji
zato formulacijo izreka popravimo in ga dokazemo. Temeljna ideja dokaza ostaja
enaka tisti iz Marshallovega ¢lanka [33].

Osrednji del disertacije je namenjen vpeljavi maksmin kopul, ki izhajajo iz modi-
fikacije verjetnostnega modela Marshallovih kopul. Tega spremenimo tako, da dopu-
sCamo moznost obnovitve komponente A, medtem ko ostanejo lastnosti komponente B



in treh vrst udarov nespremenjene. To si lahko predstavljamo tudi tako, da imamo na
razpolago dodatni primerek komponente A. Zivljenjska doba V' = min{Y, Z} kompo-
nente B ostane nespremenjena, medtem ko je U = max{X, Z}, saj zaradi obnovitvene
lastnosti komponenta A prencha delovati Sele ob obeh udarih nanjo. Zelimo poiskati
slu¢ajnima spremenljivkama U in V' pripadajoco kopulo. V ta namen vpeljemo maks-
min kopule, ki resijo opisani problem. Grafi¢na predstavitev tega modela je na desni
strani slike 1.1.

Tudi za ta model navedimo primer s podroc¢ja ekonomije. Denimo, da opazujemo
majhen trg, ki je zopet primarno odvisen le od dveh podjetij — farmacevtskega podjetja
A in podjetja B, ki proizvaja avtomobilske dele. Naj bosta U in V zivljenjski dobi
podjetij A oziroma B. Podjetje A ima na nekem tujem trgu Se hcéerinsko podjetje.
Naj bosta X in Z cas zloma tujega oziroma domacega trga, Y pa naj bo c¢as zloma
trga avtomobilskih delov. Ugotovimo, da je U = max{X,Z} in V = min{Y, Z}.

Tako kot Marshallove kopule so tudi maksmin kopule odvisne od dveh funkcij, ki
morata zadoscati dolo¢enim lastnostim. Pri tem mora ena izmed funkcij zadoscati
enakim zahtevam kot funkciji iz definicije Marshallovih kopul.

Definicija 1.1. Naj bosta ¢, : [0,1] — [0, 1] narascajo¢i funkciji, za kateri velja
#(0) = ¥(0) = 0 in ¢(1) = (1) = 1. Funkciji ¢*, ¢, : [0,1] — [1,00], podani s
predpisoma ¢*(u> = ¢(u>/u’ uc [07 1]’ in ¢*(U) = (1 - I/J(U))/(U - 1/}<U))7 CAS [07 1]7
naj bosta padajo¢i. Maksmin kopula je funkcija Cy 4 : [0, 1> — [0, 1], definirana s
predpisom

Co ., v) = min{g(u) (v = P(v)),u(l = P(v))} + u(v) za u,ve(0,1]

oziroma

w(v —(v)) min{¢*(u), . (v)} + up(v), zaw>0inv# Y(v),

uv, sicer.

C@w(uv U) = {

V disertaciji dokazemo naslednja dva izreka, ki karakterizirata druzino maksmin
kopul.

Izrek 1.2. Naj bo U = max{X,Z} in V = min{Y, Z}, kjer so X, Y in Z neke
neodvisne slucajne spremenljivke. Naj bosta F in G porazdelitveni funkciji slucajnih
spremenljivk U oziroma V' ter naj bo H skupna porazdelitvena funkcija slucajnega
vektorja (U,V'). Potem obstaja tak par funkcij (¢, 0), da za pripadajoco maksmin
kopulo Cy . velja H(x,y) = Cy4(F(2),G(y)) 2a vse x,y €R.

Izrek 1.3. Naj bo Cy, maksmin kopula s pripadajocima funkcijama ¢ in 1 ter naj

bosta F in G porazdelitveni funkciji, za katere predpostavimo naslednje:

o Za vsak x € R wvelja gb(F(x))(G(x) - zb(G(x))) = F(x) (1 - ¢(G(m))) Kjer je
F(z) > 0 in¢Y(G(z)) # G(z), je ta enakost ekvivalentna ¢*oF = 1,0G.
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o Funkcija ¢ je zvezna v tocki 0, ali pa je xp = inf{z €R| F(z) > 0} > —o0 in ima F
v xp skok. Funkcija v je zvezna v tocki 1, ali pa obstaja tak x€R, da je G(x) = 1.

o Obstaja tak o, da je F(xo) >0 in G(zg) < 1.

Definiramo H(z,y) = Cpy(F(x),G(y)) 2a vsak x,y € R. Potem obstajajo take ne-
odvisne slucajne spremenljivke X, Y in Z, da je H skupna porazdelitvena funkcija
slucajnega vektorja (max{X, Z}, min{Y, Z}).

V dokazu izreka 1.2 funkciji ¢ in ¢ definiramo eksplicitno, s ¢imer pridemo do
postopka za izpeljavo kopul, ki izhajajo iz opisanega verjetnostnega modela z dolo-
¢enimi porazdelitvami casov udarov. Tudi v dokazu izreka 1.3 definiramo porazdeli-
tvene funkcije slucajnih spremenljivk X, Y in Z eksplicitno. To omogoca vzorcenje iz
maksmin kopule Cy ,, s pripadajoc¢ima funkcijama ¢ in 1, ki zadoscata predpostavkam
izreka.

Vsebina doktorske disertacije je urejena po poglavjih na naslednji na¢in. V dru-
gem poglavju so predstavljeni osnovni pojmi in oznake, ki jih uporabljamo v kasnejsih
poglavjih. Vpeljemo porazdelitveno funkcijo in porazdelitveni zakon ter obravnavamo
njune lastnosti. Tretje poglavje je namenjeno osnovam teorije kopul. Podamo defini-
cijo dvorazseznih kopul, obravnavamo njihove analiticne lastnosti, dokazemo Sklarov
izrek in izrazimo Kendallov 7, Spearmanov p, Pearsonov korelacijski koeficient ter
nekatere repne lastnosti slu¢ajnih spremenljivk z analiti¢nimi lastnostmi pripadajoce
kopule. Na koncu poglavja vpeljemo Se vecrazsezne kopule. V ¢etrtem poglavju pred-
stavimo nekaj metod za konstruiranje kopul in nekatere pomembne druzine kopul, ki
izhajajo iz teh metod, na primer Arhimedove ter elipticne kopule. Peto poglavje je
namenjeno Marshallovim kopulam. V njem izpeljemo Marshall-Olkinove kopule, de-
finiramo Marshallove kopule in dokazemo njihovo prenovljeno karakterizacijo — tisto,
ki je bila opisana v tem uvodu. Poleg tega obravnavamo tudi njihove repne lastnosti
in veCrazsezne posplositve. Sesto in zadnje poglavje vsebuje natanéno $tudijo maks-
min kopul. V prvem razdelku opisemo verjetnostni model, iz katerega izhajajo, in v
drugem razdelku dokazemo, da so maksmin kopule, definirane v 1.1, dejansko kopule.
Tretji razdelek je namenjen izrekoma karakterizacije. V cetrtem razdelku obravna-
vamo lastnosti in konkretne primere parametri¢nih druzin.

Izvirno raziskovalno delo obsega celotno Sesto poglavje Maksmin kopule in dokaze
petega poglavja Marshallove kopule. Rezultati Sestega poglavja so obravnavani v
¢lanku [37]: M. Omladi¢, N. Ruzié, Shock models with recovery option via the marmin
copulas, sprejeto v objavo pri reviji Fuzzy Sets and Systems.



Poglavje 2
Osnovni pojmi

V tem poglavju vpeljemo pojme in oznake, ki jih bomo uporabljali v naslednjih poglav-
jih. V prvem razdelku predstavimo nekaj splosnih oznak. Drugi razdelek je namenjen
vpeljavi in lastnostim porazdelitvene funkcije slucajne spremenljivke, njenemu po-
splosenemu obratu, skupni porazdelitveni funkciji slucajnega vektorja ter verjetnostni
podlagi za algoritem vzorcenja iz enorazsezne porazdelitve. V tretjem razdelku so
vpeljane osnovne definicije iz teorije mere, predstavljena je konstrukcija porazdelitve-
nega zakona slucajnega vektorja, njegov razcep na absolutno zvezni, singularno zvezni
in diskretni del ter Lebesgueov integral glede na porazdelitveni zakon.

Ker je namen tega poglavja zgolj predstaviti orodja, ki jih potrebujemo v nadalje-
vanju, in so le-ta zajeta v vsakem osnovnem predmetu o verjetnosti ali teoriji mere,
bomo skoraj vse trditve navedli brez dokaza. Bolj poglobljeno matemati¢no ozadje
tega poglavja je mo¢ najti v veéini verjetnostnih uc¢benikov, na primer v [2, 41], kjer
so vsebovani tudi manjkajoc¢i dokazi.

2.1 Oznake

Z R oznac¢imo realna Stevila, medtem ko R oznacuje njihovo razsiritev [—oo, o0|. Za
tocki @ = (ay, as, ..., a,) in b= (by,by,...,b,) izR" je a < b oziroma a < b natanko
tedaj, ko je a; < b; oziroma a; < b; za vsak i€{1,2,...,n}. Kvader v R" oziroma
pravokotnik v primeru n = 2 je kartezi¢ni produkt n polodprtih intervalov

(a, b] = (a1, b1] % (ag, bo] X... X (an, by].

Tocka ¢ je oglisce kvadra, ¢e je komponenta c¢; enaka a; ali b; za vsak i. Enotska
kocka v R" oziroma enotski kvadrat v primeru n = 2 je kvader I" := (0, 1], kjer
je0=(0,0,...,00eR"in1=(1,1,...,1)eR™

Definicijsko obmoéje poljubne funkcije f: R" — R™ ozna¢imo z dom f, njeno
sliko pa z im f. Nosilec funkcije f je zaprtje mnozice

supp(f) == {r€dom f | f(z) # 0}.
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Zaprtje mnozice A C R" ozna¢imo z A. Naj bo f: R — R funkcija. Funkcija f
je narascajoca, Ce je f(z) < f(y) za vse x < y. Funkcija f je padajoca, ce je
f(x) > f(y) za vse x < y. Levo in desno limito funkcije f v tocki x oznacimo z f(x—)
ozitoma z f(z+). Ce je f(z) = z za vse x € R, potem jo oznac¢imo z id. Funkcija
f:R"™ — R je c-Lipschitzeva, ¢ > 0, Ce za vse x,x' € R" velja

f(@) = f@)| < cll’ — x|l = c(le) — ] + [ah — 22| + ... + |2, — 2] ).

Z EZ]a,b] ozna¢imo enakomerno zvezno porazdelitev na intervalu [a,b], kjer je
a < b. Eksponentno porazdelitev s parametrom A ozna¢imo z Exp(\). Ce sta slu¢ajni
spremenljivki X in Y enako porazdeljeni, bomo pisali X ~ Y. Za neprazno mnozico
Q in mnozico A C Q oznac¢imo z 1, indikatorsko funkcijo mnozice A, tj.

f4(w) 1, cejew€eA,
AlW) =
0, sicer.

2.2 Porazdelitvene funkcije

Podrobno predstavimo definicije in izreke v povezavi s porazdelitvenimi funkcijami, na
katerih temelji teorija kopul. Naj bo €2 neprazna mnozica. Za slu¢ajno spremenljivko
X:Q—Rin ACR pisemo X 1(A) = {weN | X(w)e A} = {X € A}.

Definicija 2.1. Naj bo (Q,.#, P) verjetnostni prostor, X : @ — R slucajna spre-

menljivka in X = (X1, Xy, ..., X,,): Q@ — R" n > 2, slucajni vektor.

o Porazdelitvena funkcija slucajne spremenljivke X je funkcija F': R — [0, 1],
podana s predpisom F(z) = P(X < z).

o Funkcija prezivetja slucajne spremenljivke X je funkcija F': R — [0, 1], podana
s predpisom F'(z) = P(X > z).

o Skupna (n-razsezna) porazdelitvena funkcija slucajnega vektorja X je funk-
cija

H:R" —[0,1], H(x)=P(X <x)=P(X; <z1,Xo <x9,....,X;, < z,).

Porazdelitveno funkcijo slucajne spremenljivke X; imenujemo robna porazdeli-
tvena funkcija, i€ {1,2,... n}.

o Skupna (n-razsezna) funkcija prezivetja slucajnega vektorja X je funkcija
H:R" — [0,1] s predpisom H(xz) = P(X > x).

Ponekod bomo z namenom poenostavitve pri terminu ,skupna porazdelitvena funk-
cija‘’ izpustili besedo ,skupna‘’ Ali se navezujemo na porazdelitveno funkcijo ali na
skupno porazdelitveno funkcijo, bo tedaj jasno iz konteksta. Porazdelitveno funk-
cijo slu¢ajne spremenljivke X oziroma slucajnega vektorja X bomo oznacevali z Fx
oziroma z F'x, ¢e ne bo drugace navedeno. Uporabljali bomo tudi oznako X ~ Fx.
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Slu¢ajna spremenljivka in slucajni vektor sta enoli¢no dolo¢ena s svojo (skupno)
porazdelitveno funkcijo. Ce je H skupna porazdelitvena funkcija slu¢ajnega vektorja
(X1, Xs, ..., X,), potem je za vsak x € R porazdelitvena funkcija slucajne spremen-
ljiivke X} enaka

Fx, (z) = 1_1>IJIrl H(xy, oo X1, T, Tpey oo, Ty (2.1)
za$\11sak (zjék
Skupna porazdelitvena funkcija torej enolicno dolo¢a robne porazdelitvene funkcije.
V analognih oznakah za funkcije prezivetja velja
Fx (z)= lim H(zy,...,Tk 1,2, Tk, ..., T,) za vsak TE€R.

T;—>—00
za vsak i#k

Pri n = 1 opazimo, da je F(z) =1 — F(x), pri n = 2 pa velja

H(z,y) =1-P{X <z} U{Y <y})
=1—-(P(X<2)+PY <y —-PX <zY <y)) (2.2)
= 1= F(z) = Gy) + H(z,y).

7 naslednjimi izreki, trditvami in definicijami opiSemo lastnosti ter navedemo ka-
rakterizacijo (skupne) porazdelitvene funkcije. Dokaze ve¢inoma izpustimo.

Izrek 2.2. Lastnosti in karakterizacija porazdelitvene funkcije. Ce je F po-
razdelitvena funkcija neke slucajne spremenljivke X, potem velja:

(i) xl_l}I_nooF(l') =01in xl_l)I_{loo F(z) =1,

(ii) F je narascajoca,

(iii) F je zvezna z desne.

Obratno, naj bo F: R — [0,1] neka funkcija, ki zadosca pogojem (i), (ii) in (iii).
Potem obstaja tak verjetnostni prostor (2, F,P) in taka slucajna spremenljivka
X:Q — R, da je F njena porazdelitvena funkcija.

Porazdelitvena funkcija ima kvec¢jemu stevno mnogo tock nezveznosti in v vsaki
taki tocki ima singularnost prve vrste oziroma skok, saj je narascajoca in omejena.
Visina morebitnega skoka v tocki z €R je enaka F'(z) — F(x—) = P(X = x). Preden
nadaljujemo z ostalimi izreki, vpeljimo Se definicijo, pomembno v naslednjih poglavjih.

Definicija 2.3. Naj bodo Ay, Ay, ..., A, podmnozZice R in H: A;xAyx. . XA, — 10, 1]
funkcija. Naj bo R = (a, b] kvader z oglis¢i {c*}7_, v dom H. Prostornina kvadra
R glede na H je podana z

2”1

Viu(R) =Y sgn(ck) H(ck>,

k=1
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kjer je

1, ¢e je ¢; = a; za sodo mnogo i
sgn(c) = ’ ’
—1, ceje ¢; = a; za liho mnogo i.

Funkcija H je n-naraS¢ajoca, ¢e je Vi (R) > 0 za vsak kvader R z ogliséi v dom H.

Ko je n = 2, imenujemo Vy(R) plos¢ina pravokotnika in formula se poenostavi

Va (71, 22] X (Y1, 42]) = H (29, y2) — H(22,y1) — H(w1,92) + H(21, 1)

Poudarimo, da m-narascajoce funkcije niso nujno narascajoce v vsaki spremenljivki
posebej. Za funkcijo H : R? — R, podano s predpisom H(x,y) = xy, za poljuben
pravokotnik velja Vi ((z1, 2] X (y1,v2]) = (22 — 21)(y2 — 1) > 0, vendar H ni nara-
sCajoca v vsaki spremenljivki posebej. Tudi obratno ne drzi — funkcije, ki narascajo
v vsaki spremenljivki posebej, niso nujno n-naras¢ajoce. Funkcija H : R? — R, s
predpisom H(z,y) = max{x,y}, je o¢itno narascajoca v vsaki spremenljivki posebej,
medtem ko je V(1) = —1 in zato H ni 2-naras¢ajoca.

Izrek 2.4. Lastnosti in karakterizacija n-razsezne porazdelitvene funkcije.
Ce je H skupna porazdelitvena funkcija slucajnega vektorja X = (X1, X, ..., X,),
potem velja:

(i) za ® = (r1,79,...,2,) € R" je lim H(x) = 0 za vsak i € {1,2,...,n} in
lim H(x)=1,

T;—+00
za vsak 7

(ii) H je n-narascajoca.

Obratno, naj bo H: R™ — [0, 1] neka funkcija, ki zadosca pogojema (i) in (ii). Potem
obstaja tak verjetnostni prostor (Q0,.%, P) in tak slucajni vektor X : Q@ — R", da je
H njegova skupna porazdelitvena funkcija.

Ce je H skupna porazdelitvena funkcija sluéajnega vektorja (X1, Xo, ..., X,), je
po pravilu vkljuéitev in izkljucitev Vg (R) = P((X1, Xa,...,X,) € R). Z namenom
poenostavitve zapisa limit v neskonc¢nosti bomo od sedaj naprej obravnavali (skupne)
porazdelitvene funkcije kot funkcije z definicijskim obmo&jem R oziroma R". Ce-
prav n-narascajocCe funkcije niso nujno narascajoce v vsaki spremenljivki posebej, pa
to zaradi lastnosti (i) prejsnjega izreka velja za skupne porazdelitvene funkcije, kar
dokazemo v naslednji trditvi.

Trditev 2.5. Naj bo H : R" — [0,1] skupna porazdelitvena funkcija in {F;}7,
pripadajoce robne porazdelitvene funkcije. Potem velja:

(i) H je narascajoca v vsaki spremenljivki posebej,
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(i) za vse & = (x1, 29, ... ,2,) in &' = (2}, 2h,...,2.) izR" velja

[H(a') ~ H@)| < Y |Fi(x}) — Fi()],

torej je H zvezna od zgoraj, tj. H(x + () — H(x), ko ¢ | 0.
Dokaz. Trditev dokazemo le za n = 2. Dokaz za splosen n najdemo v knjigi [44].

(i) Naj bodo x; < 5 in y poljubni elementi R in R = (x1, z5] X (—00,y]. Po obeh
tockah izreka 2.4 velja

0 < Vu(R) = H(za,y) — H(za,—00) — H(z1,y) + H(z1, —00)
= H(zy,y) — H(z1,y).

Analogno dokazemo, da H narasca v drugi spremenljivki.

(i) Izberimo poljubne x, ', y,y’ €R. Po trikotniski neenakosti velja
H(@'y') - Hz,y)| < [H@y') — H(z,y)| + [H(z,y) — Hz,y)l
Naj bo najprej z < 2'. 1z Vy((z,2'] x (¢, 00]) > 0 potem sledi
H(',y') — H(z,y") < H(z',00) — H(z,00) = Fi(2') — Fy(z).

Podobno za o' < z velja H(z,y') — H(z',y') < Fi(x) — Fi(2"). Dokazali smo
torej |H(2',y') — H(z,y')| < |Fi(2') — Fi(x)|. Analogno pokazemo tudi, da je
|H(x,y')— H(x,y)| < |Fo(y")— Fz(y)| in s tem dokazemo Zeleno neenakost tocke
(ii), iz katere o¢itno sledi t. i. zveznost od zgoraj.

|

Zveznost od zgoraj torej v primeru skupne porazdelitvene funkcije slucajnega vek-
torja sledi iz tock (i) in (ii) izreka 2.4, medtem ko to ne velja za porazdelitveno funkcijo
slucajne spremenljivke.

Porazdelitvena funkcija F' ni nujno niti injektivna niti surjektivna, vendar lahko
zaradi njenih lastnosti vseeno definiramo neke vrste obrat, ki ga poimenujemo po-
sploSeni obrat. Ceprav F ni surjektivna, je mnozica I\ im F' sestavljena iz kvecjemu
stevno mnogo disjunktnih intervalov (zaradi skokov) in Stevil 0 ter 1 (saj se lahko F'
tema vrednostima zgolj priblizuje). Ker je F' narascajoca, praslika toc¢ke u € im F' s
funkcijo F' ali vsebuje le eno tocko ali pa je enaka intervalu.

Definicija 2.6. Posploseni obrat porazdelitvene funkcije F' je funkcija

F7100,1] — R, F'(u)=inf{zeR|F(z) > u}.
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Opisane lastnosti porazdelitvene funkcije so razvidne iz slike 2.1, na kateri je pred-
stavljen tudi posploseni obrat porazdelitvene funkcije. V naslednji lemi bomo navedli
lastnosti posplosenega obrata porazdelitvene funkcije. Ker je dokaz leme predvsem
tehnicne narave, bomo natanc¢en dokaz prepustili bralcu. V dokazu uporabimo nasle-
dnje ugotovitve, ki so predstavljene tudi na sliki 2.1.

Zaw ¢ im FU{0, 1} vpeljemo oznakiw = F(F~}(w)) inw = F(F~'(w)—). O¢itno
je weim F', medtem ko je w ali vsebovan v im F' ali pa ni vsebovan v im F', vendar je
w — e €im F' za vsak dovolj majhen £ > 0. Veljavnost lastnosti moramo premisliti za
stiri mozne razlicne oblike porazdelitvene funkcije v okolici tocke w ¢ {0,1}, katere
posploseni obrat racunamo:

e praslika F'~1({w}) vsebuje le eno tocko (kot v primeru w = ¢t na sliki 2.1),
e praslika F~'({w}) je enaka intervalu (kot v primeru w = s na sliki 2.1),

e w¢imF inw ¢ imF (kot v primeru w = u na sliki 2.1),

e w¢imF inweimF (kot v primeru w = v na sliki 2.1).

Veljavnost lastnosti v tockah 0 in 1 je potrebno premisliti posebej, kjer upostevamo,
da se porazdelitvena funkcija tema dvema vrednostima ali priblizuje ali pa ju zavzame.

F'(s) F'tty F'lvy  F'wm=F'(@)
Flu=F"@=F"W

Slika 2.1. Grafi¢na predstavitev porazdelitvene funkcije, njenega posplosenega obrata in
njegovih lastnosti.

Lema 2.7. Naj bo F porazdelitvena funkcija in F~1 njen posploseni obrat. Potem
velja:

(i) F~'(u) = oo natanko tedaj, ko je u = 1 ¢ imF, in F~'(u) = —oo natanko
tedaj, ko je u =0,
(i) F~! je naraicajoca funkcija,

(iii) F~! je zvezna z leve,
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(iv) F(F~Y(u)) > u 2a vsak u € [0,1] in F(F~'(u)) = u natanko tedaj, ko je
ueim F U {0, 1},

(v) F7Y(F(z)) < x za vsak x €R in F7'(F(x)) = z natanko tedaj, ko je funkcija F
na intervalu [x — e, x] nekonstantna za vsak € > 0,

(vi) FoF~'oF =F in F~loFoF ! = 1
Dokazimo preprosto lemo, ki jo bomo kasneje potrebovali za algoritme vzorcenja
iz porazdelitev pri risanju razsevnih diagramov.
Lema 2.8. Naj bo I poljubna porazdelitvena funkcija in F~! njen posploseni obrat.

(i) Naj bo slucajna spremenljivka U porazdeljena enakomerno zvezno na intervalu
[0,1]. Potem je porazdelitvena funkcija slucajne spremenljivke X = F~Y(U)
enaka F'.

(ii) Naj bo X slucajna spremenljivka z zvezno porazdelitveno funkcijo F. Slucajna

spremenljivka U = F(X) je potem porazdeljena enakomerno zvezno na intervalu
[0,1].
Dokaz.
(i) Za vsak z€R velja
Fpa)(x) = P(EHU) < 2) = P(F(F7'(U)) < F(z)) = P(U < F(x))
= F(x).

Natan¢no premislimo le, da velja P(F~1(U) < z) = P(F(F~}(U)) < F(z)) za
vsak r € R. Ker je F naraS¢ajoca, za poljuben z € R velja, da iz F~Y(U) < x
sledi F(F~1(U)) < F(x). Obratno, v splognem iz F(F~Y(U)) < F(x) sledi
le F~Y(U) = FYF(FY(U))) < FY(F(x)). Ce je F na intervalu [z — ¢, 7]
nekonstantna za vsak € > 0, potem je F~!(F(z)) = x in smo zato enakost v
tem primeru dokazali. Denimo, da je F' konstantna na [x — e, z] za nek € > 0
in naj bo zp = min{t € R| F(t) = F(x)}. Tocka z, torej ustreza prejénjemu
primeru in zato velja

P(F(U) < x) = P(F~'(U) < 20) = P(F(F™'(U)) < F(xy)) =
= P(F(F7(U)) < F(x)).
(ii) Naj bo u€ |0, 1]. Za poljubno porazdelitveno funkcijo F' velja
Frexy(u) = P(F(X) <u) = P(FY(F(X)) < F7'(u)) = P(X < F'(u))
= F(F'(u)).

Ker za zvezno porazdelitveno funkcijo velja e F/(F~*(u)) = u, je lema dokazana.
|

Druga tocka leme ne velja za poljubno porazdelitveno funkcijo. Ce je X skoraj
gotovo konstantna, potem je F'(X) skoraj gotovo enaka 1.
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2.3 Porazdelitveni zakon

V tem razdelku vpeljemo pojem porazdelitvenega zakona slucajnega vektorja, ki ga
konstruiramo iz porazdelitvene funkcije. Najprej zato navedimo nekaj osnovnih poj-
mov iz teorije mere.

Naj bo Q neprazna mnozica in P(2) njena potencna mnozica. Druzina mnozic
& C P(Q) je polalgebra, ce vsebuje (2, je zaprta za koncéne preseke in lahko komple-
ment vsake mnozice iz . zapisemo kot kon¢no unijo paroma disjunktnih elementov
. Druzina mnozic &7 C P({) je algebra, ¢e vsebuje 2 in je zaprta za komplemente
ter kon¢ne unije. Druzina mnozic # C P({2) je o-algebra, ce vsebuje 2 in je zaprta
za komplemente ter Stevne unije. Par (€2,.%#) imenujemo merljiv prostor, elemente
Z# pa merljive mnozZice. Vsaka algebra je torej polalgebra in vsaka o-algebra je
algebra. Za druzino mnozic € oznac¢imo z A(%) in s 0(%) najmanjso algebro oziroma
o-algebro, ki vsebuje €. Ker je poljuben presek algeber algebra in presek o-algeber
o-algebra, sta o/ (%) in 0(%) enaka preseku vseh algeber oziroma c-algeber, ki vse-
bujejo €. Ce je X topoloski prostor, potem najmanjso o-algebro, ki vsebuje vse
odprte mnozice, imenujemo Borelova o-algebra in jo oznac¢imo z B(X). Ce je .7
polalgebra, potem je A() druzina vseh kon¢nih unij paroma disjunktnih elementov

.

Naj bo 0 € € C P(Q) in p: € — [0,00]. Funkcija p je konéno (Stevno)
aditivna, ¢e je u(f) = 0 in za poljubno konéno (Stevno) druzino paroma disjunktnih
mnozic {Cy,}, C %, katerih unija je vsebovana v %, velja u(U, Cn) = >, u(Cy).
Stevno aditivna funkcija p je o-konéna, ¢e obstaja Stevna druzina mnozic {C,,},, iz
%, katerih unija je enaka ) in za vsak n velja u(C,) < co. Mera je Stevno aditivna
funkcija na o-algebri. Mera P je verjetnostna mera, ¢e je P(2) = 1. Merljiva
mnozica A je atom mere p, ¢e je u(A) > 0 in za vsako merljivo mnozico B C A, za
katero je u(B) < p(A), velja u(B) = 0. Lastnost L velja skoraj povsod na (2, ce
je mera vseh tock, ki ne zados¢ajo lastnosti L, enaka ni¢. Ce je mera verjetnostna,
potem pravimo, da lastnost L velja skoraj gotovo.

Naj bo X topoloski prostor in p mera na (X, B(X)). Nosilec mere p je mnozica
vseh tock x € X', za katere ima vsaka odprta okolica x pozitivno mero. Komplement
nosilca mere je enak uniji vseh odprtih mnozic z mero ni¢ in zato je nosilec mere
zaprta mnozica. Mera u je diskretna, ¢e je njen nosilec stevna mnozica.

Naj bo p mera na merljivem prostoru (2,.%). Funkcija f: Q — R je merljiva
(glede na %), ce je praslika vsake odprte mnozice merljiva. Z LP(Q2, %, u), p > 1,
ozna¢imo prostor vseh merljivih funkcij f: Q2 — R, za katere je Lebesgueov integral
Jo |f|dp koncen.

Ce je .7 polalgebra in p kon¢no aditivna funkecija na njej, potem lahko  enoliéno
razsirimo do Stevno aditivne funkcije g4 na A(). Za poljuben A€ A(.¥) obstajajo

paroma disjunktne mnozice Si,Ss,...,S5, €., katerih unija je A. Razsiritev ocitno
definiramo kot p4(A) = >, 1(S;).
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Izrek 2.9. Carathéodoryjev izrek o razSiritvi. Naj bo o7 C P(Q)) algebra in p
stevno aditivna funkcija na njej. Potem obstaja mera p, na o(), ki se na o/ ujema
z w. Ce je p o-koncéna, potem je razsiritev enolicna in je jy o-koncna.

Koné¢no aditivno funkcijo p na polalgebri . lahko torej najprej enoli¢no razsirimo
do stevno aditivne funkcije na algebri A(.¥) in ¢e je le-ta o-koné¢na, jo lahko nato
enoli¢no razsirimo do o-kon¢ne mere na o(.#’). Naj bo n € N. Za slucajni vektor
X = (X1,...,X,) s porazdelitveno funkcijo H lahko na ta nacin konstruiramo verje-
tnostno mero pux = py na B(R™), za katero velja

pa((—oo,x]) = H(x) za vse x€R".
Najprej na polalgebri . = {(a,b] | —oco < a < b < oo} definiramo

p((@, b]) = Vi ((a, b])

in nato po opisani konstrukeiji p g razsirimo na o(.¥) = B(R™). Dobljeno verjetnostno
mero pux = pg na B(R™) poimenujemo porazdelitveni zakon slucajnega vektorja
X in zanj velja

px(E) = P(X € E) za vsak Ee€B(R").

Atomi porazdelitvenega zakona so natanko mnozice {x}, za katere H ni zvezna v x.
Porazdelitveni zakon ima torej najve¢ Stevno mnogo atomov.

Naj bosta p; in pe meri na merljivem prostoru (€2, #). Za A € .% definiramo
(1 + p2)(A) = pi(A) + po(A). Funkcija pg + po je mera na (Q,.%). Mera u; je
absolutno zvezna glede na mero js, kar ozna¢imo z pu; < g, ¢e za vsak A € .
z p2(A) = 0 velja tudi py(A) = 0. Mera p; je skoncentrirana na mnozici A;, ¢e
za vsako merljivo mnozico B C A§ velja py(B) = 0. Meri p; in po sta vzajemno
singularni, oznacimo u; L ps, Ce obstajata taki disjunktni mnozici A; in A,, da je
i1 skoncentrirana na A; in py skoncentrirana na As.

Izrek 2.10. Lebesgueov razcep mere in Radon-Nikodymov izrek. Naj bosta
i in A meri na merljivem prostoru (Q,.%) ter naj bo A o-koncna. Potem obstajata
natanko doloceni meri fi,, in pus na (0, F), da velja pt = oy + s, flaz <K X 0 g L A.
Nadalje, obstaja skoraj povsod glede na A enolicno dolocena funkcija f € L'(Q, %, \),
tako da je pay(A) = [4 fd\ za vsak A € F. Tako funkcijo f imenujemo Radon-
-Nikodymov odvod mere i, glede na .

Naj bo X = (Xi,...,X,) slucajni vektor s porazdelitvenim zakonom px in A
Lebesgueova mera na (R™, B(R™)). Uporabimo izrek 2.10, da dobimo razcep mere
px na vsoto mer pX in pX na prostoru (R™, B(R")). Razcep lahko nadaljujemo z
pX = pX + pX, kjer je uX L X in pX(x) = 0 za vsak £ € R" ter je u¥ diskretna
mera, katere nosilec je enak mnozici vseh atomov porazdelitvenega zakona. Enolicen
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razcep porazdelitvenega zakona z ustreznimi poimenovanji je torej
b'e X X Lo
X = Hag T Hg + Hg kJeI' Je

X (E) = / fd\, E€B(R") — absolutno zvezni del z gostoto f, 2.3)
E :

pX 1 Xin g nima atomov — singularno zvezni del,

pX diskretna mera — diskretni del.

Slucajni vektor je absolutno zvezen oziroma singularno zvezen oziroma diskre-
ten, ¢e v razcepu porazdelitvenega zakona slucajnega vektorja nastopa le uX oziroma
pX oziroma pf. Slucajni vektor X je zvezen, ¢e je uX = 0. Zvezni slucajni vektorji
imajo zvezne porazdelitvene funkcije. Primer singularno zvezne porazdelitve je ena-
komerna zvezna porazdelitev na Cantorjevi mnozici, ki je neStevna mnozica z nic¢elno
Lebesgueovo mero.

Naj bo (€, .#, P) verjetnostni prostor, X = (Xi,...,X,): Q@ — R” slucajni
vektor s porazdelitveno funkcijo H in g: R™ — R merljiva funkcija glede na B(R").
Potem je g(X) € L*(Q,.Z, P) natanko tedaj, ko je g € L*(R", B(R"), ux), pri emer
velja

E(9(X)) = [ 9(X)dP = | gdux. (2.4)

Ker porazdelitveni zakon in porazdelitvena funkcija enolicno doloc¢ata drug drugega ter
bomo v naslednjih poglavjih slucajne vektorje karakterizirali z njihovimi porazdelitve-
nimi funkcijami, bomo za Lebesgueov integral po porazdelitvenem zakonu uporabljali
naslednji zapis:

Agdﬂx:ég(xlaan"'7xn)dH(xlax2a"'7xn)7

kjer je E € B(R™). Naj bo F; porazdelitvena funkcija X; za vsak i.
Slucajne spremenljivke X7, X5, ..., X,, so neodvisne, ¢e je ux enak produktu
porazdelitvenih zakonov px, X pux, X... X ux,, kar je ekvivalentno s

H(xy,29,...,2,) = Fi(x1)Fy(x9) - ... - Fy(z)

za vse Ty, T, ..., T, €R. Za neodvisne slucajne spremenljivke X1, Xs, ..., X,, zato po
Fubinijevem izreku velja

/Eg(xl,xg,...,xn)dH(xl,...,xn) :/.../Eg(xl,xg,...,xn) dFy(zq)...dF,(x,).

Za konec vpeljimo $e disperzijo ali varianco slu¢ajne spremenljivke X € L?, ki jo
oznac¢imo z D(X), in kovarianco slu¢ajnih spremenljivk X in Y iz L?, ki jo ozna¢imo
s K(X):

D(X) = E ((X - B(X))?) = B(X?) - B(X)*,
K(X,Y) =E ((X - E(X))(Y - E(Y))) = E(XY) - E(X) E(Y).



Poglavje 3
Osnove teorije kopul

Ce poznamo skupno porazdelitev slu¢ajnega vektorja, so njegove robne porazdelitve
enoli¢no dolocene z enac¢bo (2.1). Obratno, ¢e poznamo porazdelitvi dveh slu¢ajnih
spremenljivk, potem ju lahko zdruzimo v skupno porazdelitev na stevilne nacine.
Eden izmed moznih nac¢inov modeliranja odvisnosti vodi preko kopul, ki zdruzijo
enorazsezne porazdelitve v vec¢razsezne na ravni porazdelitvenih funkcij.

V prvem razdelku vpeljemo definicijo dvorazsezne kopule, funkcije dveh spremen-
ljivk z dolocenimi lastnostmi, in dokazemo njene analiticne lastnosti. Sklarov izrek,
ki pojasni vlogo teh funkcij v odnosu med skupno porazdelitveno funkcijo in njenima
robnima porazdelitvenima funkcijama, dokazemo v drugem razdelku. Tu navedemo
tudi nekatere verjetnostne lastnosti kopul, definiramo kopulo prezivetja in opisemo
algoritem za vzorcenje iz kopule. Tretji razdelek je namenjen obravnavi lastnosti ko-
pul, ki pojasnijo dolo¢en nacin odvisnosti med robnima porazdelitvama. V zadnjem
razdelku tega poglavja definiramo vecrazsezne kopule in navedemo Sklarov izrek za
n-razsezne slucajne vektorje. Osnovna literatura za to poglavje sta knjigi [36, 32].

3.1 Definicija kopule

Najprej definiramo Sirsi pojem od kopule — podkopulo. Definicija (pod)kopule je
ilustrirana na sliki 3.1.

Definicija 3.1. Funkcija C': A; x Ay — [0, 1], kjer sta Ay, Ay C I, je dvorazsezna
podkopula, ali na kratko podkopula, ce velja 0,1€ A; za j€{1,2} in so izpolnjeni
naslednji pogoji:

(C1) C(u,0) =0 za vsak u€ A; in C(0,v) = 0 za vsak v € As,

(C2) C(u,1) =uza vsak uc Ay in C(1,v) = v za vsak v € As,

(C3) C je 2-narascajoca.

Definicija 3.2. Dvorazsezna kopula, ali na kratko kopula, je podkopula, katere
definicijsko obmodje je enako I%.
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0.1) id 1.1

(uq,v2) Uz,V2)

Ve ([uq,uz]x[v4,v2])=0

(U1,V1)§ i(UzM)

(0.0) 0 (1.0)

Slika 3.1. Grafi¢na predstavitev pogojev (C1), (C2) in (C3).

Kljub temu, da se definiciji razlikujeta le v definicijskem obmocju funkcije, bo ta
razlika pomembna pri ze omenjenem Sklarovem izreku. Vecina lastnosti kopul drzi
pravzaprav ze za podkopule. Dokazimo prvo izmed njih.

Trditev 3.3. Naj bo C podkopula z domeno dom C' = Ay X Ay. Potem velja:

(1) za vse v1 < vy iz Ag je funkcija t — C(t,vy) — C(t,v1) naraséajoca na Ay in za
vse up < ug iz Ay je funkcija t — C(ug,t) — C(uy,t) narascajoca na A,,

(ii) C je narascajoca v vsaki spremenljivki posebej,
iii) za vse (u,v), (v, v")edom C velja
(ii) (u, v), (v, j
|IC(u',v') — C(u,v)| < | —u| + v — ], (3.1)
torej je C' Lipschitzeva z Lipschitzevo konstanto 1 in zato enakomerno zvezna.

Dokaz.

(i) Naj bosta v; < v poljubna elementa A, in t; < ¢y elementa A;. Za pravokotnik
R = (t1,t2] X (v1,v2] po (C3) velja Vio(R) > 0, iz Cesar sledi

C(tg, UQ) - C(tz,’l]l) Z C(tl, UQ) — C’(tl,vl).

Podobno dokazemo, da je funkcija t — C(ug,t) — C(uy,t) narascajoca.

(ii) Ce pri prvi funkciji iz tocke (i) vzamemo v; = 0 in upostevamo pogoj (C1),
dokazemo, da C narasc¢a v prvi spremenljivki. Podobno, podkopula C' narasca
v drugi spremenljivki, ker je druga funkcija iz tocke (i) naraséajoca za u; = 0
in poljuben us €1.

(iii) Izberimo poljubni tocki (u,v), (uv',v")€dom C. Po trikotniski neenakosti velja
|IC(u,v") — C(u,v)| < |C(u,v") — C(u,v")| + |C(u,v") — C(u,v)].
Naj bo najprej u < '. Po tocki (i) in pogoju (C2) potem velja
Cu/,v') = Clu,v) < C, 1) — C(u, 1) = v’ — u.
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Podobno za v < u velja C(u,v") — C(v/,v") < u — u'. Dokazali smo torej, da
velja |C'(v/,v") — C(u,v’)| < |u' — u]. Analogno izpeljemo Se drugo neenakost
|C(u,v") — C(u,v)| < |v/ —v| in s tem dokazemo (3.1).

|

Opazimo, da je slednji dokaz popolnoma analogen dokazu trditve 2.5, ¢e zame-
njamo 0 z —oo in 1 z co. Za poljubno kopulo vpeljimo naslednje funkcije.

Definicija 3.4. Naj bo C kopula in a€l.

o Vodoravni odsek kopule C pri a je funkcija iz I v I, ki je podana s predpisom
t— C(t,a).

o Navpicni odsek kopule C pri a je funkcija iz I v I, ki je podana s predpisom
t— Cla,t).

o Diagonalni odsek kopule C je funkcija dc: I — I's predpisom 0¢(t) = C(t,1).

Skozi celotno delo bo skoraj povsod pomenilo skoraj povsod glede na Lebesgueovo
mero. Lastnosti odsekov so zbrane v naslednji posledici trditve 3.3.

Posledica 3.5. Naj bo C' kopula. Vsi vodoravni in navpicni odseki ter diagonalni
odsek kopule C' so naraScajoce enakomerno zvezne funkcije, ki so odvedljive skoraj
povsod na 1. Natancneje:

e Za skoraj vsak t €1 je o,(t) €10, 2].

o Za vsak v €l obstaja parcialni odvod OC (u,v)/0u za skoraj vsak w in pri takih u ter
v je 0C(u,v)/0uel0,1]. Podobno za vsak u€l obstaja parcialni odvod OC(u,v)/0v
za skoraj vsak v in kadar obstaja je med nic in ena.

o Funkciji v — 0C(u,v)/0u in u— OC(u,v)/0v sta definirani in naraséajoci skoraj
povsod na 1.

Dokaz. Ker je C narasc¢ajoca v vsaki spremenljivki posebej in velja neenakost (3.1), so
vsi vodoravni in navpic¢ni odseki ter diagonalni odsek narascajoce enakomerno zvezne
funkcije. Od tod sledi odvedljivost skoraj povsod.

e Naj bo t € R tak, da obstaja d,(t). Ker je d¢ naraséajoca, je o,(t) > 0. Po
neenakosti (3.1) velja |dc(t) — dc(t')| < 2|t — /| za vsak ' € I, od koder sledi
do(t) < 2.

e Naveden obstoj parcialnih odvodov je ekvivalenten odvedljivosti vodoravnih in nav-
pi¢nih odsekov skoraj povsod. Parcialni odvodi so nenegativni, ker so vodoravni
in navpicni odseki narascajoce funkcije. Ce v neenakost (3.1) vstavimo v’ = v,
opazimo, da je parcialni odvod glede na prvo spremenljivko navzgor omejen z ena.
Podobno iz neenakosti (3.1) pri v’ = u sledi 9C(u,v)/0v < 1.

o Za vy < vy je funkcija u — C(u,vy) —C(u,vy) po tocki (i) trditve 3.3 naras¢ajoca na
I in zato obstaja odvod 0<C(u, v9) — C(u, v1)>/8u skoraj povsod in je nenegativen.
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Od tod sledi, da je funkcija v — 0C(u,v)/0u definirana in narascéajoca skoraj
povsod na I. Podobno velja za u +— 9C(u,v)/0v.
|

Nadaljujmo s tremi pomembnimi zgledi kopul, pred katerimi pa vpeljemo sSe dva
nova pojma.

Definicija 3.6. Podkopula C je simetri¢na, e je C(u,v) = C(v,u) za vse u,v €l

Definicija 3.7. Kopula 4 je manjsa od (5, kar oznacimo s C; <X (s, Ce je
Ci(u,v) < Cy(u,v) za vse u,veEl.

Relacija < je ocitno relacija delne urejenosti na mnozici vseh kopul. Poljubni dve
kopuli seveda nista nujno primerljivi. Naslednja trditev in lema povesta, da obstajata
najmanjsi in najvecji element v delno urejeni mnozici kopul.

Trditev 3.8. Za poljubno podkopulo C velja
max{u+v — 1,0} < C(u,v) < min{u,v}
za vsak (u,v) €dom C.
Dokaz. Naj bo (u,v) € dom C. Ker po trditvi 3.3 velja C'(u,v) < C(u,1) = u in
C(u,v) < C(1,v) = v, je zato C(u,v) < min{u,v}. Ker je C' 2-narascéajoca, je
0 <Ve((u,1]x(v,1]) = C(1,1) = C(1,v) — C(u,1) + C(u,v) =1 — v —u+ C(u,v)

in zato je C(u,v) > u+v — 1. Od tod sledi C(u,v) > max{u+ v — 1,0}. |

Definicija 3.9. Za u,v €l oznac¢imo

W(u,v) = max{u+v —1,0} =u — min{u,1 — v},
M (u,v) = min{u, v},
(u,v) = uv.

Funkciji W in M imenujemo Fréchet-Hoeffdingova spodnja meja oziroma
zgornja meja, funkcijo Il pa produktna kopula.

Lema 3.10. Funkcije W, M in 11 so kopule.

Dokaz. Vse tri funkcije ocitno izpolnjujejo pogoja (C1) in (C2). Vzemimo poljubne
up < ug in v; < vy iz I Ker je Vip((ug, ug] X (v1,v2]) = (ug — ug)(vg — v1) > 0, je II
dejansko kopula.

Za dokaz pogoja (C3) za funkcijo M lo¢imo glede na urejenost uy in vy ter ug in
vy Stiri primere. V primeru, ko je us < vo in uy < vy, je

Vin((uq, ug] X (v1,v9]) = min{us, vo} — min{us, v1} — min{uy, vo} + min{uy, vy}

= uy — min{ug, v1} —uy +u; > 0.
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Ce je uy < vy in uy > vy, potem je Vir((ug, us] x (v1,v5]) = ug — v1 — uy + vy > 0.
Preostala dva primera dokazemo simetri¢no.

Oznac¢imo m(u,v) = min{u, 1 —v}. Ker je W(u,v) = u—m(u,v), lahko zapisemo

Vi ((uq, ug) X (v1, v2]) = =V ((ug, ug] X (v1,v]) = Var((ug, ug) X (1 — v, 1 — 4]) > 0,
sajjel —vy <1 —wy. [ |
Za vsako kopulo C torej velja W < C < M, kjer sta W in M prav tako kopuli.

Ker je or(t) = t?, ocene §,(t) €0, 2] iz posledice 3.5 ni mogoce izboljsati. Kopule W,
IT in M so simetri¢ne. Grafi kopul W, Il in M so predstavljeni na sliki 3.2.

05|

II(u,v)

Slika 3.2. Grafi kopul W, Il in M.

Bolj nazorno kot z grafom kopulo predstavimo z grafom nivojnic, tj. za izbrane
nivoje a € [0, 1] narisemo krivulje v, = {(u,v) €| C(u,v) = a}. Poudarimo, da pri
grafu nivojnic kopule ni potrebno posebej oznaciti vrednosti nivoja a, saj po pogoju
(C2) velja (a, 1), (1,a) €7,. Nasliki 3.3 so predstavljeni grafi nivojnic kopul W, II in
M.

w n M
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 1 !
=
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
> > >
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
(] 0 0
u u u

Slika 3.3. Nivojnice kopul W, IT in M.
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Ker je po trditvi 3.3 podkopula zvezna na svoji domeni, jo lahko enoli¢no razsirimo
do roba. Izrek, ki ga bomo navedli, pokaze se ve¢. Njegov dokaz je povzet po zZe
omenjenem ¢lanku Schweizerja in Sklara [43].

Izrek 3.11. Vsako podkopulo lahko razsirimo do kopule.

Dokaz. Naj bo C”: A;x Ay — [0, 1] podkopula. Ker je C” po trditvi 3.3 zvezna, ob-
staja enoli¢na razsiritev funkcije C” do funkcije C": A;x Ay — [0, 1], ki je podkopula.
Zelimo konstruirati kopulo C': I> — [0, 1], ki se na A; x Ay ujema s C’.

Naj bo (u,v) poljubna tocka v I>. Ceprav smo oznake tipa w in @ uporabili Ze
pri posplosenem obratu porazdelitvene funkcije na strani 12, bomo zgolj za potrebe
tega dokaza tema oznakama spremenili pomen: za u € I oznac¢imo z u in u najvecji
oziroma najmanjsi tak element A;, da je u < u < %. Analogno definiramo v, v € As.
Ali sta w in W elementa A; ali Ay, bo razvidno iz konteksta. Opazimo, da je u € A,
natanko tedaj, ko je v = u = @ in podobno velja za v € Ay. Definiramo funkciji
A, p: T — [0, 1] s predpisoma

U—u v—v . _
—, cejeu<u, —, cejeuv <,
)\(U): uUu—1u u(y) =L UV—U
1, ce je u = 1; 1, cejev ="1.

Predpisa funkcij A in u sta v resnici razlina, saj je A(u) izracunan glede u,u € Ay,
medtem ko je pu(v) izracunan glede v,7 € Ay. V teh oznakah definiramo funkcijo
C:1* — [0, 1] s predpisom

Clu,v) = (1 = Au))(1 = p(v) C'(w,v) + (1 = AMu))pu(v) C'(u,
+Aw) (1= p@) @)+ Au) plo) C'(,

)
).

Ce je (u,v) € Ay x Ay, potem je A(u) = pu(v) = 1 in zato je C(u,v) = C'(u,v).
Funkcija C' je torej razsiritev funkcije C’ na I*. Ker je 0 € Ay, je p(0) = 1 in zato
velja C'(u,0) = (1—A(u))C"(u, 0) + A(u)C'(w,0) = 0 za vsak u€1. Podobno velja tudi
C(0,v) = 0 in s tem je izpolnjen pogoj (C1) za funkcijo C. Po definiciji podkopule
je tudi 1€ A, in zato je u(1) = 1. Dobimo torej

(3.2)

SRS

Clu, 1) = (1= AMw) C'(w, 1) + Au) C'(T, 1) = (1 — Mu))u + A(u)u
=Au)(@—-u)+u=u

za vsak u€1. Analogno lahko dokazemo, da je C'(1,v) = v, s ¢imer je izpolnjen pogoj
(C2). Pokazati moramo le se, da je C' 2-narascajoca.

Naj bosta (u,v) in (x,y) dve taki poljubni tocki v I?, da je u < x in v < y. Za
pravokotnik R = (u,z] X (v,y| zelimo dokazati, da je izraz Vo (R), ki je sestavljen iz
Sestnajstih ¢lenov, nenegativen. Oblika izraza je odvisna od tega, ali je v intervalu
(u, ) oziroma (v,y) kaksna tocka iz A; oziroma A,. Ce v intervalu (u, ) ni nobene
tocke iz mnozice A;, potem je z = u in T = u. Ko je v intervalu vsaj ena tocka iz Aj,
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dobimo v < 7 < z < . Podoben razmislek velja na mnozici A,. Dokaz bomo navedli
le za najpreprostejsi primer, medtem ko bomo najzahtevnejsega intuitivno pojasnili s
sliko 3.4.

Denimo najprej, da med u ¢ A; in x ¢ A; ni nobene tocke iz A; ter da med v ¢ A,
in y ¢ Ay ni nobene tocke iz A;. Potem jexz =u, T =u, y =vin gy =70. Clene Vo (R)
lahko v tem primeru po krajsem racunu preuredimo v preprosto obliko

Vo(R) = (M) = AMw))(uly) = pu(v)) Vor((u, a] x (v, 7]).

Ker je z = uin T =@ ter je u < z, je A(u) < A(x). Podobno velja tudi p(v) < u(y)
in zato je Vo(R) > 0, saj je C" 2-narascajoca.

(uy) @.y) (x.¥) (x.y)
gmmmmmmmomomt SR g N
Ly E ! (y)

(u Z)<:> ffffffffffff g:}f(—ufg)f ————————— ?f(é}‘/—) ————————— S(X,y)

(u V)(I} ffffffffffff {i)f@j)ﬁﬂﬂﬁﬁ f()f(fvf) 777777777 o(X,V)
L) i ' (xv)
S S e 5

(u,v) (U,v) (x.v) (X,v)

Slika 3.4. Grafi¢na predstavitev najzahtevnejsega primera v dokazu izreka 3.11.

V najzahtevnejSem primeru predpostavimo, da obstaja tako med u in x kot med
v in y vsaj ena tocka iz A; oziroma A,. Ta primer je graficno predstavljen na sliki
3.4. Izkaze se, da je Vo (R) v tem primeru enak

(1= AMw)(1 = p(w)) Ver ((w, u] x (2, 9]) + (1 = p(v)) Ver (U, 2] % (v, 7))
+A@) (1 = p() Vor (2, 7] x (v, 9]) + (1 = AMw))Ver ((w, a] x (0, y])

+Ver (@, 2] x (0, y]) + Az) Vor (2, 7] < (0, y]) + (1 — AMu))p(y) Vo ((u, u] x (y, 9])
+u(y) Vor (@, 2] x (y, 7)) + M) u(y) Vor (2, 7] < (y, 9))-

Ce to formulo primerjamo s sliko 3.4, opazimo, da je plos¢ina pravokotnika R s funkcijo
C' enaka kombinaciji devetih plosc¢in ¢rtkanih pravokotnikov s podkopulo C’. Ker so
koeficienti pred plos¢inami s C” nenegativni in je C’ 2-narascajoca, je Vo(R) > 0.

Razsiritev podkopule do kopule ni enoli¢na, kar pokaze naslednji zgled.

Zgled 3.12. Naj bo C' podkopula z najmanjso mozno domeno {0,1} x{0,1}. Taka
podkopula je ena sama, in sicer mora veljati C'(0,0) = C’(0,1) = C’(1,0) = 0 in
C’(1,1) = 1. Razsirimo C” do kopule na nacin, ki je opisan v dokazu zadnjega izreka.
Za poljubno tocko (u,v) €EI* jeuw = v = 0 ter @ = T = 1 in zato sta funkciji A
ter p enaki identiteti. Po definiciji (3.2) je C(u,v) = Au)u(v) C'(w,v) = uv. S to
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konstrukcijo razsiritve dobimo produktno kopulo. Po drugi strani je vsaka kopula
razsiritev tako definirane podkopule C". U

3.2 Sklarov izrek in verjetnostni pomen kopul

Podkopule in kopule so po definiciji funkcije dveh spremenljivk z dolocenimi la-
stnostmi. Verjetnostni pomen kopul razkrije Sele Sklarov izrek [45]. Sklarov izrek
dokazemo tako kot v clanku [43]: razdelimo ga na dva dela, ki ju dokazemo v posa-
meznih trditvah. Drugi del je zadnji izrek 3.11, medtem ko je prvi del formuliran v
naslednji trditvi.

Trditev 3.13. Naj bo H skupna porazdelitvena funkcija z robnima porazdelitvenima
funkcijama F in G. Potem obstaja enolicno dolocena podkopula C' z domeno

im F'xim G, za katero velja
H(xz,y) = C(F(x),G(y)) za vsez,yeR. (3.3)
Dokaz. Po drugi tocki trditve 2.5 velja neenakost
|H(',y') = H(z,y)| < [F(2') = F(x)| + |G(Y) — G(y)]

za vse x,2',y,y €R. Iz F(2') = F(z) in G(y') = G(y) zato sledi H(z',y') = H(z,y).
Mnozica
{(F(2),G(),H(z,y)) |,y R}

torej predstavlja graf dobro definirane funkcije C' dveh spremenljivk z definicijskim ob-
mocjem im F'xim G. O¢itno je za tako definirano C' enakost (3.3) izpolnjena in zaradi
te enakosti je taka funkcija C' enoli¢na. Dokazati moramo Se, da je C' podkopula.

Ker je F(—o0) = G(—0) = 0 in F(o0) = G(0) =1, je {0,1}x{0,1} € dom C.
Naj bo u € im F poljuben in z € R tak, da je u = F(z). Po definiciji funkcije C in
lastnostih porazdelitvenih funkcij potem velja

C(u,0) = C(F(x),G(—)) = H(x,—0) = 0,
C(u,1) = C(F(x),G(0)) = H(x,00) = F(x) = u.

Analogno dokazemo Se drugi dve enakosti iz pogojev (C1l) in (C2). Ker je H
2-narascajoca, je C' 2-narascajoca. Ker je torej C' podkopula, jo lahko enoli¢no razsi-
rimo do podkopule z domeno im F' xim G. |

Izrek 3.14. Sklarov izrek. Naj bo H skupna porazdelitvena funkcija z robnima
porazdelitvenima funkcijama F in G. Potem obstaja taka kopula C', da velja

H(z,y) =C(F(x),G(y)) za vse z,yeR. (3.4)
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Ce sta F in G zvezni, potem je C' enolicno dolocena, v nasprotnem primeru pa je C

enolicna le na im F xim G.

Obratno, ce je C kopula in sta F' ter G porazdelitveni funkciji, potem je z enacbo
(3.4) definirana skupna porazdelitvena funkcija H, katere robni porazdelitveni funkciji
sta enaki F' in G.

Dokaz. Naj bodo najprej H, F in GG kot v prvem delu izreka. Po trditvi 3.13 obstaja
enoli¢no doloc¢ena podkopula C’ z domeno im F xim G, za katero velja enakost (3.4).
Ce sta F in G zvezni, je dom C’ = I? in je zato C’ pravzaprav enoli¢no dolo¢ena kopula.
V nasprotnem primeru lahko po izreku 3.11 podkopulo C” razsirimo do kopule C.

Dokazimo Se obrat. Naj bo torej C' kopula in F' ter G porazdelitveni funkciji. Za
z,y €R definiramo H(z,y) = C(F(z),G(y)). Ker je H(—o0,y) = C(0,G(y)) = 0 za
vsak y€R, H(x, —00) = C(F(z),0) = 0 za vsak z€R, H(co,00) = C(1,1) =1 in za
vse 11 < g ter y; < yo velja

Vi (w1, 2] X (41, 80]) = Vo ((F(21), F(22)] X (G (1), G(y2)]) = 0,

je funkcija H po izreku 2.4 skupna porazdelitvena funkcija nekega slucajnega vek-
torja. Njeni robni porazdelitveni funkciji sta enaki H(z,00) = C(F(x),1) = F(x) in
H(oo,y) = C(1,G(y)) = G(y). u

Komentirajmo, da je enakost v (3.4) po lastnostih porazdelitvenih funkcij in kopule
izpolnjena za vse z,y € R natanko tedaj, ko je izpolnjena za vse z,y € R. Ker
bomo porazdelitvene funkcije obravnavali kot funkcije s sliko v R, bomo uporabljali
drugo razlicico. Iz Sklarovega izreka in definicije posploSenega obrata porazdelitvene
funkcije, podane v 2.6, oc¢itno sledi naslednja posledica.

Posledica 3.15. Naj bodo funkcije H, F', G in C kot v trditvi 3.13. Potem za vsak
(u,v) edom C velja

C(u,v) = H(F ' (u), G (v)).

Ce sta F in G zvezni, potem slednja posledica velja za kopule. S tem dobimo
metodo za konstruiranje kopul, ki jo bomo v naslednjih poglavjih uporabili za izpeljavo
elipticnih in Marshall-Olkinovih kopul.

Preko Sklarovega izreka lahko konstruiramo vecrazsezne porazdelitve v dveh pre-
prostih korakih: najprej izberemo enorazsezni robni porazdelitvi in nato kopulo, ki ju
povezuje. Ce imamo na voljo parametri¢ne druzine enorazseznih porazdelitev in kopul,
lahko torej najprej pois¢emo parametre enorazseznih porazdelitev in nato parametre
kopule, pri katerih se podatki prilegajo.
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Naj bo C poljubna kopula. Definiramo funkcijo Ho: R? — R s predpisom

0, zax < 0aliy <0,
C(x,y), zax,y€el,
He(z,y) = | =, zaxeliny > 1, (3.5)
v, zax >1inyel,
1, zazr>1iny > 1.

Opazimo, da je tako definirana funkcija He skupna porazdelitvena funkcija slucaj-
nega vektorja (X, Y), kjer sta sluc¢ajni spremenljivki X in Y porazdeljeni enakomerno
zvezno na intervalu [0,1]. Kopule so torej zoZitve skupnih porazdelitvenih funkcij,
katerih robni porazdelitvi sta enakomerni zvezni porazdelitvi na [0, 1].

Naj bo C kopula. Ce za slu¢ajni spremenljivki X in Y s porazdelitvenima funk-
cijama F' oziroma G ter skupno porazdelitveno funkcijo H za vse z,y € R velja
H(z,y) = C(F(x),G(y)), potem C imenujemo slu¢ajnima spremenljivkama X
in Y pripadajoca kopula in jo standardno oznacimo s Cxy. Produktna kopula
modelira neodvisni sluc¢ajni spremenljivki, medtem ko vsaka druga kopula modelira
neke vrste odvisnost.

Trditev 3.16. Verjetnostni pomen IT, M in W. Naj bosta X inY zvezni slucajni

spremenljivki.

e Pripadajoca kopula Cxy je enaka I natanko tedaj, ko sta X in'Y neodvisni.

e Pripadajoca kopula Cxy je enaka M natanko tedaj, ko za vsako tocko (r,y) € R?
velja P(X > xz,Y <y)=0ali P(X <z,Y >y) =0, tj. Y je skoraj gotovo strogo
nara$cajoca funkcija slucajne spremenljivke X .

e Pripadajoca kopula Cxy je enaka W natanko tedaj, ko za vsako tocko (x,y) € R?
velja P(X <xz,Y <y)=0ali P(X >xz,Y >y) =0, tj. Y je skoraj gotovo strogo
padajoca funkcija slucajne spremenljivke X .

Dokaz. Prva tocka trditve je ocitna. Dokazimo preostali dve. Naj bodo H, F'in ¢
porazdelitvene funkcije (X,Y’), X oziroma Y.

e Za vsako tocko (z,y) € R? velja

Fz)=P(X<z,Y<y)+ P(X <z,Y>y)=H(z,y) + P(X <z, >vy),
Gly)=P(X <2,V <y)+P(X >2,Y <y)=H(z,y) + P(X >,V <y).

S tem je druga tocka oc¢itno dokazana.

e Za vsak (z,y) € R? po enakosti (2.2) velja F(z) + G(y) — 1 = H(z,y) — H(x,y).
Ker je H(z,y) = P(X <z,Y <vy) in H(z,y) = P(X > z,Y > y), je s tem tretja
tocka dokazana.

|
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V prejsnjem razdelku smo definirali simetri¢nost kopule. Za zvezni slucajni spre-
menljivki X in Y velja (X,Y) ~ (Y, X) natanko tedaj, ko sta X in Y enako porazde-
ljeni in je njuna pripadajoca kopula simetri¢na.

Ce sta slu¢ajni spremenljivki X in Y zvezni ter sta funkciji o in 8 strogo naras¢ajoci
ali strogo padajoci, potem kopula C'x y natanko doloca kopulo Cy(x),5(v), ki od samega
predpisa funkcij o in 8 ni odvisna.

Trditev 3.17. Naj bosta X in Y zvezni slucajni spremenljivki s pripadajoco kopulo
Cxy ter naj bosta funkciji o:im X — R in S:imY — R strogo monotoni. Potem
veljajo naslednje trditve:

(i) Ce sta « in B obe strogo narascajoci, potem je Cax),p0v) = Cxy-
(ii) Ce je a strogo narascajoca in 3 strogo padajoca, potem za vse u,v €l velja
Cax),p0v)(u,v) = u — Cxy(u, 1 —v).
(iii) Ce je a strogo padajoca in B strogo narascajoca, potem za vse u,v €1 velja
Carx)pvy(u,v) =v — Cxy(1 —u,v).
(iv) Ce sta o in B obe strogo padajoci, potem za vse u,v €1 velja
Cotx)pry(w,v) =u+v—14+Cxy(1 —u,1—wv).

Dokaz. Ker sta X in Y zvezni slucajni spremenljivki, sta kopuli Cx y in Cy(x)s(v)
enolicno doloc¢eni. Za funkciji a in £ definiramo posploseni obrat kot v definiciji 2.6.
Ker sta funkciji strogo monotoni, je o 'oa = id in B~ 'of = id. Ce je a strogo
narascajoca, potem je Fy(x)(z) = P(a(X) < z) = P(X <o !(2)) = Fx(a ' (2)). Za
strogo padajoco funkcijo a je Fyx)(z) = P(X > a™(z)) = 1 — Fx(a *(x)), saj je
P(X =a7(z)) =0.

(i) Ker sta funkciji a in 3 obe strogo naras¢ajoci, je
Ca(x),8(v) (Fa(X) (x), Fﬁ(y)@)) = P(a(X) <z, 5(Y) <y)
= P(X <a ()Y <B7Y(y))
= Cxy (Fx(a™(2). Fy (57 (»)))
= Cxy (Fa) (2), Faory ()

za vse T,y €ER, iz Cesar sledi Cy(x)(v) = Cx,y.

(ii) Ce je a naras¢ajoca in B padajoca, potem je

= Fx(a™'(@)) = Cxy (Fx(a™'(2)), i (37 (»)))
= Fa(x)(l‘> — Cx,Y (Fa(X)(fL')y 1- Fg(y)(?/))
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za vse x,y €R. Dokazali smo, da je Co(x)sv)(u,v) = u — Cxy(u,1 —v).
(iii) Dokazemo simetri¢no kot prejsnjo tocko.

(iv) Uporabimo najprej drugo tocko za funkeiji id in 3 ter nato tretjo tocko za funkeiji
« in id, da izpeljemo

Ca(x),60) (1, v) = u = Coxyy (w1 —v) =u— (1 —v = Cxy (1 —u,1-v))
:U+U—1+Cx7y(1—u,1—v),
|

Ce je C kopula, potem so po zadnji trditvi funkcije u—C(u, 1—v), v—C(1—u,v) in
u-+v—1+C(1—u,1—v) tudi kopule. Ce sta slucajni spremenljivki X in Y Zivljenjski
dobi, potem je praviloma bolje obravnavati njuni funkciji prezivetja kot pa njuni
porazdelitveni funkciji. Naj bo C' slucajnima spremenljivkama X in Y pripadajoca
kopula ter F', G in H ustrezne porazdelitvene funkcije. Po enakosti (2.2) za funkcije
prezivetja F', G in H velja

H(z,y)=1-F(z) - G(z) + H(z,y) = F(z) + G(x) — 1+ C(F(z),G(y))
=F)+G(x)-1+C(—F(z),1 - G(y)).

Ce definiramo funkcijo C'(u, v): I? — I s predpisom

A

Clu,v) =u+v—14+C(1 —u,1—v), (3.6)

dobimo

H(z,y) = C(F(x),G(y)). (3.7)
Po prejsnji trditvi je C kopula.

Definicija 3.18. Naj bo C' = Cx y slucajnima spremenljivkama X in Y pripadajoca
kopula. Slucajnima spremenljivkama X in Y pripadajoca kopula prezivetja je
funkcija, ki je podana s predpisom (3.6).

Tako kot kopula zdruzuje robni porazdelitveni funkciji v skupno porazdelitveno
funkcijo, tako kopula prezivetja zdruzi enorazsezni funkciji prezivetja v skupno funk-
cijo prezivetja (3.7). Poudarimo sSe, da kopula prezivetja ni enaka zozitvi skupne
funkcije prezivetja, katere robni porazdelitvi sta enakomerni zvezni porazdelitvi na
[0, 1], kar velja za kopulo in porazdelitvene funkcije. V tem primeru za vse z,y € I
dobimo

J— A

H(z,y)=1—-F(x) —Gly)+ Hxz,y)=1—-2z—y+C(z,y) =C(1 — 2,1 —y).

Naj bosta U in V' porazdeljeni enakomerno zvezno na [0, 1]. Po ¢etrti tocki trditve
3.17 za funkciji a(t) = 8(t) = 1 —t dobimo Cy_y1_y = Cyy. Kerstal—Uin 1 —V
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prav tako porazdeljeni enakomerno zvezno na [0, 1], je kopula preZivetja C' skupna
porazdelitvena funkcija slucajnega vektorja (1 — U, 1 — V).

Naj bo C kopula. Porazdelitveni funkciji He, definirani s predpisom (3.5), pripada
porazdelitveni zakon ¢ = pp,, ki je skoncentriran na I?. Ker je Ho zvezna, pe nima
atomov in zato po razcepu (2.3) obstajata enoliéno doloceni meri uS in p, da je
pe = pS +ul, 1S < Xin uS L X. Tu X oznacuje Lebesgueovo mero na (R?, B(R?)).

Definicija 3.19. Absolutno zvezni del kopule C' je funkcija

Ac(u,0) = 1C.((0,u] x (0,4]) = /0/0 8(:&0(5,@ dt ds.

Singularni del kopule C je funkcija S¢ = C — Az, Ce je S¢ = 0, potem je C
absolutno zvezna kopula z gostoto 0°C(u,v)/0udv. Ce je Ac = 0, potem je C
singularna kopula. Nosilec kopule C' je nosilec mere pic.

Ce je 0°C(u,v)/0udv = 0 skoraj povsod, potem je C singularna. Kopula je
singularna natanko tedaj, ko je Lebesgueova mera njenega nosilca enaka nic.

Zgled 3.20. Za zgornjo mejo M velja, da je 0*M (u,v)/Oudv = 0 za vsako tocko
(u,v) izven diagonale D = {(u,u)|u € I}. Ker je dvorazsezna Lebesgueova mera
diagonale enaka ni¢, je M singularna kopula z nosilcem D. Porazdelitvena funkcija
slucajnega vektorja (U, V) je enaka H); natanko tedaj, ko je P(U =V) = 1.

Za spodnjo mejo W velja, da je 9*W (u,v)/0udv = 0 za vsako tocko (u,v) izven
druge diagonale Dy = {(u,1 — u) |u € [}. Fréchet-Hoeffdingova spodnja meja W je
torej tudi singularna, njen nosilec pa je enak D,. Porazdelitvena funkcija slucajnega
vektorja (U, V) je enaka Hy, natanko tedaj, ko je P(U+V =1) = 1.

Produktna kopula IT je absolutno zvezna z gostoto 9?I1(u,v)/0udv = 1 za vse
u,v €1, njen nosilec pa je enak I?. Il

Ta razdelek zakljuc¢imo z metodo za vzorcenje iz dvorazsezne porazdelitve na pod-
lagi pripadajoce kopule. Dobro znana metoda za vzorcenje iz enorazsezne porazdelitve
je metoda posplosenega obrata porazdelitvene funkcije. Denimo, da zZelimo
generirati vzorec, ki je porazdeljen kot slucajna spremenljivka X s porazdelitveno
funkcijo F. Po lemi 2.8 je X ~ F~Y(U), kjer je U ~ EZ[0,1]. Pri tej metodi torej
najprej generiramo vzorec u ~ EZ(0,1) in nato z x = F~*(u) dobimo Zeleni vzorec.

Izpeljali bomo algoritem za generiranje vzorca (x,y), ki je porazdeljen kot dvoraz-
sezni slucajni vektor (X,Y") s skupno porazdelitveno funkcijo H in robnima porazde-
litvenima funkcijama F' in G, za katerega poznamo pripadajoco kopulo C' = Cx y.
Po Sklarovem izreku je dovolj, da izpeljemo metodo za generiranje vzorca (u,v) iz
porazdelitve sluc¢ajnega vektorja (U, V') s skupno porazdelitveno funkcijo C' oziroma
natanéneje Ho s predpisom (3.5), kjer sta U in V porazdeljeni enakomerno zve-
zno na intervalu [0,1]. Iskani vzorec (z,y) dobimo s transformacijo z = F~!(u)

iny=G(v).
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Najbolj splosna metoda vzorcenja na podlagi kopule je metoda pogojne poraz-
delitve, pri kateri vzor¢imo u iz porazdelitve U ~ EZ[0,1] in nato Se v iz pogojne
porazdelitve V' pri pogoju U = u. Izpeljemo

Loy = PV < 010 =) =ty U2V <0
. Clu+e,v) — C(u,v) ﬁc(u’ v)

0 € - Ou

(3.8)

za vsak v, pri katerem odvod obstaja. Spomnimo se, da smo v posledici 3.5 dokazali,
da je funkcija v — %C(u, v) definirana in naras¢ajoca skoraj povsod na I. Ce v tocki
v odvod ne obstaja, definiramo C,(v) tako, da je C, zvezna z desne in zato obstaja
njen posploseni obrat C 1. Algoritem je torej naslednji.

Algoritem 3.21. Metoda pogojne porazdelitve.
1. Neodvisno vzoré¢imo w in ¢ iz porazdelitve EZ[0, 1].
2. Definiramo v = C;!(t). Iskani vzorec je (u,v).

u

Ce bi zeleli vzoréiti (z,y), bi algoritmu dodali $e tretjo tocko:
3. Definiramo z = F~!(u) in y = G~ !(v). Iskani vzorec je (z,y).

Algoritem lahko uporabimo za vzorcenje iz poljubne porazdelitve, katere pripa-
dajoco kopulo poznamo. Ker je racunanje odvoda in njegovega posplosenega obrata
lahko tezavno, je ta algoritem bolj primeren za kopule z enostavno analiticno obliko.
Poleg tega lahko v primerih, ko kopula izhaja iz nekega verjetnostnega modela, izpe-
ljemo bolj preprost in intuitiven algoritem za vzorcenje. Primer takega algoritma bo
za Marshallove in maksmin kopule podan v zadnjih dveh poglavjih.

Algoritme vzorcenja uporabimo v naslednjih poglavjih za risanje razsevnih diagra-
mov kopul. Razsevni diagram je verjetno najboljsa graficna predstavitev kopule.

3.3 Lastnosti kopul

V tem razdelku navedemo nekatere izmed mnogih lastnosti kopul, ki opisejo dolo-
¢en nacin odvisnosti med dvema slucajnima spremenljivkama. Drugace povedano,
verjetnostne lastnosti slucajnih vektorjev bomo izrazili z analiticnimi lastnostmi pri-
padajoc¢ih kopul. Najprej vpeljemo tri stevilske karakteristike slucajnega vektorja,
ki jih poimenujemo mere skladnosti: Pearsonov korelacijski koeficient, Kendallov
7 in Spearmanov p. V drugem podrazdelku navedemo nekatere lastnosti, ki opisejo
obnasanje repov in jih v petem ter sestem poglavju za Marshallove in maksmin kopule
dokazemo.
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3.3.1 Mere skladnosti

V tem podrazdelku izpeljemo formuli za Kendallov 7 in Spearmanov p sluc¢ajnih spre-
menljivk X in Y s pripadajoco kopulo Cxy. Pred tem vpeljemo Pearsonov kore-
lacijski koeficient slucajnih spremenljivk X in Y, ki nista skoraj gotovo konstantni:

K(X,Y)

/D(X)y/D(Y)

Pearsonov korelacijski koeficient meri stopnjo linearne odvisnosti med slucajnima spre-

pPearson ()(7 Y) —

menljivkama: zavzame vrednosti iz intervala [—1, 1] in je po absolutni vrednosti enak
1 natanko tedaj, ko je Y = aX 4+ b za nek a € R\{0} in b € R. Ce je a < 0, je
preason (X Y) = —1, sicer je pr@*(X,Y) = 1. Ce slucajni spremenljivki ,nista
linearno odvisni“, potem je njun korelacijski koeficient enak 0.

Navedimo najprej vzorcno razli¢ico za Kendallov 7. Naj bo zaporedje parov
(x1,%1), - - -, (T, yn) realizacija slucajnega vzorca (Xi,Y1),...,(Xn, Ys), tj. zaporedje
neodvisnih enako porazdeljenih slucajnih vektorjev, ki so porazdeljeni kot (X,Y). Par
opazovanj (z;, ;) in (x;,y;) je skladen, ¢e je (z;—z;)(y;—y;) > 0, tj. bodisi je z; < x;
in y; < y; bodisi je x; > z; in y; > y;. Par opazovanj (z;,y;) in (z;,y;) je neskladen,
e je (z; — xj)(y; — y;) < 0. Naj bo ¢ stevilo skladnih parov in d Stevilo neskladnih

n

2). Vzorcni Kendallov 7 je enak

parov. Stevilo vseh parov je enako (

c—d c d

SO GING)

Vzoréni Kendallov 7 je torej enak razliki relativnih frekvenc skladnega in neskladnega
para, kar vodi k definiciji za Kendallov 7 sluc¢ajnega vektorja (X,Y).

Definicija 3.22. Naj bosta X in Y zvezni slucajni spremenljivki ter (X;,Y]) in
(Xs,Y3) neodvisna slucajna vektorja, porazdeljena kot (X,Y). Kendallov 7 slu-
¢ajnega vektorja (X,Y) je enak

Txy = P((X1 — Xo)(Y1 — Y2) > 0) — P((X1 — X»)(Y1 — Y2) <0).

Kendallov 7 zavzame vrednosti iz intervala [—1, 1] in s tem meri, kako dobro lahko
Y predstavimo kot monotono funkcijo slucajne spremenljivke X. Kendallov 7xy je
enak 1 oziroma -1, natanko tedaj, ko je Y skoraj gotovo monotono narascajoca oziroma
padajoca funkcija slucajne spremenljivke X. Tudi Spearmanov p temelji na razliki
verjetnosti skladnosti in neskladnosti.

Definicija 3.23. Naj bosta X in Y zvezni sluc¢ajni spremenljivki ter (X1, Y)), (Xa, Y2)
in (X3, Y3) neodvisni slucajni vektorji, porazdeljeni kot (X,Y). Spearmanov p slu-
Cajnega vektorja (X,Y) je enak

pxy = 3(P(X1 = Xo)(Yi = ¥3) > 0) = P((X1 = Xo)(¥i = ¥3) < 0)).
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Primerjamo torej verjetnosti skladnosti in neskladnosti sluc¢ajnih vektorjev (X1, Y7)
in (X3, Y3), ki sta neodvisna, imata enaki robni porazdelitvi, vendar razli¢ni pripada-
joci kopuli Cx, y; = Cxy in Cx,y, = II. Z namenom hkratne obravnave obeh mer
skladnosti definiramo koli¢ino, katere posebna primera sta 7xy in pxy.

Definicija 3.24. Naj bosta (X7, Y1) in (X», Y2) neodvisna sluc¢ajna vektorja, za katera
velja X7 ~ Xy ter Y} ~ Y5 (vendar ne nujno tudi (X;,Y]) ~ (Xs,Y3)). Definiramo
koli¢ino
Q= P((X1 = X5)(Y1 = Y3) > 0) = P((X1 — X5)(Y1 — Y2) <0).
V naslednjem izreku koli¢ino @ izrazimo z Lebesgueovim integralom po dHey
oziroma dHey ,, in dokazemo, da je odvisna zgolj od pripadajocih kopul Cx, y; in
Cx,.v,-

Izrek 3.25. Naj bosta (Xi,Y1) in (Xo,Ys) zvezna slucajna vektorja, za katera veljajo
predpostavke definicije 3.24. Naj bosta Cy = Cx, y, in Cy = Cx, v, pripadajoci kopuli.
Potem je

Q= Q(C1,Co) =4 [, Ci(uv) dCa(uv) =1 =4 [ Cofu,v) dCi(w,0) = 1. (3.9
12 12
Ce je Cy X C in Cy < Gy, potem je Q(Cy, Cy) < Q(C1, Cy).

Dokaz. 7 F oznac¢imo porazdelitveno funkcijo X; in X5 ter z G porazdelitveno
funkcijo Y7 in Y. Skupni porazdelitveni funkciji (Xi,Y7) in (Xs,Y5) ozna¢imo s H;
oziroma Hy. Ker sta porazdelitveni funkciji F' in G zvezni, je

Q = P((X1 = X2)(Y1 = ¥2) > 0) = (1= P((X1 = X5)(¥1 = ¥2) > 0))
= 2P((X; — X5)(Y; — Y2) > 0) — 1
=2(P(X1 < X2, Y1 < YV3) + P(X1 > X5, Y1 > V3)) — 1.

Ti dve verjetnosti bomo izrazili z Lebesgueovim integralom po porazdelitvenem za-

konu fi(x;,,v3)-
Premislimo najprej, da za poljubna neodvisna n-razsezna zvezna slucajna vektorja

Zl in Zz Velja

P(Zl < Z2) = P((Zl,Zz)GD = {(21,22)|Z1 < 22}) = /DdH(Zl,Zz)(z17z2)

= /n /(_oo,zz) dHz, (z1) dHz,(z2) = /]Rn Hz,(22) dHz,(z2).

Koli¢ino () izrazimo najprej z Lebesgueovim integralom po porazdelitvenem za-
konu fi(x,,y,) in nato z integralom po pc,. Po slednjem premisleku velja

P(X; < Xp,Y; <Y3) = /RZ H(w,y) dHx(, y)
_ /RZ C1(F(z), G(y)) dCo(F(z), G(y))

= /12 Ci(u, v) dCs(u, v).
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Podobno izrazimo Se drugi ¢len koli¢ine Q). V izpeljavi uporabimo enakost (2.2) in
vpeljemo slucajni spremenljivki U,V ~ EZ[0, 1], s ¢imer dobimo

P(X, > X0, Y1 > Ya) = /]R Hi(z,y) dHs(z,y)
= [, (1= F(2) = G(y) + C1(F(2), G(y))) dHa(z.y)
— /12(1 —w — v+ Cy(u,v)) dCs(u, v)
— 1 —E(U) - E(V) + /I C (u, v) dCs (u, v)
- /1 O (u, v) dCs(u, v).
Ce zdruzimo zadnji dve enacbi, dobimo
Q= 4/12 Cr (u, v) dCs(u, v) — 1.

Ker lahko vlogi slucajnih vektorjev v definiciji () zamenjamo, velja tudi druga enakost
v (3.9). Drugi del izreka ocitno sledi iz enakosti (3.9). |

Posledica 3.26. Naj bosta X in Y zvezni slucajni spremenljivki s porazdelitvenima
funkcijama F oziroma G in pripadajoco kopulo C. Naj bosta U,V ~ EZ[0,1] s pripa-
dajoco kopulo C. Potem je

Txy =Tc = Q(C,C) = 4/12 C(u,v)dC(u,v) — 1
— 4E(C(U,V)) — 1,
pxy = po = 3Q(C,1I) = 12//12 C(u,v) dudv — 3 = 12 /I wdC(u,v) — 3 (3.10)
— 12E(UV) - 3
— pPeason ({7 V) = pPearson( (X)) G(Y)).

Ce je C =< C', potem je 7c < Tcv in pe < per.

Dokaz. Po definiciji je 7xy enak razliki verjetnosti skladnosti in neskladnosti ne-
odvisnih enako porazdeljenih slucajnih vektorjev s pripadajoco kopulo C' in zato po
definiciji koli¢ine @ velja 7xy = Q(C, C). Nadaljnje formule za 7¢ so direktna posle-
dica izreka 3.25 in enakosti (2.4).

Spearmanov pxy je trikratnik razlike verjetnosti skladnosti in neskladnosti slu-
¢ajnih vektorjev (X1,Y7) in (Xs,Y3), ki sta neodvisna, imata enaki robni porazde-
litvi ter pripadajoci kopuli Cx,y, = C oziroma Cx,y, = II. Od tod sledi, da je
pxy = 3Q(C,1II) = 3Q(I1, C). Pri izracunu Q(C,II) uporabimo, da je II oziroma Hp
skupna porazdelitvena funkcija neodvisnih slucajnih spremenljivk U,V ~ EZ[0, 1] in
je zato pumn = py X py = A\ x A1, kjer je A\; Lebesgueova mera na intervalu 1.
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Izpeljavo formul za pe nadaljujemo z [z uv dC(u,v) = E(UV) po enakosti (2.4).
Za konec utemeljimo Se predzadnjo enakost posledice:

/D(U)/D(V) NERVE

Spearmanov p slucajnih spremenljivk X in Y je torej enak Pearsonovemu korela-
cijskemu koeficientu sluc¢ajnih spremenljivk F'(X) in G(Y). Druga interpretacija pc
je naslednja:

po =12 //12 (C’(u,v) — I(u, v)) dudv,

tj. pc je normirana ploscina med grafoma kopule C' in produktne kopule II. Spear-
manov p slucajnih spremenljivk X in Y je torej sorazmeren ,povprecni razdalji med
porazdelitvijo (X,Y) in neodvisnostjo“. Izracunajmo Kendallov 7 in Spearmanov p
kopul W, Il in M z uporabo izreka 3.25.

Zgled 3.27. Naj bosta g€ L' (12, B(I?), pw) in h € L*(1%, B(I*), uas). Ker sta nosilca
W oziroma M enaka {(u,1—u)|uel} oziroma {(u,u)|u€l} in sta robni porazdelitvi
kopule porazdeljeni EZ[0, 1], je

/12 g(u,v) dW (u,v) = /01 g(u,1 —u) du,
/12 h(u,v) dM (u,v) = /01 h(u, ) du.

V dokazu posledice smo ze premislili, da je dII(u,v) = dudv. Od tod po posledici
3.26 sledijo pricakovane vrednosti za Kendallov 7 kopul W, Il in M:

1
TW:Q(WW)Z‘l/ max{u + (1 —u) — 1,0} du — 1 = —1,
0
1 1
THZQ(H,H)=4//uvdudv—1:O,
o Jo
1
TM:Q(MyM):Zl/ min{u,u}du—1=1.
0

Spearmanov p najhitreje izracunamo po formuli po = 3Q(C,II). Dobimo py = —1,
pn = 0in py = 1. Za poljubno kopulo C velja 7o, pc €[—1,1], saj je W < C < M.
]

Izracun Kendallovega 7 preko integrala Q(C, C') je lahko tezaven za kopule s singu-
larnim delom. Naslednji izrek poda ugodnejso formulo za izracun 7¢ v tem primeru.

Izrek 3.28. Za poljubni kopuli Cy in Cs velja

1 0 0
/12 C1(u,v) dCy(u,v) = 5 /12 %C’l(u, v) %C’g(u,v) dudv.
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Dokaz. Naj bosta kopuli C in Cy absolutno zvezni. Kopula C5 ima potem gostoto
0?Cy(u,v)/Oudv in z integracijo po delih dokazemo, da je

2

0
/ClUUdCQ(UU //C’luvaaC'Q(uv)dudv
oo 0
_/ — | —Ci(u,v) aUOQ(U,U) du| dv
/ 8
= vdv—/ / —Cl (u,v) Cg(u v) dudv

weo Y0 Ou
:——// —Cluv C’g(u v)dudv

<C’1 u,v) 8 02(u v))

Ce kopuli C; in C, nista absolutno zvezni, potem ju aproksimiramo z zaporedjema
absolutno zveznih kopul. Dokaz izpustimo in bralca napotimo k ¢lanku [29]. |

Posledica 3.29. Naj bosta X in'Y zvezni slucajni spremenljivki s pripadajoco kopulo
C. Potem je

To=1—-4 /12 —C(u,v) C’(u,v) dudv. (3.11)

3.3.2 Repne lastnosti

Definirali bomo tri vrste lastnosti, ki opiSejo obnasanje repov in jih izrazili preko
kopul. Najprej vpeljemo najbolj splosno izmed njih.

Definicija 3.30. Slucajni spremenljivki X in Y sta pozitivno odvisni, ce je
PX <z, Y <y >PX<x)PY <y)

za vse z,y €R oziroma po enakosti (2.2) ekvivalentno
P(X >z,Y >y) > P(X >x)P(Y >vy).

Slucajni spremenljivki X in Y sta negativno odvisni, ce je
PX <z,Y <y <PX <z)P(Y <y)

za vse z,y €R oziroma ekvivalentno P(X > z,Y > y) < P(X > x)P(Y > y).

Slucajni spremenljivki sta pozitivno odvisni, ¢e je ,verjetnost, da sta hkrati majhni,
vsaj toliko velika, kot bi bila v primeru, da sta neodvisni“. Za zivljenjski dobi dvo-
komponentnega sistema je odvisnost pogosto bolj realisti¢cna predpostavka od neod-
visnosti. Na sistem na primer delujejo udari, ki povzrocijo prenehanje delovanja obeh
komponent hkrati. Druga moznost je, da prenehanje delovanja ene komponente po-
veca obremenjenost druge. V obeh primerih velja, da se ,,majhne“ vrednosti Zivljenjske
dobe ene komponente pojavijo hkrati z ,majhnimi“ vrednostmi druge oziroma da sta
zivljenjski dobi pozitivno odvisni.
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Trditev 3.31. Naj bosta X in'Y zvezni slucajni spremenljivki s pripadajoco kopulo C'.
Potem sta X in Y pozitivno odvisni natanko tedaj, ko je C' > 11 in negativno odvisni
natanko tedaj, ko je C' < 1I.

Dokaz. Naj bodo H, F' in G porazdelitvene funkcije (X,Y), X oziroma Y in naj
bosta x,y € R poljubna. Neenakost iz definicije pozitivne odvisnosti je ocitno ek-
vivalentna neenakosti C(F(x),G(y)) > II(F(z),G(y)). Ker je im FximG = I?, je
slednja neenakost ekvivalentna neenakosti C'(u,v) > II(u, v) za vse u,v€1. Podobno
dokazemo tudi drugi del trditve. |

Za pozitivno odvisni sluc¢ajni spremenljivki X in Y s pripadajoco kopulo C' ve-
lia pc > pn = 0. Ceprav je pozitivha oziroma negativna odvisnost globalna la-
stnost, lahko nanjo gledamo tudi lokalno. Tocka (u,v) je ,lokalno pozitivno ozi-
roma negativno odvisna“, ¢e je C(u,v) > I(u,v) oziroma C(u,v) < I(u,v). Ker
je pc = 12 [[2(C(u,v) — II(u,v)) dudv, lahko Spearmanov p interpretiramo tudi kot
,povpreéno odvisnost®“, pozitivno in negativno hkrati.

Pozitivno odvisnost slucajnih spremenljivk X in Y lahko zapisemo tudi kot

P(Y <y|X <2) > P(Y <y|X < o) (3.12)

za vse x,y €R. Strozji pogoj je, da P(Y <y |X < z) pada v spremenljivki = za vsak
y € R. Interpretacija te lastnosti za zivljenjski dobi X in Y komponent A oziroma
B je naslednja: ko se zivljenjska doba komponente A povecuje, verjetnost ,kratke*
zivljenjske dobe komponente B pada. Podobno lahko razmisljamo o neenakosti (3.12)
v razlic¢ici s funkcijami prezivetja, kar je motivacija za definiciji naslednjih lastnosti.

Definicija 3.32. Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki.

o Slucajna spremenljivka Y je v levih repih padajoca v X, LRP(Y|X), ¢e je za
vsak y €R funkcija P(Y < y|X < z) padajoca v spremenljivki x.

o Slucajna spremenljivka Y je v desnih repih narascajoca v X, DRN(Y|X), ce
je za vsak y €R funkcija P(Y > y| X > z) narascajoca v spremenljivki x.

Iz katerekoli izmed lastnosti LRP(Y'|X), LRP(X|Y), DRN(Y|X) in DRN(X|Y)
oc¢itno sledi pozitivna odvisnost. Definiramo lahko tudi lastnosti LRN in DRP tako, da
v slednji definiciji zamenjamo pojma ,narascajoca’ in ,padajoca’. Iz lastnosti LRN in
DRP sledi negativna odvisnost, ki pa ni smiselna predpostavka za verjetnostni model
zivljenjskih dob dvokomponentnega sistema iz osrednjega dela disertacije in zato teh
lastnosti ne bomo obravnavali. V naslednji trditvi lastnosti LRP(Y|X), LRP(X|Y),
DRN(Y]X) in DRN(X|Y') opiSemo s slu¢ajnima spremenljivkama X in Y pripadajoco
kopulo.

Trditev 3.33. Naj bosta X in'Y zvezni slucajni spremenljivki s pripadajoco kopulo
C. Potem je
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(i) LRP(Y|X) natanko tedaj, ko je za wvsak v € 1 funkcija C(u,v)/u padajoca v
spremenljivki u,
LRP(X|Y) natanko tedaj, ko je za vsak u € 1 funkcija C(u,v)/v padajoca v
spremenljivki v,
(ii) DRN(Y'|X) natanko tedaj, ko je za vsak v€El funkcija
l1—u—v+C(u,v)
1—u

narascajoca v spremenljivki u,

oziroma ekvivalentno funkcija (v — C(u,v))/(1 — u) padajoca v spremenljivki u,
DRN(XY) natanko tedaj, ko je za vsak w€l funkcija
1 —u—v+C(u,v)
1—-v
oziroma ekvivalentno funkcija (u — C(u,v))/(1 —v) padajoca v spremenljivki v.
(iii) LRP(Y|X) natanko tedaj, ko za vsak v € I velja 0C(u,v)/0u < C(u,v)/u za
skoraj vsak u,
LRP(X|Y) natanko tedaj, ko za vsak u €1 velja 0C(u,v)/0v < C(u,v)/v za

skoraj vsak v,

(iv) DRN(Y|X) natanko tedaj, ko za vsak vel velja

narascajoca v spremenljivki v,

0 v —C(u,v) ,

il >\

auC’(u, v) > 1w za skoraj vsak u,
DRN(XY') natanko tedaj, ko za vsak u€l velja

0 - C

—C(u,v) > u=Clwv) za skoraj vsak v.

v 1—w

Dokaz. Naj bodo H, F in G porazdelitvene funkcije (X,Y"), X oziroma Y. V dokazu

upostevamo, da je kopula C' je enoli¢no definirana na im F xim G = I°.

(i) Za vsak y€R je funkcija
HYSMXS@:H§3225W:CWﬁ;M»

padajoca v spremenljivki = natanko tedaj, ko je za vsak v €1 funkcija C(u,v)/u

padajoca v spremenljivki u, saj sta F' in G naraséajoci. Simetri¢no dokazemo

drugo trditev te tocke.
(ii) Za poljubna z,y €R po enakosti (2.2) velja

P(X >x) 1—F(x) '
Za vsak y €R je torej funkcija P(Y > y| X > x) narascajoca v spremenljivki z
natanko tedaj, ko je za vsak v €1 funkcija (1—u—v+C'(u,v))/(1—u) narascajoca
v spremenljivki u. To je ocitno ekvivalentno dejstvu, da je (v —C'(u,v))/(1 —u)

PY >y|X >z)=

padajoca v u. Podobno dokazemo tudi drugi del te tocke.



38 Osnove teorije kopul

(iii) Naj bosta u,v € R poljubna. Po posledici 3.5 vemo, da obstaja 0C(u,v)/0u za
skoraj vsak u in 0C(u,v)/0v za skoraj vsak v. Ker je odvod padajoce funkcije
nepozitiven in smo dokazali (i), je dokaz te tocke konc¢an po kratkem racunu.

(iv) Dokazemo podobno, kot smo dokazali prejsnjo tocko.
|

Definiramo Se naslednjo repno lastnost, iz katere v primeru zveznih sluc¢ajnih spre-
menljivk sledita lastnosti LRP in DRN. V trditvi za definicijo dokazemo, kako se ta
lastnost izraza preko kopule.

Definicija 3.34. Slucajna spremenljivka Y je stohasticno narascajoc¢a v X,
SN(Y|X), Ce je za vsak y € R funkcija P(Y > y| X = z) narascajoCa v spremen-
litvki z.

Trditev 3.35. Naj bosta X in'Y zvezni slucajni spremenljivki s pripadajoco kopulo
C. Potem je

(i) SN(Y|X) natanko tedaj, ko je za vsak v € 1 funkcija 0C(u,v)/0u padajoca v
spremenljivki v za skoraj vsak wu, oziroma ekvivalentno, ko je za vsak v € 1
funkcija C(u,v) konkavna v u,

(ii) SN(X|Y) natanko tedaj, ko je za vsak w€l funkcija OC (u,v)/0v padajoca v spre-
menljivki v za skoraj vsak v, oziroma ekvivalentno, ko je za vsak u €1 funkcija
C(u,v) konveksna v v.

Dokaz. Naj bodo H, F' in G porazdelitvene funkcije (X,Y"), X oziroma Y. Funkcija
PY<y|X=2xz)=1-PY >y|X =z) je za vsak y €R padajoca v spremenljivki
x natanko tedaj, ko je za vsak v €I funkcija P(G(Y) < v|F(X) = u) padajoca v
spremenljivki u. Slucajni spremenljivki U = F(X) in V = G(Y) sta po lemi 2.8
porazdeljeni enakomerno zvezno na intervalu [0, 1], njuna pripadajoca kopula pa je
enaka C. V izpeljavi (3.8) smo dokazali, da je P(V < v|U = u) = 9C(u,v)/0u za
skoraj vsak u, s ¢imer je dokaz prve tocke koncan. Podobno dokazemo tudi drugo
tocko. |

Kot zadnjo izmed lastnosti, ki jih opazujemo pri kopulah, navedimo repna koefi-
cienta. Interpretiramo ju kot verjetnosti, da je ena slucajna spremenljivka ,velika*“
oziroma ,majhna“, ¢e je druga ,velika“ oziroma ,majhna“. Tudi ta dva koeficienta
sta odvisna le od pripadajoce kopule, kar pokaze naslednja trditev.

Definicija 3.36. Naj bosta X in Y zvezni slucajni spremenljivki s porazdelitvenima
funkcijama F' in G. Spodnji repni koeficient je enak

AL = 155113(1/ <G |X < F(),
ce limita obstaja. Zgornji repni koeficient, ce obstaja, je enak

Ay = 12%111 PY>G'#)|X > F ().
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Trditev 3.37. Naj bosta X in'Y zvezni slucajni spremenljivki s pripadajoco kopulo
C. Ce limiti v definiciji repnih koeficientov obstajata, potem je

C(t,t
Az = lim (t’ ) = 6c(04),
B 1-C(tt) ,
/\U_Q_ltlglil—t =2—0a(1-).

Dokaz. Naj bosta F' in G porazdelitveni funkciji slucajnih spremenljivk X oziroma
Y. Ker sta F in G zvezni, je F(F~'(t)) = G(G™*(t)) = t za vsak t €R in slu¢ajni spre-
menljivki U = F(X) ter V = G(Y) sta porazdeljeni enakomerno zvezno na intervalu

[0,1]. Od tod sledi, da je

PULStV <t C(t,t
AL =lmP(V <t|U <t)=Ilim W=tV = lim (t ),
£10 t10 P(U <) to ¢
1— Fy(t) — Fy(t C(t,t 1-2t+C(t,t
o = lim P(V > £ U > t) = lim - TeW = B 00 + O
1 t10 1 — Fy(t) t10 1—t
:2—lim71_c(t’t).
o 1—1
Druga izraza za A; in Ay dobimo z uporabo L’Hdépitalovega pravila. |

Repna koeficienta zavzameta vrednosti v intervalu [0, 1]. Kopuli IT in W imata
nicelna oba repna koeficienta, medtem ko sta repna koeficienta kopule M enaka ena.
Neniceln spodnji oziroma zgornji repni koeficient se na razsevnih diagramih kaze kot
,konica® opazovanj ob tockah (0,0) oziroma (1,1). Blizje kot je repni koeficient
vrednosti ena, bolj ,konicast“ je razsevni diagram pri toc¢kah (0,0) oziroma (1,1).

Ce je Cy = Cy, potem je spodnji oziroma zgornji repni koeficient kopule C; manjsi
ali enak spodnjemu oziroma zgornjemu repnemu koeficientu Cs.

3.4 Vecrazsezne kopule

V tem razdelku definiramo vecrazsezno kopulo in navedemo Sklarov izrek v n razsezno-
stih. Dokaze trditev tega razdelka opisemo le idejno ali pa jih v celoti izpustimo, saj
so tehnicno zahtevni in poleg tega obravnavamo v osrednjem delu disertacije druzino
dvorazseznih kopul.

Definicija 3.38. Funkcija C: A x Ao x...x A, — [0,1], A1, Ay, ..., A, C 1, n>2
je n-razsezna podkopula, ali na kratko n-podkopula, ce sta 0,1€ A, za vsak j in
so izpolnjeni naslednji pogoji:

o C(u) =0 za vsak u = (uy, ug, ..., u,) EdomC, pri katerem je u; = 0 za vsaj en i,
o C(1,...,1,u,1,...,1) = u za vsak u€ A; in za vsak i,

o (' je n-narascajoca.
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Podkopula z domeno I" je n-razsezna kopula, ali na kratko n-kopula.

Ce v n-razsezni kopuli postavimo n — k komponent na 1, k € {2,3,...,n — 1},
dobimo funkcijo z domeno I¥, ki je k-kopula in jo poimenujemo k-robna kopula.
Podobno kot v razdelku 3.1 dokazemo, da je n-podkopula narasc¢ajoca v vsaki spre-
menljivki posebej in Lipschitzeva z Lipschitzevo konstanto 1, iz ¢esar sledi enakomerna
zveznost. Za dokaz bralca napotimo k ¢lanku [43].

Za n > 2 definiramo n-razsezno Fréchet-Hoeffdingovo spodnjo mejo W,
n-razsezno Fréchet-Hoeffdingovo zgornjo mejo M,, in n-razsezno produktno
kopulo II, z naslednjimi predpisi:

Wy (uw) = max{u; +us + ... +u, —n+ 1,0},
M, (u) = min{uy, us, ..., u,},

I, (u) = wus . .. up.

Funkciji M, in II,, sta kopuli za vsak n > 2, medtem ko je W,, kopula le za n = 2, saj za
n > 2 velja Vi, ((1/2,1]) = 1—n/2 < 0. Dejstvo, da je W, kopula natanko za n = 2,
je iz verjetnostne interpretacije W, intuitivno jasno. Kopula Wj je pripadajoca kopula
enakomerno zvezno porazdeljenih sluéajnih spremenljivk U; in U, natanko tedaj, ko
je Uy = 1 — U skoraj gotovo, tj. slucajni spremenljivki sta si ,nasprotni®. Problem je,
da v razseznosti n > 3 ni jasno, kako bi ,nasprotnost n slu¢ajnih spremenljivk sploh
definirali.

Za poljuben n > 2 in vsako n-kopulo C' velja W,,(u) < C(u) < M, (u) za vsak
u €1". Kljub temu, da za n > 2 funkcija W, ni n-kopula, je ocena C'(u) > W, (u)
najboljsa mozna v smislu naslednje trditve.

Trditev 3.39. Naj bo n > 3 in uel”. Potem obstaja taka n-kopula C, odvisna od
u, da je C(u) = W, (u).

Dokaz, ki ga je mo¢ najti v knjigi [36], Theorem 2.10.13, izpustimo. Sklarov izrek
3.14 lahko posplosimo na poljubno razseznost n.

Izrek 3.40. Sklarov izrek v n razseznostih. Naj bo H n-razsezZna porazdelitvena
funkcija z robnimi porazdelitvenimi funkcijami Fy, F,, ..., F,. Potem obstaja taka
n-kopula C, da velja

H(xy, %y, ...,5,) = C(Fi(x1), Fa(xs), ..., Fy(z,)) za vsak x€R". (3.13)

Ce so funkcije Iy, Fy, ..., F, zvezne, potem je C enolicno dolocena, v nasprotnem
primeru pa je C enolicna le na im F}; xim Fy X ... xim F,.

Obratno, ce je C n-kopula in so Fy, Fy, ..., F, enorazseine porazdelitvene funkcije,
potem je z enacbo (3.13) definirana n-razsezna porazdelitvena funkcija H, katere robne
porazdelitvene funkcije so enake Fi, Fs, ..., F,.
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Navedimo le idejo dokaza, ki je enaka tisti iz razdelka 3.2. Najprej dokazemo,
da lahko vsako n-podkopulo razsirimo do n-kopule. Ideja je enaka kot v primeru
n = 2 (izrek 3.11), in sicer razsirimo podkopulo do kopule preko ,multilinearne
interpolacije, podobno kot v (3.2). Dokaz, ki ga lahko najdemo v ¢lanku [47],
je bolj kompleksne in tehni¢no zahtevne narave, zato ga izpustimo. Nadalje ve-
lja, da za poljubno n-razsezno porazdelitveno funkcijo H z robnimi porazdelitve-
nimi funkcijami F, Fs, ..., F},, obstaja enoli¢cno dolocena n-podkopula C' z domeno

im F) xim FyXx. .. xim F},, za katero velja enakost (3.13). Dokaz je direktna posplositev
dokaza trditve 3.13. Za konec le Se zdruzimo pravkar navedeni trditvi in dokazemo
obrat, zopet analogno kot v razdelku 3.2. Navedimo Se posledico Sklarovega izreka, s
katero dobimo metodo za konstruiranje n-kopul.

Posledica 3.41. Naj bodo H, F, Fs, ..., F, in C kot v izreku 3.40. Potem za vsak
ucl™ velja

Cuy, ug, ... uy,) = H(FT (u), Fy Hug), ..., FH(un)).

Na n-kopule lahko gledamo kot na zozitve n-razseznih porazdelitvenih funkcij, ka-
terih robne porazdelitve so enakomerno zvezne porazdelitve na [0,1]. Ce za slucajne
spremenljivke X7, X, ..., X, s porazdelitvenimi funkcijami F}, F5, ..., F, in skupno
n-razsezno porazdelitveno funkcijo H velja (3.13), potem C' imenujemo slué¢ajnim
spremenljivkam X, X5,..., X, pripadajoc¢a n-kopula in jo standardno ozna-
¢imo s Cx, x,,. x, = Cx. Dokaz naslednje trditve je podoben dokazu trditve 3.16.

Trditev 3.42. Verjetnostni pomen II,, in M,,. Najbon >2in X = (Xq,...,X,)
slucajni vektor, kjer so Xy, ..., X, zvezne slucajne spremenljivke.

e Slucajne spremenljivke X1, ..., X, so neodvisne natanko tedaj, ko je Cx =11,.

e Ja vsak i je slucajna spremenljivka X; skoraj gotovo strogo narascajoca funkcija
ene izmed slucajnih spremenljivk Xq, ..., X;_1, Xiy1, ..., X, natanko tedaj, ko je
Cx = M,.

Konstrukcija n-kopul je mnogo zahtevnejsa od konstrukcije dvorazseznih kopul.
Naivni pristop bi bila kompozicija 2-kopul. Funkciji

C(u,v,w) =II(M(u,v),w) in Cu,v,w)=W(M/(u,v),w)

sta na primer 3-kopuli. Zal s tem pristopom velikokrat dobimo funkcije, ki niso
n-kopule. Funkcija C'(u, v, w) = W(W (u,v),w) = Ws(u, v, w) ni 3-kopula.

Po Sklarovem izreku velja, da je C(F(x),G(y)) dvorazsezna porazdelitvena funk-
cija za vsako 2-kopulo C' in poljubni enorazsezni porazdelitveni funkciji F' ter G.
Porodi se naravno vprasanje, ali lahko ta postopek posplosimo tako, da za F' in G
vzamemo vecrazsezni porazdelitveni funkciji. Negativen odgovor poda naslednja tr-
ditev iz ¢lanka [16].
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Izrek 3.43. Naj bosta m in n taki naravni stevili, da je m +mn > 3. Naj bo C taka
2-kopula, da je funkcija H(x,y) = C(F(x),G(y)) (m + n)-razsezna porazdelitvena
funkcija, za katero velja H(x,00) = F(x) in H(co,y) = G(y) za vsako m-razsezno
porazdelitveno funkcijo F' ter n-razsezno porazdelitveno funkcijo G. Potem je C' = 1I.

V ve¢ razseznostih se pojavi tako imenovani problem zdruZljivosti. 1z vsake
n-kopule dobimo (Z) k-kopul (n — k komponent postavimo na 1), medtem ko za

izbor (Z) k-kopul velikokrat velja, da niso hkrati k-robne kopule nobene n-kopule.



Poglavje 4
Pregled metod konstrukcij kopul

V tem poglavju predstavimo nekaj metod za konstruiranje kopul in nekatere po-
membne druzine kopul, ki izhajajo iz teh metod. V prvem razdelku opisemo metode,
preko katerih z uporabo ustreznih transformacij dobimo iz ze obstojecih kopul nove
kopule. Drugi razdelek je namenjen tako imenovanim geometrijskim metodam. S temi
metodami izpeljemo kopule, ki zados¢ajo neki Zeleni analiti¢ni lastnosti. V tretjem in
cetrtem razdelku naredimo pregled Arhimedovih ter elipti¢nih kopul. Ta dva razreda
zajemata veliko druzin kopul z raznovrstnimi odvisnostnimi lastnostmi, zaradi ¢esar
so ravno te vrste kopul pogosto uporabljene za modeliranje slucajnih spremenljivk.
Za bolj podroben $tudij razliénih druzin kopul bralca napotimo h knjigama [36, 32].
Pregled uporabe kopul, Se posebej v finan¢ni matematiki, najdemo v knjigah [3, 22].

Prav tako pomembni druzini Marshall-Olkinovih in Marshallovih kopul sta po-
drobno predstavljeni v naslednjem poglavju.

4.1 Transformacije kopul

V tem razdelku opiSemo metode, preko katerih z uporabo primerne transformacije
dobimo nove kopule iz Ze obstojecih.

4.1.1 Konveksne kombinacije kopul

Hitro se lahko prepricamo, da je poljubna konc¢na konveksna kombinacija kopul prav
tako kopula. Ta sklep lahko posplosimo na poljubno (lahko tudi nestevno neskonéno)
konveksno kombinacijo kopul na naslednji nacin.

Definicija 4.1. Naj bo {Cy}s neka druzina kopul. Parameter 6 naj bo realizacija
slucajne spremenljivke © s porazdelitvenim zakonom pg. Konveksna vsota kopul
{Cpy}o glede na pe je funkcija

O(u,v) = /R Cy(u, v) dpio ().
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Trditev 4.2. Konveksna vsota vsake druzine kopul {Cp}e glede na poljubno porazde-
litev pe je kopula.

Dokaz. Pogoj (C1) je ocitno izpolnjen. Ker je

Cu,1) = [(udno(6) = u [ duo(0) = u

in podobno C(1,v) = v, velja pogoj (C2). Funkcija je C' je 2-narasCajoca, saj za
poljuben pravokotnik R velja Vo(R) = [z Vi, (R) due(6) > 0. [ |

Porazdelitev O je lahko odvisna od nekega parametra «. Konveksna vsota je torej
zopet druzina kopul, podana s C,(u,v) = [z Cy(u,v) due, (). Ce je © porazdeljena
diskretno na kon¢éni mnozici tock, potem je C' iz definicije 4.1 konc¢na konveksna
kombinacija kopul. Primer take kopule je Fréchetova kopula.

Zgled 4.3. Fréchetova druzina kopul.
Naj bosta «, 5 € [0, 1] taka, da je a« + 8 < 1. Dvoparametri¢na Fréchetova druzina
kopul je podana s

Cap(u,v) = aW(u,v) + (1 — a — B)II(u,v) + M (u,v).

Ker so W, II in M po lemi 3.10 kopule, je po zadnji trditvi C, g kopula. Druzina
kopul je celovita, ¢e vsebuje W, II in M. Fréchetova druzina kopul je tipicen primer
celovite druzine kopul. Oba repna koeficienta sta enaka 3. Na sliki 4.1 so prikazani
grafi nivojnic Fréchetove kopule pri razlicnih vrednostih parametrov a in .

a=02p3=03 a=1/3,B=1/3 a=0.3,B=02

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

i I \

0.6 0.6 0.6

0.4 0.4 0.4

0.2 0.2 0.2

0 0 0
u u u

Slika 4.1. Grafi nivojnic Fréchetove druzine kopul pri razli¢nih vrednostih parametrov.

g

4.1.2 Kopule ekstremnih vrednosti

Iz naslednje trditve izhaja preprosta metoda transformacije kopul, ki jo v nadaljevanju
posplosimo.
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Trditev 4.4. Naj bodo (X1,Y1),(X2,Ys),...,(Xn,Ys) neodvisni enako porazdeljeni
slucajni vektorji s skupno porazdelitveno funkcijo H, robnima porazdelitvenima funk-
cijama F in G ter pripadajoco kopulo C. Naj bo X,y = max{X;, X,,...,X,} in
Yy = max{Y1,Ys,.... Y, }. Z Fu), Gy in Hy oznacimo porazdelitvene funkcije
Xy, Yiny oziroma (X(ny, Yiny). Naj bo Hiny = Ciny(Finy, Gny). Potem velja F(,y = F",
Gy =G", Hypy = H" in za vse u,vEl je

Clny (u,v) = C™(u/™ 01/™). (4.1)
Za poljubno kopulo C' in n€N je torej funkcija Cpy(u,v) = C™(u!/™ v'/") prav tako
kopula.
Dokaz. Ker so X, Xs,..., X, neodvisne in enako porazdeljene, je

Foy(z) =P(X:i <2, Xy <w,..., X, <2) = F(x)"

za vsak x € R. Podobno je G,y = G". Zaradi neodvisnosti in enake porazdeljenosti
sluc¢ajnih vektorjev je

Hopy(z,y) =P(Xi <2, Xp<uz,...,. X, <z, V1 <y, Yo <y,....Y, <y)

P((X1,%1) < (2,9), (X2,%2) < (2,9), ., (X0, V) < (2,9))
H(x,y)".

Ta racun lahko zapisemo naprej kot
zaradi ¢esar je C(,)(u,v) = C™(u!/", v/™). [ ]

Transformacija kopule C(,), n €N, je poseben primer splosnejSe transformacije iz
¢lankov [17, 27]. Naj bo ~: [0,1] — [0, 1] zvezna strogo naras¢ajoca funkcija, za
katero je v(0) = 0 in (1) = 1. Funkcija v je torej obrnljiva. Naj bo 7! njen obrat.
Za poljubno kopulo C' je funkcija

Cy(u,0) =77 (Cly (), 1(v))) (4.2)

kopula natanko tedaj, ko je v konkavna (ali ekvivalentno: v~1 konveksna). V ¢lanku
[9] je dokazana Se nadaljnja posplositev: trditev drzi tudi, ¢e predpostavko v(0) = 0
izpustimo in je y71: [0, 1] — [0, 1] posploSeni obrat funkcije . Primer te transforma-
cije kopul so tudi Arhimedove kopule, ki jih bomo podrobneje obravnavali v razdelku
4.3.

Za vsak r € (0, 00) in funkcijo 7, (t) = tY/" oznacimo C(, == C,,. Za vsak r € (0, o0)
velja torej I,y = Il in My = M.
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Definicija 4.5. Kopula C je maksimalno stabilna, e je C(,y = C za vsak r € (0, 00).
Kopula C, je kopula ekstremnih vrednosti, ce obstaja taka kopula C, da za vsak
u, v €I obstaja limita, za katero je

Ci(u,v) = lim Cpy(u,v).

n—o0

Ce kopula ekstremnih vrednosti obstaja, potem je o¢itno res kopula. Kopula je
maksimalno stabilna natanko tedaj, ko je kopula ekstremnih vrednosti. Kopula W ni
maksimalno stabilna.

Metoda konstrukcije kopul ekstremnih vrednosti oziroma ekvivalentno maksimalno
stabilnih kopul je opisana v ¢lanku [38]. Naj bo C' poljubna maksimalno stabilna ko-
pula. Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki, ki sta porazdeljeni eksponentno s para-
metrom ena in je C' njuna pripadajoca kopula prezivetja. Skupna funkcija prezivetja
je torej podana s H(x,y) = C(e™®,e7Y), z,y > 0 oziroma C(u,v) = H(—Inu, —Inv),
u,v€l. Ker je C' maksimalno stabilna, je za vsak x,y > 0 in poljuben r > 0

H(rz,ry) =C"(e ", e7Y) = H'(x,y). (4.3)
Vpeljemo novi spremenljivki » > 0 in ¢t € (0,1) s predpisom (z,y) = (r(1 —t),rt)
oziroma (r,t) = (z +y,y/(x + y)). Upostevamo Se enakost (4.3) in dobimo, da je
H(z,y)=H(r(1 —t),rt)=H"(1—t,t)=C"(e"17D 7).
Definiramo funkcijo A : [0,1] — [1/2,1] s predpisom A(t) = —InC(e~179 ™)
oziroma ekvivalentno C(e=(17% e~*) = e=4®) Nadaljujemo izpeljavo s
H(w,y) = e—A® — ~=+Aw/a+y)

Ce vstavimo $e (z,y) = (— Inu, —Inv), pokazemo, da je za primerno izbrano funkcijo
A:[0,1] — [1/2,1] poljubna maksimalno stabilna kopula oblike

Cu,v) = Calu, v) = exp (ln(uv)A (1;?12))) | (4.4)
1
1

Izkaze se, da je s predpisom (4.4) res definirana kopula, ¢e je A: [0,1] — [1/2,
konveksna funkcija, za katero velja A(0) = A(1) = 1 in max{t,1 —t} < A(t) <
(knjiga [23]).

V primeru, ko je A(t) = 1, je Ca(u,v) = II. Za A(t) = max{t,1 — ¢t} dobimo
Cy = M. Ceje A(1/2) > 1/2, je spodnji repni koeficient enak ni¢, sicer pa je
enak ena. Zgornji repni koeficient je enak 2(1 — A(1/2)). Ob tem poudarimo, da je
A(1/2) = 1/2 natanko tedaj, ko je Cy = M.

4.2 Geometrijske metode

V tem razdelku izpeljemo druzine kopul, ki zadoscajo dolocenim geometrijskim la-
stnostim. Pois¢emo lahko na primer singularne kopule z dolo¢eno obliko nosilca, ali
pa kopule, katerih odseki pripadajo neki druzini funkcij.
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4.2.1 Preureditve Fréchet-Hoeffdingove zgornje meje

Preureditve Fréchet-Hoeffdingove zgornje meje M, anglesko shuffles of M, so singu-
larne kopule, ki jih dobimo na naslednji nac¢in: ,Kvadrat I, opremljen s porazdelitve-
nim zakonom 157, navpicno razrezemo na konéno mnogo trakov, ki jih nato med seboj
premesamo oziroma preuredimo in nekatere izmed njih obrnemo okoli svoje navpicne
simetrijske osi.

Podajmo Se bolj formalno definicijo. Naj bo n € Nin ¢ = {Ji,Js,...,J,}
delitev intervala I na n zaprtih podintervalov, tj. U; J; = I, J; = [a;, b;] za vsak i
in J; N Ji vsebuje kveéjemu eno tocko za vse ¢,k. Naj bo m permutacija mnozice
{1,2,...n} in f: {1,2,...,n} — {—1,1} neka funkcija. Preureditev Fréchet-
-Hoeffdingove zgornje meje M je singularna kopula, katere pripadajoci slucajni
vektor je porazdeljen enakomerno zvezno na uniji daljic, dobljeni na naslednji nacin:
kvadrat I opremimo z diagonalo {(u,u)|u €I}, trakove {J; xI}"_, preuredimo glede
na permutacijo 7 in nato trak J; x I prezrcalimo ¢ez daljico {a; + (b; — a;)/2} x1 za
vsak i, za katerega je f(i) = —1. Dobljeno kopulo ozna¢imo z M(n, #,«, f), kjer
permutacijo 7 predstavimo z vektorjem njenih slik (w(1),7(2),...,7(n)).

Kot primer predstavimo nosilec preureditve

M(3,{[0,0.2],[0.2,0.7],]0.7, 1]}, (1, 3, 2), f), (4.5)

kjer je f(1) = f(2) = 1in f(3) = —1. Na levi strani slike 4.2 je predstavljen nosilec
zgornje meje M z ,razrezom na trakove“, na desni pa je nosilec preureditve (4.5).
Poudarimo Se, da je graf vsake preureditve M sestavljen iz ploskev.
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Slika 4.2. Na levi: nosilec M z ,razrezom na trakove“. Na desni: nosilec preureditve (4.5).

Slucajni spremenljivki X in Y sta medsebojno popolno odvisni, ¢e obstaja taka
injektivna funkcija g: im X — im Y, da je Y = ¢g(X) skoraj gotovo, tj. vsaka izmed
sluc¢ajnih spremenljivk X in Y je deterministi¢no dolocena z drugo. Relacijo medse-
bojne popolne odvisnosti lahko interpretiramo kot ,nasprotje neodvisnosti. Ker je
nosilec vsake preureditve M graf injektivne funkcije, sta sluc¢ajni spremenljivki X in
Y, katerih pripadajoca kopula je preureditev M, medsebojno popolno odvisni.

V ¢lankih [26, 35] je dokazano, da za vsak € > 0 obstaja taka preureditev M, ki
jo oznacimo s C., da je

sup |Ce(u,v) — H(u,v)| < e. (4.6)

u,vel
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V supremum normi je torej lahko limita kopul, ki pripadajo medsebojno popolno
odvisnim slucajnim spremenljivkam, enaka produktni kopuli — kopuli neodvisnosti.
Ta rezultat lahko posplosimo tako, da produktno kopulo II zamenjamo s poljubno
kopulo [35]. Od tod sledi, da so glede na supremum normo preureditve kopule M
goste v mnozici kopul.

Zaporedje slucajnih vektorjev {X,, }men s porazdelitvenimi funkcijami {H,, }men
konvergira po zakonu proti slucajnemu vektorju X s porazdelitveno funkcijo H, ¢e

m—0oQ

velja H,,(x) —— H(x) za vsak € R"™, pri katerem je H zvezna. Naslednja trditev
je posledica definicije konvergence po zakonu in (4.6).

Trditev 4.6. Naj bosta X in Y neodvisni slucajni spremenljivki z zveznima poraz-
delitvenima funkcijama F oziroma G. Potem obstaja zaporedje slucajnih vektorjev
{(Xn, Yo) }nen, za katere je pripadajoca kopula (X,,,Y,) neka preureditev M, X,, ~ F
inY, ~G za vsak neN ter (X,,Y,) konvergira po zakonu proti (X,Y).

Konvergenca po zakonu je torej presibka za razlikovanje med zveznimi porazde-
litvami sluc¢ajnih vektorjev. Ce sta po drugi strani X in Y diskretni sluc¢ajni spre-
menljivki, ki nista medsebojno popolno odvisni, potem ne obstaja zaporedje slucajnih
vektorjev, katerih pripadajoce kopule so preureditve M, ki konvergira po zakonu k
(X,Y) (clanek [48]).

4.2.2 Kopule s predpisanimi odseki

V tem podrazdelku predstavimo kopule, ki jih dobimo tako, da na njenih odsekih (vo-
doravnih, navpi¢nih, diagonalnih, itn.) predpisemo doloceno obliko funkcije. Odseki
imajo tudi verjetnostno interpretacijo. Naj bosta U,V ~ EZ[0, 1] sluc¢ajni spremen-
ljivki s pripadajoco kopulo C. Ker za vsak ug € (0, 1] velja

C(ugp, v)

P(V§U|USUO)ZT’
0

je vsak navpi¢ni odsek C'(ug,-) sorazmeren porazdelitveni funkciji V' pri pogoju
U < wug. Za diagonalni odsek kopule velja

5C(t) = P(U S t’ Vv S t) = P(maX{U, V} S t) = FmaX{U,V}(t)'

Kopule z linearnimi vodoravnimi (navpi¢nimi) odseki
Pois¢imo najprej vse kopule, katerih vodoravni odseki so linearne funkcije, tj.
C(u,v) = a(v)u + b(v)

za vse u,v € I za neki funkciji a,b: I — R. Iz robnih pogojev kopule sledi, da je
0 =C(0,v) = b(v) inv =C(1,v) = a(v) za vsak v € I. Taka je torej natanko ena
kopula, in sicer produktna kopula. Enako dobimo, ¢e predpostavimo, da so navpic¢ni
odseki linearne funkcije.
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Kopule s kvadratnimi vodoravnimi (navpi¢nimi) odseki

Netrivialen rezultat dobimo, ¢e za vodoravne odseke vzamemo kvadratne funkcije. Naj
bo torej C'(u,v) = a(v)u? + b(v)u + c(v), u,v €I, za neke funkcije a,b,c: T — R. Za
vel je potem C(0,v) = 0 natanko tedaj, ko je ¢(v) = 0. Ker mora veljati C(1,v) = v,
je b(v) = v — a(v). Vpeljemo funkcijo 1 : [0,1] — R s predpisom ¢ (v) = —a(v). V
tej notaciji je
C(u,v) = uv + Y(v)u(l — u). (4.7)

Funkcija C' izpolnjuje pogoja (C1) in (C2) natanko tedaj, ko je (0) = ¢ (1) = 0.
Izkaze se, da je C' kopula natanko tedaj, ko je ¢¥/(0) = ¢(1) = 0 in je ¢ 1-Lipschitzeva.
Ob tem velja, da je C' absolutno zvezna. Za dokaz bralca napotimo k ¢lanku [39].

Simetricen rezultat velja, ¢e zahtevamo, da so navpi¢ni odseki kopule kvadra-
tne funkcije. Najpomembnejsi zgled kopul s kvadratnimi odseki so Farlie-Gumbel-
-Morgensternove kopule.

Zgled 4.7. Druzina kopul Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM).
Farlie-Gumbel-Morgensternove kopule, na kratko FGM kopule, so natanko simetri¢ne
kopule, katerih vodoravni odseki so kvadratne funkcije. Ce za kopulo (4.7) predpo-
stavimo Se simetri¢nost, mora veljati ¢ (v)u(l — u) = ¥ (u)v(l — v), iz Cesar sledi
Y(v) = YPy(v) = Ov(1 — v) za nek parameter 6. S krajsim racunom se prepricamo, da
je (4.7) kopula natanko tedaj, ko je § €[—1,1]. Dobimo torej druzino kopul

Co(u,v) = uv + Ouv(l — u)(1l — v), fe[—1,1].

Za FGM kopulo C' velja C' = C.

Opazimo, da je poljubna FGM kopula konveksna kombinacija dveh FGM kopul
s parametroma # = —1 in # = 1. Na sliki 4.3 sta predstavljena razsevna diagrama
pri robnih vrednostih parametra # = —1 in § = 1 za 2000 opazanj. Za primerjavo
je podan e razsevni diagram C, = II, tj. 2000 naklju¢nih to¢k v I>. Opazimo, da
FGM kopule modelirajo zelo sibko odvisnost — pri § = —1 so nekoliko manj verjetne
le vrednosti blizu (0,0) in (1,1), medtem ko so pri § = 1 nekoliko manj verjetne
vrednosti blizu (0,1) in (1,0). Za vsak 0 € [—1,1] velja 7p = 20/9 € [-2/9,2/9] in
po=10/3€[—-1/3,1/3].

Razsevni diagrami FGM kopul so dobljeni preko naslednjega algoritma za generi-
ranje realizacije (u,v) slucajnega vektorja (U, V') s skupno porazdelitveno funkcijo Cy
(knjiga [24]).

Algoritem 4.8. Vzorcenje iz FGM kopule.
1. Neodvisno vzor¢imo w in ¢ iz porazdelitve EZ[0,1].
2. Definiramo a = 1+ 6(1 — 2u) in b = \/a? — 4(a — 1)t.
3. Definiramo v = 2t/(a + b). Iskani par je (u,v).
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. o L) X . 3 HANGIN : B P I : cot .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 4.3. Razsevni diagrami FGM kopul s parametri —1, 0 in 1 (z leve proti desni).

Ena izmed moznih razsiritev kopule (4.7), obravnavana v ¢lanku [42], je
Clu,v) = uwv + f(u)g(v)

za primeren izbor funkcij f,g: I — R. Izkaze se, da je C' kopula natanko tedaj, ko
sta f in g absolutno zvezni funkciji, za kateri velja f(0) = f(1) = ¢g(0) = g(1) =0 in
min{ad, v} > —1, kjer je

a=inf{f'(u)|uel, f'(u) obstaja} <0, B =sup{f'(u)|uel, f(u) obstaja} > 0,
v =1inf{g (v) |veET ¢'(v) obstaja} <0, & =sup{g (v)|veL g (v) obstaja} > 0.

V tem primeru je C' absolutno zvezna. Slucajni spremenljivki s pripadajoco kopulo C'
sta pozitivno oziroma negativno odvisni natanko tedaj, ko je f-g > 0 oziroma f-g < 0.
V ¢lanku [42] so obravnavane Se druge repne lastnosti in mere skladnosti te druzine
kopul.

Kopule s predpisanim diagonalnim odsekom

Naj bo §: I — R neka funkcija. Zelimo definirati kopulo C, katere diagonalni odsek
dc je enak 0. Da bo to mozno, mora ¢ zadoscati dolocenim lastnostim, ki veljajo za
diagonalni odsek kopule. Iz robnih pogojev kopule sledi §-(0) = 0 in 6 (1) = 1. Ker
je C' narascajoca v vsaki spremenljivki posebej, je tudi d¢c narasc¢ajoca in zanjo velja
do(t) < C(1,t) =t. Poleg tega je d¢ 2-Lipschitzeva, saj je C' 1-Lipschitzeva.

Definicija 4.9. Funkcija §: I — R je diagonala, Ce je narascajoca in 2-Lipschitzeva
in zanjo velja 0(0) = 0, (1) = 1 ter 6 <id. Druzino vseh diagonal oznac¢imo z .
Naj bo 0 € Z diagonala. Diagonalna kopula je funkcija

Cis(u, v) = min {MW}

Diagonalna kopula je res kopula, katere diagonalni odsek je enak 6. Dokaz je preprost,
vendar tehni¢no zahteven in ga je moc¢ najti v ¢lanku [12]. Opazimo, da je Ciq = M.
Dokazemo lahko naslednjo trditev.
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Trditev 4.10. Ce je C kopula z diagonalnim odsekom id, potem je C' = M.

Dokaz. Ocitno je id€ Z in 0y = id. Za u < v velja C(u,v) > C(u,u) = dc(u) = u.
Ker je po drugi strani C'(u,v) < C(u,1) = u, velja C(u,v) = u. Podobno sklepamo,
da je C(u,v) =v za v < win je zato C' = M. |

V splosnem seveda diagonalna kopula Cs ni edina kopula, katere diagonalni odsek
je enak 6. Ce je na primer ¢ enaka diagonalnemu odseku produktne kopule (t) =12,
potem je diagonalna kopula Cj razlicna od produktne kopule. Za diagonalo spodnje
meje Sy (t) = max{2t — 1,0} je Cjs,, enaka preureditvi Fréchet-Hoeffdingove zgornje
meje M, in sicer dobimo M (2,{[0,1/2],[1/2,1]},(2,1),1). Diagonalne kopule so po-
zitivno odvisne, vendar ne zados¢ajo nobeni izmed lastnosti LRP(Y|X), LRP(X|Y),
DRN(Y|X) in DRN(X|Y), definirane v 3.32. Naslednja trditev iz ¢lanka [13] poda
karakterizacijo diagonalnih kopul.

Trditev 4.11. Naj bosta X in Y slucajni spremenljivki z zveznima porazdelitvenima
funkcijama F oziroma G, skupno porazdelitveno funkcijo H in pripadajoco kopulo C.
Kopula, ki pripada slucajnima spremenljivkama max{X,Y} in min{X Y} je enaka
Fréchet-Hoeffdingovi zgornji meji natanko tedaj, ko je C' diagonalna kopula.

Navedimo Se eno druzino kopul z vnaprej predpisanim diagonalnim odsekom. Naj
bo d € 7 diagonala. Bertinova kopula je podana s predpisom

Bs(u,v) = min{u, v} — min{t — §(¢) | t € [min{w, v}, max{u, v}]}.

Bertinova kopula je kopula z diagonalnim odsekom §. Za poljubno kopulo C' z diago-
nalnim odsekom ¢ velja By < C'. Ve¢ o Bertinovih kopulah lahko najdemo v ¢lankih
1, 14].

Semilinearne kopule

V ¢lanku [8] so vpeljane tako imenovane semilinearne kopule. Kopula C' je spodnje
semilinearna, ce sta za vsak x € (0, 1] funkciji

he:]0,2] — [0,1], h.(t) = C(t, x),
vz [0, 2] — [0, 1], v, (t) = C(x, 1),

hy:lz, 1] — [0,1], h.(t) = C(t, x),
ve: [, 1] — [0,1], v.(t) = C(x,1),

linearni. Kopula je torej spodnje semilinearna, ¢e je linearna na odsekih, ki povezujejo
poljubno to¢ko na diagonali in njeno projekcijo na spodnji ali levi rob 12,
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Naj bo C neka kopula in d¢ njen diagonalni odsek. Potem je C' spodnje semiline-
arna natanko tedaj, ko je

v , zav < u,
C(u,v) = u (4.8)
uéC(U), za u < v,
v

kjer privzamemo, da je 0/0 := 0. Kopula C' je zgornje semilinearna natanko tedaj, ko
je

u—dc(u
(v—l)icm—l—u, za u < v,
- 1—wu
C(u,v) =
v —dc(v)
(u—1)———F+v, zav<u,
1—w
kjer sedaj privzamemo, da je 0/0 := 1. Zgornje in spodnje semilinearne kopule so

med seboj povezane na naslednji na¢in. Naj bo C zgornje semilinearna kopula z
diagonalnim odsekom §. Definiramo 0(¢) = 2t — 1 + §(1 — ¢) in naj bo C% spodnje
semilinearna kopula z diagonalnim odsekom 4. Potem velja

C’g(u,v):u—l—v—1+C’g(1—u,1—v),

tj. C% je kopula preZivetja kopule C’g. Od sedaj naprej bomo zato navedli le rezultate
za spodnje semilinearne kopule, ki jih bomo preimenovali v semilinearne kopule.
Zanimajo nas potrebni in zadostni pogoji za funkcijo dc, pod katerimi je s predpisom
(4.8) podana semilinearna kopula.

Izrek 4.12. Naj bo 6 € 2 diagonala in funkcija Ss: 1> — 1 definirana s predpisom

v M, za v < u,
Ss(u,v) = 5“{)) (4.9)
u—-=, zau<w,
v

kjer je po dogovoru 0/0 := 0. Naj bosta funkciji ¢s,ns5: (0,1] — R podani s predpi-
soma

o(t) o(t)

ws(t) = —~ ns(t) = R

Naj bo Ds druzina vseh diagonal §, za katere je ps narascajoca in ns padajoca funkcija.
Potem je Sy semilinearna kopula natanko tedaj, ko je 6 € Ds.

Ker je vsaka diagonala odvedljiva za skoraj vsak t, je § € Zg natanko tedaj, ko za

vsak tak t velja
) ot
E&t) <o'(t) < Q(t).
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Naj bo § € Zs. Za skoraj vsak s je torej 0'(s)/d(s) < 2/s in zato za vsak t € (0, 1)
velja

/tl §'(s)/8(s) ds < /tl 2/ ds
—Iné(t) < —Int?
5(t) >t

Funkcija ¢ +— t2, diagonala produktne kopule, je tudi element druZine Zg in zato je
O najmanjsi element te druzine. Velja Se 0y € Y. Za vsako semilinearno kopulo Sj
torej velja II < S5 < M.

Verjetnostno interpretacijo semilinearnih kopul, ki je povezana z Marshallovimi
kopulami, bomo podali v naslednjem poglavju. Tu izpostavimo le, da lahko po izreku
4.12 vsako semilinearno kopulo z diagonalo  zapisemo kot

Ss(u, v) :uvmin{&u),é(v)}. (4.10)

u v

Druzini diagonal () = t27% in d(t) = 02 + (1 — 0)t za 6 [0, 1] pripadata Py in

zato so pripadajoce kopule (4.9) semilinearne. Kopula S5 jeza a =0in f=1-46

poseben primer Fréchetove kopule iz zgleda 4.3. Druzina {Ss, }gcjo,1] je bolj znana kot

Cuadras-Augéjeva druzina kopul [4], ki je poseben primer Marshall-Olkinovih kopul
iz naslednjega poglavja.

4.3 Arhimedove kopule

Po eni strani Arhimedove kopule izhajajo iz algebrai¢ne predpostavke za zvezo med
skupno porazdelitveno funkcijo in njenima robnima porazdelitvenima funkcijama. Naj
bosta X ~ F in Y ~ G zvezni slu¢ajni spremenljivki s skupno porazdelitveno funkcijo
H in pripadajoco kopulo C. Ce sta X in Y neodvisni, je H(x,y) = F(x)G(y) za vse
z,y€R. Zelimo najti tako pripadajoco druzino kopul, da bo veljalo

A(H (z,y)) = AF(2))MG(y))

za vse x,y € R, kjer je funkcija A : [0,1] — [0, 1] pozitivna na intervalu (0,1).
Ce vpeljemo ¢(t) = —In \(t), dobimo o(H(x,y)) = o(F(x)) + o(G(y)) za z,y €R
oziroma ekvivalentno ¢(C(u,v)) = p(u)+¢(v) za u,vel. Od tod bi torej radi izrazili
kopulo kot C(u,v) = ¢4 (¢(u) + ¢(v)) za primerno definiran obrat o=

Po drugi strani imajo nekatere Arhimedove kopule tudi naslednjo verjetnostno
interpretacijo. Naj bosta F; in Fy neodvisni slucajni spremenljivki, porazdeljeni eks-
ponentno s parametrom 1, in R od njiju neodvisna pozitivna slucajna spremenljivka.
Definiramo

(X,Y) = (E\/R, E»/R). (4.11)
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Pri pogoju R sta torej X in Y neodvisni in enako porazdeljeni. Laplaceova transfor-
macija slu¢ajne spremenljivke R je funkcija ¢(s) = E(e™*%), kjer ima s € C pozitivni
realni del. Laplaceova transformacija natanko doloca porazdelitev nenegativne slu-
¢ajne spremenljivke. Izpeljimo robno funkcijo prezivetja I slu¢ajne spremenljivke X.
Ker sta X in Y enako porazdeljeni, sta njuni funkciji prezivetja enaki. Ce je z < 0, je
F(x) =1, saj je X > 0 skoraj gotovo. Za x > 0 dobimo z uporabo lastnosti pogojnega
matematicnega upanja

F(z) = P(E, > 2R) = E(Lg,5en) = E (E(L{g,5em|R)) = E(e™™) = ¢(2).

Skupna funkcija prezivetja slucajnega vektorja (X,Y) je za x,y > 0 enaka

H(z,y) = P(Ey > 2R, Ey > yR) = E(1{g,52ry L {5,>yR))
=E (E(l{E1>xR}]l{E2>yR}|R)) = E(e” ") = gz + y).

Po Sklarovem izreku v razlidici s funkcijami prezivetja (3.7) torej obstaja taka kopula
prezivetja C, da je ¢(z +y) = C(¢(z),¢¥(y)) za x,y > 0 oziroma

C(u,v) = @ (u) + ¢ (v), wu,vel0,1]. (4.12)

Glede na prvotno definicijo je tu vloga ¢ zamenjana s ¢»~!. Funkcija (4.12) je kopula
za vecji razred funkcij kot so Laplaceove transformacije. Navedimo formalno definicijo
Arhimedove kopule.

Definicija 4.13. Naj bo ¢ : [0,1] — [0, 00| zvezna strogo padajoca funkcija, za
katero je p(1) = 0. Psevdoobrat funkcije ¢ je funkcija o= : [0,00] — [0, 1],
podana s predpisom

4,0[_1] _ {Sﬁ_l(t)? za t€[0,¢(0)],
0, za t€[p(0), 00].

Arhimedova kopula je funkcija C': I> — I, podana s predpisom
Cu,v) = o (p(w) + p(v)).

Funkcija ¢~ je zvezna in padajoca. Na intervalu [0, ¢(0)] je strogo padajoca. Za
vsak u €l je o~ (gp(u)) = u, medtem ko je za vsak t € [0, o0]

- e za t€[0,p(0)],
P(e0) {90(0), za t € [p(0), o0,

— min{t, (0)}.
Pogoja (C1) in (C2) sta za Arhimedovo kopulo torej izpolnjena. Izkaze se, da je Ar-

himedova kopula res kopula natanko tedaj, ko je ¢ konveksna. Funkcijo ¢ imenujemo
generator. Ce je ¢(0) = oo, potem je ¢ strogi generator. Generator Arhimedove
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kopule je strog natanko tedaj, ko je C(u,v) > 0 za vse u,v € (0,1]. Ce je ¢ generator
C in je ¢ > 0 konstanta, potem je tudi cp generator C'

Zgled 4.14. Fréchet-Hoeffdingova spodnja meja in produktna kopula pripadata dru-
zini Arhimedovih kopul. Arhimedova kopula z generatorjem ¢r(t) = —Int, t €10, 1],
je oc¢itno enaka produktni kopuli II.

Za generator oy (t) = 1—t, t€l, velja gog;,l] (t)=1—tzatel0,1] in @&,}1} (t) =0 za
t > 1, od koder sledi gp[v;l] (t) = max{1 —¢,0} za vsak £ € [0, 00]. Arhimedova kopula
z generatorjem @y je torej enaka spodnji meji W. U

Ce je C' Arhimedova kopula in u € (0,1), potem je
dc(u) = o H(2p(u)) < ¢! (p(w)) = u.
Kopula M torej ni Arhimedova. Kopula C' je asociativna, e je
C(C(u,v),w) =C(u,C(v,w)) za vse u,v,weEl

Vsaka Arhimedova kopula je simetri¢na in asociativna. Ce je po drugi strani C' aso-
ciativna kopula, za katero je dc(t) < t za vsak t € (0,1), potem je C' Arhimedova,
kar je dokazano v ¢lanku [31]. Nobena Farlie-Gumbel-Morgensternova kopula razen
produktne ni Arhimedova, saj za 6 # 0 te kopule niso asociativne.

Ce je C' Arhimedova kopula, potem je Arhimedova tudi kopula C,, definirana s
(4.2). Po drugi strani je Arhimedova kopula z generatorjem ¢ poseben primer trans-
formacije kopule (4.2), kjer vzamemo za kopulo C' produktno kopulo in za funkcijo
na zacetku tega razdelka vpeljano funkcijo A = e™%.

Utemeljimo ime Arhimedovih kopul. Arhimedov aksiom na [0, c0) se glasi: Ce
sta a,b > 0, potem obstaja tak n €N, da je na > b. Arhimedova kopula C' je binarna
operacija IxI — 1, (u,v) — C(u,v), ki je asociativna, komutativna in ohranja
urejenost, tj. za u; < ug in vy < vy velja C(uy,v1) < C(ug,v). Par (I,C) je torej
urejena Abelova polgrupa. Za u € I definiramo zaporedje C-potenc {uf},en, kjer
je uy = w in ultt = C(u,up) za vsak n > 1. Arhimedov aksiom za (I,C) se glasi:
za poljubna wu,v € (0,1) obstaja tako naravno Stevilo n, da je u? < v. Ce je C
Arhimedova kopula, potem (I, C') zados¢a Arhimedovemu aksiomu.

Nivojnice Arhimedovih kopul so konveksne. Razredu Arhimedovih kopul pripada
veliko druzin kopul z raznovrstnimi lastnostmi. Arhimedova kopula ima lahko nosilec
razliten od I?. Tako njen absolutno zvezni kot singularni del sta lahko netrivialna.
Obstajajo druzine Arhimedovih kopul, ki imajo oba repna koeficienta enaka nic, oba
od nic¢ razlicna, ali pa je od nic¢ razlicen le eden izmed njiju. Tu navedemo in na
kratko opisemo le pet najbolj znanih druzin Arhimedovih kopul, ki so odvisne od
enega parametra. Za podrobnejsi studij teh druzin in Arhimedovih kopul v sploSnem
bralca napotimo h knjigam [36, 32].

Enoparametri¢na druzina kopul {Cy}¢ je pozitivno oziroma negativno urejena,
ce za 01 < 6y velja Cy, X Oy, oziroma Cy, = Cp,. Ce sta C; in Cy Arhimedovi kopuli
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z generatorjema ; oziroma s, potem je C; =< (3 natanko tedaj, ko je funkcija
g = 090[2_1] subaditivna, tj. g(t +t') < g(t) + g(t') za vse t1,ty. Vse v nadaljevanju
predstavljene parametricne druzine Arhimedovih kopul so pozitivno urejene.

Claytonova kopula je Arhimedova kopula
Cyp(u,v) = max{u? +v= — 1,0}/

z generatorjem pp(t) = 3(t7% — 1), kjer je 6 € [~1,00)\{0}. Ker v limiti dobimo
Co =1Il'in C, = M, razsirimo prostor parametrov na [—1, co]. Ker velja se C_; = W,
je Claytonova druzina celovita. Za 6 €[—1,0] je Claytonova kopula absolutno zvezna.
Zgornji repni koeficient je za 6 < oo enak ni¢, medtem ko je spodnji enak 27179 za
6 € (0, 00| in ni¢ sicer.

Za 0 € (0,00) imajo Claytonove kopule interpretacijo v verjetnostnem modelu
(4.11): slucajna spremenljivka R je porazdeljena kot I'(1/60,1). Prav tako za vsak
0 € (0,00) velja, da je Claytonova kopula Cy kopula prezivetja, ki pripada slucaj-
nemu vektorju (X, Y") z dvorazsezno Pareto porazdelitvijo s parametrom 6, tj. skupna
funkcija prezivetja (X,Y) je enaka

(I+z+y)? zax>0y>0,

14+2)79 zax >0,y <0,
FX7Y(J:, y) - ( >9

(14+y)~7, zax <0,y >0,

1, zax <0,y <O0.

Claytonova kopula ima tudi za 6 € [—1,0) dve verjetnostni interpretaciji. Kopula
Wiy iz definicije (4.1) je enaka C_y/,. Navedimo Se drugo interpretacijo. Naj bodo
X, Xo, ..., X, neodvisne enako porazdeljene slucajne spremenljivke z zvezno poraz-
delitveno funkcijo F', za katere standardno oznacimo X1y = min{X;, X»,..., X,,} in
Xy = max{Xy, Xo,..., X, }. Za vsak z,y€R velja

Fox,(x) =P(Xq =2 —2) = P(X; 2 —2)" = (1 - F(-2))", Fx, (y)=F(y)" in

Foxoy X (®,y) = P(Xq) 2 =2, Xy <y) = P(—r < X <yzavse ke{l,...,n})
= max{(F(y) — F(—x))", 0}
— max { (Fx,, )" — (1= (F_x,, (@))"") 0"
= C_yyn(Fox,, (), Fx,, (y))-

Po tretji tocki trditve 3.17 je slucajnemu vektorju (Xn), X(,)) pripadajoca kopula
enaka v — C_1/,(1 — u,v). Ko posljemo n v neskoncnost, dobimo

v—Co(l —u,v) =v—1I(1—wu,v) =1(u,v).

Slucajni spremenljivki Xy in X, sta torej asimptoti¢cno neodvisni.
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Gumbelova kopula je Arhimedova kopula
P N 1/0
Cy(u,v) = exp [— ((—lnu) + (—Inw) ) ] ,

katere generator je za 6 € [1,00) enak ¢y(t) = (—Int)?. Dobimo C; = II in v limiti
je Cs = M. Spodnji repni koeficient je za § < oo enak ni¢, medtem ko je zgornji
enak 2 — 21/, Obrat generatorja vsake Gumbelove kopule je Laplaceova transforma-
cija slucajne spremenljivke z 1/0-stabilno Lévyjevo porazdelitvijo, za definicijo katere
bralca napotimo h knjigi [32]. Gumbelova kopula je edina Arhimedova kopula, ki je
kopula ekstremnih vrednosti oziroma ekvivalentno maksimalno stabilna. Dobimo jo
lahko tudi preko konstrukcije (4.4), kjer vzamemo A(t) = (Y + (1 —¢)?)1/.
Joejeva kopula je Arhimedova kopula

Colu,v) =1 — (1 =) + (1 =) — (1 =)’ (1 —v)") "
z generatorjem @y(t) = —In(1 — (1 — t)?), kjer je 6 € [1,00). Dobimo C; = II,
medtem ko je v limiti C,, = M. Tako kot pri Gumbelovih kopulah, je spodnji repni
koeficient za @ < oo enak ni¢, medtem ko je zgornji enak 2 — 2/ Pri tej druzini
ima slucajna spremenljivka R iz modela (4.11) tako imenovano Sibuya porazdelitev:
P(R=k) = (=1)**'("’) za keN.

Frankova kopula je Arhimedova kopula

679u _ 6791) _
Co(u,v) = —;111 (1 + ( 6_19)(_ ] 1)>

z generatorjem py(t) = —1In %, kjer je € R\{0}. Ker v limiti dobimo C_., = W,

Cy = Il in Oy = M, razsirimo prostor parametrov na R. Claytonova in Frankova
druzina sta edini celoviti druzini Arhimedovih kopul z razsirjenim obmoc¢jem parame-
trov. Oba repna koeficienta sta za 6 < oo enaka ni¢. Za 6 € (0,00) imajo Frankove
kopule interpretacijo v verjetnostnem modelu (4.11): slu¢ajna spremenljivka R je po-
razdeljena logaritemsko s parametrom p =1 —e7% tj. P(R =k) = (1 —e %)% /(0k) za

keN. Kopule C iz Frankove druzine so edine Arhimedove kopule, za katere je C' = C.
Ali-Mikhail-Haqova kopula je Arhimedova kopula

uv

Co(u,v) = 1—=0(1—u)(1—wv)’

katere generator je za 6 € [—1,1) enak @y(t) = In w. Za 6 € [0,1) imajo
Ali-Mikhail-Haqove kopule interpretacijo v verjetnostnem modelu (4.11): R je po-
razdeljena geometrijsko s parametrom p = 1 — 0, tj. P(R = k) = 0* (1 — 0) za
k € N. Funkcija, ki pripada § = 1, je tudi kopula, vendar ni Arhimedova. Ta
kopula pripada slucajnemu vektorju z Gumbelovo dvorazsezno logisticno porazde-
litvijo, katerega porazdelitvena funkcija je enaka H(x,y) = (1 +e % +e )", Vsaka
Ali-Mikhail-Haqova kopula je absolutno zvezna in modelira sluc¢ajne spremenljivke
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s ,8ibko odvisnostjo“, saj sta repna koeficienta za 6 # 1 enaka ni¢ in za Ken-
dallov 7 in Spearmanov p velja 7p € [(5 — 8In2)/3,1/3] ~ [-0.18,1/3] oziroma
po €33 —481In 2,472 — 39] ~ [—0.27,0.48]. Pri § = 0 dobimo produktno kopulo.

Na slikah 4.4, 4.5, 4.6 in 4.7 so prikazani razsevni diagrami opisanih druzin Arhime-
dovih kopul. Vsak diagram je narisan na podlagi 2000 vzorcenj. Algoritmi vzorcenja
iz Arhimedovih kopul so podrobno opisani v knjigi [32]. V programu R uporabimo za
vzorcenje vgrajene funkcije iz paketa copula z dokumentacijo [21].

Opazimo, da imata lahko repna koeficienta v limitnih primerih skok. Spodnji
repni koeficient Ali-Mikhail-Haqove kopule pri 6 = 1 je enak 1/2, medtem ko je za
vsak # # 1 enak ni¢. Pozitiven spodnji oziroma zgornji repni koeficient je viden kot
konica ob tockah (0,0) oziroma (1,1).

Arhimedove kopule lahko posplosimo na vec razseznosti. Naj bo ¢ strogi generator.
Funkcija

Cuy, ugy ... Up) = go_l(gp(ul) + o(ug) + ... +p(uy)), up,ug, ..., u €1

je n-razsezna Arhimedova kopula za vsak n > 2 natanko tedaj, ko na [0, c0)
obstajajo odvodi vseh redov funkcije ¢! in za vsak k € N velja (—1)’“%9@) > 0,
t € [0,00). Funkcije ¢!, ki zados¢ajo tem predpostavkam, so natanko Laplaceove
transformacije strogo pozitivnih slucajnih spremenljivk. Za take kopule velja C' > II.
Izkaze se, da lahko Claytonove, Gumbelove, Joejeve, Frankove in Ali-Mikhail-Haqove
kopule Cy posplosimo na n-razsezni primer za vse 0, za katere je C' > II. Na ta nacin
enostavno dobimo n-kopulo, katere pomanjkljivost je, da so za vsak k€{1,2,... ,n—1}
vse njene k-robne kopule med seboj enake.

4.4 Elipticne kopule

Elipti¢ne kopule so konstruirane z uporabo posledice Sklarovega izreka 3.41 za slu-
cajni vektor z elipticno porazdelitvijo. Predstavimo zato najprej druzino elipti¢nih
porazdelitev.

Z R™™ ozna¢imo prostor m x n matrik in za matriko A € R™*" z AT oznacimo
transponirano matriko matrike A. V tem razdelku je slucajni vektor predstavljen kot
stolpec z vrednostmi v R™*! = R". Karakteristi¢na funkcija n-razseZnega sluc¢ajnega
vektorja X je funkcija ¢ x: R — C, podana s predpisom ¢x(t) = E(e“TX), teR™.

Slu¢ajni vektor X = (X1, X, ..., X,,)T je porazdeljen sferi¢no, ¢e je izpolnjena
ena izmed naslednjih ekvivalentnih trditev:

e Za vsako ortogonalno matriko ) € R™*" velja QX ~ X.

e Obstaja taka nenegativna slucajna spremenljivka R in od nje neodvisni slucajni
vektor S, ki je porazdeljen enakomerno zvezno na enotski sferi v R”, da je X ~ RS.

e Obstaja taka funkcija ¢: R — R, da za karakteristi¢no funkcijo slucajnega vek-
torja X velja px(t) = ¢(t3 + 13+ ... +t2) za vsak t = (t;,ta,...,t,) T €R™
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 4.4. Razsevna diagrama Claytonove kopule pri § < 0 (levo) in # > 0 (desno).

Gumbel, 8=5 Joe, 6=5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 4.5. Razsevna diagrama Gumbelove (levo) in Joejeve kopula (desno).

6=8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 4.6. Razsevna diagrama Frankove kopule pri § < 0 (levo) in 6 > 0 (desno).

Slika 4.7. Razsevna diagrama Ali-Mikhail-Haqove kopule pri 8 < 0 (levo) in § > 0 (desno).
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Slucajni vektor S interpretiramo kot smer, slucajno spremenljivko R pa kot radij.
Vsaka smer je torej enako verjetna, radij pa je od smeri neodvisen. Sferi¢na porazde-
litev je po tretji ekvivalentni definiciji natanko doloc¢ena s funkcijo ¢. Najbolj znan
primer sferi¢ne porazdelitve je n-razsezna normalna porazdelitev z enako porazdelje-
nimi neodvisnimi komponentami z upanjem nic.

Slucajni vektor X = (X1, Xs,..., X,)T je porazdeljen elipti¢no, ¢e je

X ~pu+A'Y, (4.13)

kjer je u €R™, Y porazdeljen sferi¢no na R* s pripadajoco funkcijo ¢ in A € R¥*™ taka
matrika, da je rang matrike ¥ := ATA enak k < n. V kolikor matriko A zamenjamo
z matriko B, za katero velja BT B = 3, se porazdelitev ne spremeni. Za porazdelitev
(4.13) zato uporabimo oznako FE,(w,Y,¢). Vektor p je s porazdelitvijo enoliéno
dolocen, medtem ko ¥ in ¢ nista. Za vsak i€ {1,2,...,n} je X; ~ E1(ps, Zis, ). Ce
je elipti¢na porazdelitev absolutno zvezna, potem so nivojnice njene gostote elipse.
Primera elipticne porazdelitve sta vecrazsezna normalna porazdelitev in vecrazsezna
nestandardizirana Studentova porazdelitev.
Elipticna kopula je kopula

Clur,up, o n) = H(F (w), Fy Huz), ., F 7 (un)),

kjer je H porazdelitvena funkcija slucajnega vektorja X ~ E,(pu,3,¢) z robnimi
porazdelitvenimi funkcijami Fy, F, ..., F,. Ker so po tocki (i) trditve 3.17 kopule
invariantne glede na strogo narascajoce transformacije pripadajocih sluc¢ajnih spre-
menljivk, se elipticna kopula ne spremeni, ¢e postavimo g = 0 in zamenjamo Y z
matriko P = [P]i; = [Zij /X255 L] Elipti¢no kopulo, ki pripada porazdelitvi
E,.(, %, ¢), zato oznacimo s Cp 4. 7

Za razliko od kopul iz prejsnjih razdelkov, elipti¢nih kopul praviloma ne moremo
izraziti eksplicitno. Za elipti¢no kopulo C' velja C=cC , od koder sledi, da sta repna
koeficienta med seboj enaka. Repna koeficienta sta odvisna od radialnega dela R
sferi¢no porazdeljenega Y. Tezji kot so repi R, blizje sta repna koeficienta vrednosti
ena. Najbolj znani druzini elipticnih kopul sta druzini Gaussovih in Studentovih
kopul.

Zgled 4.15. Gaussova in Studentova kopula.
Gaussova (ali normalna) kopula C5*** je elipti¢na kopula Cp, ki pripada slucaj-

nemu vektorju X = (X3, X, ..., X,,) z n-razsezno normalno porazdelitvijo z upanjem
0 in korelacijsko matriko P, tj. P;; = p"*=*(X;, X;). V druzini Gaussovih kopul je
torej ¢(x) = e™/2. Za vsak i€{1,2,...,n} je X; porazdeljena standardno normalno
N(0,1).

Studentova t-kopula je elipticna kopula, ki pripada n-razsezni Studentovi
t-porazdelitvi s stopnjo prostosti v, necentralnim parametrom 0 in korelacijsko ma-
triko P. Za vsak 7 je X; porazdeljena Studentovo s stopnjo prostosti v in necentralnim
parametrom 0, kar oznac¢imo s t,,.
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Dvorazsezna Gaussova kopula je odvisna le od parametra p = pe™n( X, X,),
medtem ko Studentova dvorazsezna kopula poleg parametra p vsebuje Se parameter v.
Ce je pe(—1,1), sta oba repna koeficienta Gaussove kopule enaka ni¢. Za Studentovo
kopulo s parametroma v in pe(—1, 1) velja

Na sliki 4.8 so predstavljeni razsevni diagrami dvorazsezne Gaussove kopule pri

razlicnih vrednostih p, na slikah 4.9 in 4.10 pa razsevni diagrami Studentove kopule s
stopnjama prostosti 2 oziroma 10. Vsak diagram je narisan na podlagi 2000 vzorcen].
Nenicelna repna koeficienta sta vidna kot konici ob tockah (0,0) in (1,1). Ob vzorce-
nju uporabimo vgrajene funkcije v programu R za generiranje vzorca (1, xs,...,Z,)
iz vecrazsezne normalne oziroma Studentove porazdelitve. Vzorec iz kopule dobimo
kot (F'(x1), F(x2), ..., F(xn)), kjer je F' = Fyp, ali F' = F;,. Za natancen opis al-
goritmov vzorcenja iz elipticnih kopul oziroma porazdelitev bralca napotimo h knjigi

[32]. O
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 . 0.4 0.6 0.8 1

Slika 4.8. Razsevni diagrami Gaussove kopule pri razli¢nih vrednostih parametra p.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 4.9. Razsevni diagrami Studentove t-kopule pri stopnji prostosti v = 2 in razli¢nih
vrednostih parametra p.

p=03

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 4.10. Razsevni diagrami Studentove t-kopule pri stopnji prostosti ¥ = 10 in razli¢nih
vrednostih parametra p.



Poglavje 5
Marshallove kopule

V tem poglavju podrobno obravnavamo Marshallove kopule [33], ki jih lahko karak-
teriziramo z verjetnostnim modelom. Modifikacija tega modela je podlaga za defi-
nicijo in preucevanje maksmin kopul, ki predstavljajo osrednji del doktorske diserta-
cije. Poseben primer Marshallovih kopul so Marshall-Olkinove kopule [34], ki so bile
zgodovinsko gledano prve. Ker lahko slednje izpeljemo neposredno iz verjetnostnega
modela, jih obravnavamo v prvem razdelku in Sele v drugem razdelku definiramo splo-
sno Marshallovo kopulo. Tam dokazemo dva izreka, ki karakterizirata Marshallove
kopule in popravita ter izboljSata karakterizacijo iz ¢lanka [33]. Na koncu razdelka
obravnavamo lastnosti, ki smo jih vpeljali v razdelku 3.3. Tretji razdelek je namenjen
vecrazseznim posplositvam Marshallovih in Marshall-Olkinovih kopul.

5.1 Verjetnostni model in Marshall-Olkinove
kopule

Navedimo najprej verjetnostni model, iz katerega izhajajo Marshall-Olkinove in tudi
Marshallove kopule. Naj na sistem s komponentama A in B delujejo udari treh vrst.
Prva vrsta udara vpliva le na komponento A, druga vrsta le na komponento B, tretja
vrsta udara pa deluje na obe komponenti hkrati. Case udarov zaporedoma oznadimo
s slucajnimi spremenljivkami X, Y in Z ter za njih predpostavimo, da so med seboj
neodvisne. Zivljenjski dobi komponent A in B ozna¢imo z U oziroma z V. Ker vsaka
izmed komponent preneha delovati ob prvem udaru nanjo, velja U = min{X, Z} in
V = min{Y, Z}. Poiskati Zelimo slu¢ajnima spremenljivkama U in V' pripadajoco
kopulo. Grafi¢na predstavitev tega modela je podana na sliki 5.1.

Primer uporabe tega modela je namizni racunalnik s centralnim procesorjem kot
komponento A in koprocesorjem kot komponento B. Cas udara prve in druge vrste je
cas, ko se pokvari centralni procesor oziroma koprocesor. Tretja vrsta udara je elek-
triéni udar, ki unici oba procesorja hkrati. Podoben primer lahko prav tako najdemo
na podroc¢ju ekonomije. Denimo, da opazujemo majhen trg, ki je primarno odvisen le
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A B

Zivljenjskadoba Zivljenjskadoba
U \Y,

V|

Slika 5.1. Verjetnostni model Marshallovih kopul.

neodvisne X

od dveh podjetij — podjetja A, ki pripada zivilsko predelovalni industriji, in podjetja
B, ki proizvaja avtomobilske dele. Naj bosta X in Y c¢asa zloma zivilsko predelovalne
industrije oziroma trga avtomobilskih delov, medtem ko naj bo Z c¢as zloma celotnega
domacega trga.

Marshall-Olkinove kopule bomo izpeljali s tako imenovano obratno metodo. Iz
slucéajnih spremenljivk X in Y s porazdelitvenima funkcijama F' oziroma G ter njune
skupne porazdelitvene funkcije H lahko preko posledice Sklarovega izreka 3.15 pripa-
dajoco kopulo C' izpeljemo kot

C(u,v) = H(F Y (u), G*(v)).

A

Ce standardno ozna¢imo pripadajoce funkcije prezivetja in kopulo prezivetja C, iz
razli¢ice Sklarovega izreka (3.7) dobimo

Clu,v) = HF Y (u), G (v)).

Ker je vsaka kopula prezivetja kopula, je s slednjo ena¢bo podana metoda konstrukcije
kopul.

Ker modeliramo zivljenjske dobe in ¢ase prihodov, bomo namesto porazdelitvenih
funkcij raje obravnavali funkcije prezivetja in poiskali slucajnima spremenljivkama U
in V pripadajoco kopulo prezivetja C. Naj bodo v opisanem verjetnostnem modelu
F, G in H porazdelitvene funkcije U, V oziroma (U, V). Porazdelitvene funkcije
sluéajnih spremenljivk X, YV in Z oznac¢imo z Fx, Fy oziroma Fy. Pripadajoce
funkcije prezivetja oznac¢imo obicajno. Ker so slucajne spremenljivke X, YV in Z
neodvisne, je F'(z) = Fx(z)Fz(z) za vsak r €R in

H(z,y) = P(min{X,Z} > z,min{Y, Z} > y) = P(X >z,Y >y, Z >x,7 > y)
= P(X > x)P(Y > y)P(Z > max{z,y})
Fx(2)Fy(y)Fz(max{z, y})

za vse x,y € R. Funkcijo H(z,y) Zelimo zapisati kot funkcijo spremenljivk F(z) in
G(y).
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Pri konstrukciji Marshall-Olkinovih kopul dodamo predpostavko o porazdelitvah
sluc¢ajnih spremenljivk X, Y in Z — predpostavimo, da so porazdeljene eksponentno.
Eksponentna porazdelitev je smiselna porazdelitev ¢asa udara, saj ima t. i. lastnost
nepomnjenja: P(X >z +y|X > y) = P(X > z) za vse z,y > 0. Naj bodo A,
Ao in A\jo parametri eksponentnih porazdelitev slucajnih spremenljivk X, Y oziroma
Z. Naj bosta x,y > 0. Potem je F(z) = e+ 2)7 in G(y) = e~P2eTM2)v Slucajni
spremenljivki U in V sta torej porazdeljeni eksponentno s parametroma A; + Ajp
oziroma Ao + A2. S temi predpostavkami nadaljujemo izpeljavo funkcije H. Ce
upostevamo, da je max{x,y} = x + y — min{z, y}, dobimo

H(z,y) =exp (—A\x — Ay — Adamax{z,y}) (5.1)
= exp (—(A\1 + A2)z — (A2 + Ai2)y + Aomin{z, y})
= F(z)G(y)min{eM2* eM2v},

Postavimo v = F(z) in v = G(y) ter z namenom poenostavitve definiramo nova
parametra

/\12 . /\12

_ e 5.2
RS VIS VN = Niw (5:2)

V teh oznakah je eM2% = ¢~ in eM2Y = v~F iz esar sledi
H(z,y) = C(u,v) = womin{u"*, v} = min{u' v, uv' =}

Ker so A\, Ao, A1 > 0, sta o, 5€ (0, 1). Opazimo, da je C kopula celo za vse o, 5 € [0, 1].
Ce je eden izmed « ali B enak ni¢ ali ena, potem je vsaj eden izmed parametrov
eksponentnih porazdelitev enak ni¢. V tem primeru X ~ E(0) interpretiramo kot
P(X = c0) = 1, kar pomeni, da model ne vsebuje prve vrste udara.

Definicija 5.1. Naj bosta «, 8 € [0,1]. Marshall-Olkinova kopula je podana s
predpisom

Cop(u,v) = min{u'~"v, uv' ="},

Ce je a = f3, tj. ¢asa udarov na posamezno komponento sta enako porazdeljena,
potem dobimo tako imenovano Cuadras-Augéjevo druzino kopul [4]. Ce velja
a; < ag in By < B, potem je Cy, 3, = Ca,3,- Nadalje je Cpo = Cop = 1l za vse
a, 5 €10,1], medtem ko je Cy; = M. Za vsako Marshall-Olkinovo kopulo C, g torej
velja IT < C, 3 = M, kjer sta meji II in M doseZeni.

Naj bosta a, 3 € (0,1). Nosilec Marshall-Olkinove kopule C, 3 je enak I? in oba
dela, absolutno zvezni ter singularni, sta netrivialna. Nosilec singularnega dela je
krivulja [y 5 = {(u,v) €1* |u® = v#}. To sledi iz

0?2 (1—a)u™®, zau®>°

T Colu,v) =
Oudv 2, 0) {(1 — B, zau® <
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[zracunamo Se absolutno zvezni in singularni del

Aaﬂ(uv U) = CQ’B(U, U) - Oé—?)‘/tg—f-ﬂ min{ua, Uﬁ}%
Soyp(t:0) = a—zgmmin{u“,vﬁ}w.
Za slucajni spremenljivki U, V' ~ EZ|0, 1] s pripadajoc¢o kopulo C,, g torej velja
af
P(U*=V") =S, 5(1,1) = —————
(U = V) = Sup(11) =

Ce je B = 1, je nosilec Marshall-Olkinove kopule enak krivulji Ty, 5 in obmodju pod
njo. To je intuitivno jasno tudi iz pripadajocega verjetnostnega modela, saj iz =1
sledi Ao = 0, kar pomeni Z = oo skoraj gotovo. V tem primeru je torej zivljenjska
doba prve komponente manjsa ali enaka od Zivljenjske dobe druge, tj. U* < V¥ skoraj
gotovo. Podobno velja U® > V# skoraj gotovo, ko je a = 1.

Na zgornjem delu slike 5.2 so pri razlicnih vrednostih parametrov « in § predsta-
vljeni grafi nivojnic Marshall-Olkinovih kopul, skupaj s krivuljo I', g.

Iz verjetnostnega modela in izpeljave Marshall-Olkinovih kopul dobimo preprost
intuitiven algoritem za generiranje realizacije (u,v) sluc¢ajnega vektorja (U, V) s sku-
pno porazdelitveno funkcijo C, 3. Najprej generiramo tri neodvisne vzorce z ~ X,
y ~ Y in z ~ Z, ki so porazdeljeni eksponentno s parametri \;, Ay oziroma Ajs.
Parametra A\; in Ay izrazimo iz enacb (5.2), kjer je A\j2 > 0 poljuben in ga tipi¢no
postavimo na A5 = 1. Te tri vzorce generiramo z metodo posplosenega obrata poraz-
delitvene funkcije — ¢e je r ~ EZ[0, 1], potem je —In(1 —r)/A ~ —1In(r)/A ~ Exp(}),
saj je r ~ 1 —r. Nato sledimo izpeljavi Marshall-Olkinovih kopul in dobimo naslednji
algoritem.

Algoritem 5.2. Vzorcenje iz Marshall-Olkinove kopule.
1. Neodvisno vzor¢imo r, s in t iz porazdelitve EZ[0, 1]. Izberemo poljuben Aj5 > 0
in postavimo A\; = Ajp(1 — @)/ ter Ay = A\2(1 — ) /8.
2. Definiramo z = —Inr/A;, y = —Ins/Ay in z = —Int/ .
3. Definiramo ' = min {z, z} in v" = min{y, z}.
4. Definiramo u = e~M1+22)% ip ¢ = e=(G2FX2)y  [skani par je (u,v).

Na spodnjem delu slike 5.2 so pri razlicnih vrednostih parametrov « in 3 predsta-
vljeni razsevni diagrami Marshall-Olkinovih kopul, dobljeni s tem algoritmom. Vsak
diagram je narisan na podlagi 2000 vzorcenj. Singularna komponenta je dobro vidna.

Ce Marshall-Olkinova kopula pripada slu¢ajnima spremenljivkama X in Y, potem
velja SN(Y'|X), definirano v 3.34. Naj bosta a, 8 € [0, 1] poljubna. Kendallov 7 in
Spearmanov p izra¢unamo po formulah (3.11) oziroma (3.10) in dobimo

af . 3af3
Tag = —————— I pepg=—""—.
h a—af+p Pesf 200 — aff 4+ 26
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Slika 5.2. Grafi nivojnic s krivuljo I'y g (zgoraj) in pripadajoci razsevni diagrami (spodaj)
Marshall-Olkinovih kopul pri razli¢nih vrednostih parametrov « in f.

Repna koeficienta Marshall-Olkinove kopule sta po trditvi 3.37 enaka A\;, = 0 in
Av = min{a, f}. Z metodo konstrukcije kopul ekstremnih vrednosti (4.4) dobimo
za A(t) = 1 —min{ft, a(1 — t)} Marshall-Olkinovo kopulo C, 3. Marshall-Olkinove
kopule so torej maksimalno stabilne.

5.2 Marshallove kopule

Druzino Marshall-Olkinovih kopul lahko razsirimo do druzine Marshallovih kopul
tako, da v osnovnem verjetnostnem modelu izpustimo predpostavko o eksponentno
porazdeljenih ¢asih udarov X, Y in Z. Ker so v tem primeru Fy, Fy in F, po-
ljubne funkcije prezivetja, kopule prezivetja za zivljenjski dobi komponent ne moremo
izpeljati neposredno iz modela. Najprej torej definiramo kopulo, za katero kasneje do-
kazemo karakterizacijo z verjetnostnim modelom. Pred definicijo Marshallovih kopul
vpeljimo Se nekaj oznak, ki jih bomo uporabljali tudi v naslednjem poglavju.

Naj bo ¢ : [0,1] — R neka funkcija. Funkcija ¢* : (0,1] — R je podana s
predpisom
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Poimenujemo naslednje lastnosti funkcije ¢:
(F1) 6(0) = 0 in 6(1) = 1;
(F2) ¢ je narascajoca funkcija;

(F3*) uip(uz) < ugp(uy) za vse u; < wug iz I oziroma ekvivalentno, pripadajoca
funkcija ¢* je padajoca.

Definicija 5.3. Naj bosta ¢,¢ : [0,1] — R funkciji, ki zadoscata pogojem (F1),
(F2) in (F3*). Marshallova kopula je funkcija, definirana s predpisom

C(u,v) = Cpp(u,v) = min{p(u)v,up(v)} zau,vel (5.3)
Za u,v € (0, 1] lahko Marshallovo kopulo zapisemo tudi kot
C(u,v) = womin{o™ (u), " (1)},

Ce je eden izmed u ali v enak ni¢, potem je C(u,v) = 0. Preden dokaZzemo, da je
Marshallova kopula res kopula, izpeljimo Se nekaj lastnosti, ki sledijo iz pogojev (F1),
(F2) in (F3*) ter jih ozna¢imo na podoben nacin.

Lema 5.4. Ce funkcija ¢: [0,1] — R zadosca pogojem (F1), (F2) in (F3*), potem
veljajo naslednje trditve:

(Fa*) u < ¢(u) za vse u€l,

(Fb*) ce je ¢(u) = u za nek we (0,1], potem je ¢ na intervalu [u, 1] enaka identicni

funkciji,
(Fc”) olua) — $(m) < @ (ug) < ¢"(u1) za vse 0 < uy < ug <1,
U2 — U

e ¢'(u) obstaja za skoraj vsak u (glede na Lebesqueovo mero) in za vsak tak u je
¢'(u) < ¢"(u),

e ¢ je zvezna na intervalu (0, 1].
Dokaz. Zaporedoma dokazimo vse tocke leme.
(Fa*) V pogoju (F3*) vzamemo uy = 1 in nato uporabimo (F1).
(Fb*) Predpostavimo, da obstaja tak uj € (0, 1], da je ¢(uy) = u;. Po (F3*) potem
velja ¢(uy) < ug za vsak up > up. Ce upostevamo Se (Fa*), smo to tocko
dokazali.

(Fc*) Zlahka preverimo, da je tudi prva neenakost ekvivalentna (F3*).

e Ker je ¢ monotona omejena funkcija na intervalu [0, 1], je odvedljiva skoraj
povsod glede na Lebesgueovo mero. Po (F3*) je

) 49" (w) _ /(uu=o(w)

du u?

za vsak u, v katerem je ¢ odvedljiva, iz Cesar sledi ¢'(u) < ¢*(u).
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e Zveznost na intervalu (0, 1] oéitno sledi iz (Fc*).
|

Funkcija ¢ je lahko v tocki 0 nezvezna, saj postane neenakost iz (F3*) trivialna,
¢e vstavimo u; = 0. Taka funkcija je na primer ¢(u) = ((u+1)/2) - Lo1(u). Na sliki
5.3 so skicirani razliéni primeri funkcij, ki izpolnjujejo pogoje (F1), (F2) in (F3*)
ter graficno predstavijo trditve iz zadnje leme.

Ker je ¢* padajoca, obstaja limita ¢*(04) > 1, ki pa je lahko kon¢na ali neskoné¢na.
Za funkcijo ¢(u) = /u je ¢*(04) = oo, medtem ko za funkcijo

velja ¢*(0+) = 2. Funkcijo ¢* lahko razSirimo na interval [0, 1], kjer dopusc¢amo
vrednost ¢*(0) = oc.

Y &, S

0 1

Slika 5.3. Primeri funkcij ¢1, ¢2 in ¢3, ki zadoscajo pogojem (F1), (F2) ter (F3*).

Trditev 5.5. Marshallova kopula je kopula.

Dokaz. Naj bo Cy, = C Marshallova kopula. Funkcija C' oc¢itno zadosca pogoju
(C1). Po (F1) in (Fa*) je C(u,1) = min{¢(u),u} = u za vsak u € I. Podobno je
C(1,v) = v za vsak v € I. Izberimo poljubne uy, us, vy, v9 € I, za katere je u; < ugy
in v; < vy. Dokazati zelimo, da je plosc¢ina pripadajocega pravokotnika glede na C
nenegativna. V ta namen lo¢imo primere glede na urejenost vrednosti ¢*(uy), ¢*(ug),
Y*(v1) in *(v2). Ko upostevamo pogoj (F3*), preostane Sest razlicnih primerov. Vsa-
kega izmed njih obravnavamo posebej. V dokazu bomo uporabljali zapis Marshallove
kopule (5.3).

(i) Ce je v*(v2) < ¢*(v1) < ¢*(ug) < ¢*(u1), potem je

Ve ((u, ug] X (v1,va]) = uptp(va) — ugth(v1) — urth(va) + urth(vy)

= (ug — w1) (P (v2) — P (v1))
>0,

saj je 1 narascajoca.
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(ii) Naj bo sedaj ¥*(ve) < ¢*(uz) < ¥*(v1) < ¢*(uq). Ker velja ¢*(uz) < 9*(v1) in

je ¥ narascajoca, dokazemo

Vo ((ur, ug] X (v1, va]) = ugh(va) — @(ug)vr — urth(va) + urth(vy)
> usth(v2) — usth(v1) — wrh(v2) + urth(vq)

= (u2 — u1) (Y (va) — P (v1))
> 0.

(iil) Ko je ¢*(v2) < ¢*(uz) < ¢*(u1) < ¢*(v1), najprej ocenimo (vz) > ¥(vy) in
nato za funkcijo ¢* uporabimo (Fc*), s ¢imer izpeljemo

Ve ((ur, ug] X (v1, va]) = upth(va) — @(u2)vr — urth(va) + ¢(u1)vy
= Y(ve)(u2 — u1) — vi(P(uz) — ¢(u1))
> (1) (uz — ur) — v1(P(u2) — @(u1))

= (1 — ur)vy (w(vl) _ ¢(U2)—¢(“1)>

(ug — up)vi (" (v1) — " (u2))
0.

U2
U2

(A\VARAVS

Preostale tri primere dokazemo simetri¢no — zamenjamo vlogi spremenljivk u in v ter
funkcij ¢ in ¢. Vsi sklepi so veljavni, saj funkciji ¢ in ¢ zadoscata istim predpostav-
kam. |

Marshall-Olkinova kopula C,, s je Marshallova kopula C} , za funkciji ¢(u) = u'~®
in Y(v) = v e sta a,3€[0,1). V primeru, ko je a = 1, je ustrezna funkcija enaka
¢ = 1(p,1). Podobno je ¢ = 1oy}, ¢e je § = 1. Vse funkcije zadoscajo pogojem (F1),
(F2) in (F3*). Na poti k izrekoma, ki karakterizirata Marshallove kopule, dokazimo
naslednjo verjetnostno lemo.

Lema 5.6. Naj bosta U in'V' slucajni spremenljivki s porazdelitvenima funkcijama F
oziroma G ter naj bo H njuna skupna porazdelitvena funkcija. Potem sta naslednji
trditvi ekvivalentni:

(i) Obstajajo take neodvisne slucajne spremenljivke X, Y in Z, da je U=max{X, Z}
in V=max{Y, Z}.

(ii) Skupno porazdelitveno funkcijo H lahko s porazdelitvenimi funkcijami Fx, Fy
i Fy izrazimo kot

H(z,y) = Fx(2)Fy(y) min{Fz(x), Fz(y)}. (5.4)

Ce velja katerakoli izmed trditev (i) ali (i), potem je F = Fx-Fy, F < Fx in F < Fy.
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Dokaz. Naj velja (i) in naj bodo Fx, Fy ter F porazdelitvene funkcije X, Y oziroma
7. Upostevamo neodvisnost X, Y in Z ter izrazimo H kot

H(z,y) = Pmax{X,Z} <z,max{Y,Z} <y)=P(X <z, Z<z,Y <y, Z<y)
= P(X <z)P(Y <y)P(Z <min{z,y}) = Fx(2)Fy(y) min{Fz(z), Fz(y)}.

Obratno, naj sedaj velja (ii). Skupno porazdelitveno funkcijo H lahko torej na-
pisemo kot (5.4), kjer so Fx, Fy in Fyz neke porazdelitvene funkcije. Naj bodo X,
Y in Z neodvisne sluc¢ajne spremenljivke s porazdelitvenimi funkcijami Fx, Fy ozi-
roma F;. Ker je slucajni vektor s svojo porazdelitveno funkcijo enolicno dolocen, je

U =max{X,Z} in V =max{Y, Z}. [ |

Marshall v ¢lanku [33] navede in dokaze naslednji izrek, ki karakterizira to druzino
kopul.

Izrek 5.7. Marshallov izrek. Naj bo Cy, Marshallova kopula in H = Cy 4 (F,G),
kjer sta F in G porazdelitveni funkciji ter H skupna porazdelitvena funkcija. Potem
sta naslednji trditvi ekvivalentni:

(i) Obstajajo take slucajne spremenljivke X, Y in Z, da je H porazdelitvena funkcija
slucajnega vektorja (max{X, Z}, max{Y, Z}).

(ii) ¢*oF = 1p*oG.

V implikaciji iz (i) v (ii) predhodno predpostavimo, da obstajata taki funkeiji ¢
in ¢, za kateri je slu¢ajnima spremenljivkama max{X, Z} in max{Y, Z} pripadajoca
kopula enaka Marshallovi kopuli Cy,. Namesto te implikacije dokazimo raje njeno
moc¢nejso razlicico, ki zgolj pod predpostavko (i) zagotavlja obstoj takih funkcij ¢ in v,
da pripadajoca Marshallova kopula Cy , povezuje porazdelitvi slucajnih spremenljivk
max{X, Z} in max{Y, Z}.

Izrek 5.8. Naj bo U = max{X,Z} in V = max{Y,Z}, kjer so X, Y in Z neke
neodvisne slucajne spremenljivke. Naj bosta F in G porazdelitveni funkciji slucajnih
spremenljivk U oziroma V' ter naj bo H skupna porazdelitvena funkcija slucajnega
vektorja (U, V). Potem obstajata taki funkciji ¢ in 1, ki zadoscata pogojem (F1),
(F2) in (F3*), da za pripadajoco Marshallovo kopulo Cy, velja

H(z,y) = Cou(F(x), Gy)) (5.5)
za vse z,y€R.

Preden nadaljujemo z dokazom, se spomnimo definicije posplosenega obrata po-
razdelitvene funkcije, podane v 2.6, in lastnosti obrata iz leme 2.7. Na strani 12 smo
za w ¢ im FFU{0,1} oznacili w = F(F~}(w)) in w = F(F~'(w)—). Ponovimo, da je
w € im F, medtem ko je w ali vsebovan v im F' ali pa ni vsebovan v im I, vendar je
w — e €im F' za vsak dovolj majhen ¢ > 0.
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Dokaz. Oznac¢imo porazdelitvene funkcije slucajnih spremenljivk X, Y in Z z FY,
Fy oziroma Fy. Po lemi 5.6 velja za porazdelitvene funkcije zveza (5.4) in enakosti
F = Fx - Fyter G = Fy - Fz. Dokaz razdelimo na tri korake. V prvem in drugem
koraku definiramo funkciji ¢ oziroma 1), za kateri dokazemo, da izpolnjujeta pogoje
(F1), (F2) in (F3*). V tretjem koraku dokazemo, da za pripadajo¢o Marshallovo
kopulo velja Zelena enakost. Dokaz sledi korakom dokaza izreka Theorem 9 iz ¢lanka
[37].

1. korak. Definiramo funkcijo ¢: I — I s predpisom

0, za u =0,
Fx(F~(u)), za u€im F\{0,1},
1, zau=1,

P(u) = W(u —u)+¢(u—), zaué¢imFU{0,1} inu ¢ imF U{0},
W(u—u)+¢(u), zauw ¢ im FU{0,1} in u€im F\{0},
f(_ul(u—U), zau ¢ imFU{0,1} inu=0.

(5.6)
Izmed vseh Sestih predpisov je za izpolnjenost enakosti (5.5) bistvena le definicija ¢
na im F', medtem ko je izven im F' funkcija definirana tako, da zadosca pogojem (F1),
(F2) in (F3*). Izven im F smo jo zato definirali preprosto kot linearno interpolacijo
med tockama, v katerih sta vrednosti funkcije ¢ po predpisu na im F' Ze definirani. Za
slednjo definicijo je potrebno lo¢iti tri primere glede na vsebovanost u v im F'U{0, 1}.
Preden dokazemo, da funkcija ¢ izpolnjuje pogoja (F2) in (F3*) (pogoj (F1) je
oCitno izpolnjen), dokazimo, da velja

¢(F(x)) = Fx(z) zavsak z€R, za katerega je F'(z) > 0. (5.7)
Izberimo tak z. Uporabimo tocko (vi) leme 2.7 in dobimo, da je
Fx(2)Fyz(z) = F(z) = F(F7(F(2))) = Fx(F7'(F(2))) Fz(F7'(F(x))).  (5.8)
Ker sta funkciji Fy in Fz narascajoci, po tocki (v) leme 2.7 velja tudi
Fx(F7Y(F(x))) < Fx(z) in Fz(F'(F(x))) < Fz(x). (5.9)

Opazimo, da iz F'(z) > 0sledi Fix(xz) > 0in Fz(z) > 0. Iz enakosti (5.8) in neenakosti
(5.9) lahko torej sklepamo, da je Fx(z) = Fy (F_l(F(q:))> = ¢(F(x)).

Sedaj dokazimo, da je ¢ narascajoca. Vzemimo 0 < u < v < 1 in predpostavimo,
da sta u,v€im F. Obstajata torej taka z,y€R, da je u = F(z) in v = F(y). Ker je
u < v in je F narasc¢ajoca, je tudi < y. Iz enacbe (5.7) torej sledi, da je

P(u) = o(F(x)) = Fx(x) < Fx(y) = ¢(F(y)) = ¢(v).
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Ker je ¢ odsekoma linearna na I\im F, je ¢ torej narascajoca na I.
Dokazati moramo le Se, da je ¢* padajoca. Na im F'\{0} po tocki (iv) leme 2.7
velja FoF~! = id in zato lahko na tem obmodju iz enacbe (5.7) sklepamo
_ ¢oFoF™! FxoF™1 1

*=¢*oFoF ! = = = :
¢t =gloke FoF—1  (Fx Fg)oF-1  FyoF-1

Ker sta funkciji F~! in F naras¢ajoci, je torej ¢* na im F\{0} padajoca. Naj bo
sedaj u ¢ im FF'U{0, 1} tak, da je u > 0. Po 7Ze dokazanem za poljuben t€im F', t < 7,
velja ¢(t)/t > ¢(u)/u in zato je

o(w) _ olu-)

= >
u u

o(1)

Iz linearnosti funkcije ¢ na [u, @] sledi, da je na tem obmodcju ¢(t)/t = a/t+ (3 za neki
konstanti o in 8. Izracunamo, da je po prejsnji neenakosti
ot M) _ T (00 @) 5
U u

u—u u—u

Funkcija ¢* je na [u,u] torej padajoca. Ker ta sklep velja za vsak u ¢ im F'U {0, 1},
je dokaz veljavnosti (F3*) koncan.

2. korak. V tem koraku definiramo funkcijo ¢ : I — I z analognim predpisom kot
¢, v katerem zamenjamo le funkciji ' in Fyx s funkcijama G oziroma Fy. Prav tako
velja, da je

Y(G(y)) = Fy(y) za vsak y€R, za katerega je G(y) > 0. (5.10)

3. korak. Ker funkciji zadoS¢ata zahtevanim lastnostim, je s predpisom (5.3) defini-
rana Marshallova kopula. Dokaz bo koncan, ko preverimo veljavnost enakosti (5.5).
Ce je F(z) = 0 ali G(y) = 0, potem je H(x,y) = 0 = Cy4(F(z),G(y)). Naj bosta
z,y € R torej taka, da je F'(z) > 0 in G(y) > 0. Zaporedoma uporabimo definicijo
Marshallove kopule (5.3), enakosti (5.7) in (5.10) ter (5.4), da dobimo

Cou(F (), G(y)) = min {F(2)Y(G(y)), ¢(F(2))G(y)}
= min{F(x)Fy (y), Fx(z)G(y)}
= H(z,y).

Iz dokaza opazimo, da za funkciji ¢ in ¢ iz dokaza velja
¢*oF =1/F; =9"oG

v vseh tockah, v katerih sta F' in G pozitivni. Za tako definirani funkciji ¢ in
torej velja tocka (ii) Marshallovega izreka 5.7, zaradi Cesar smo implikacijo iz (i) v
(ii) Marshallovega izreka posplosili. Oglejmo si Se obratno implikacijo.
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Dokaz Marshallovega izreka, implikacija iz (ii) v (i), glede na ¢lanek [33].
Definirati moramo porazdelitvene funkcije F'y, Fy in Fy, ki zadosc¢ajo enakosti (5.4).
Marshall v svojem ¢lanku postavi

F 1 1
GoF — ¢'oF  4roG’

FX:¢OF, FY:’QDOG in FZ:

Ob tako definiranih funkcijah se brez dodatnih predpostavk na funkciji ¢ in v ali
F in G pojavi problem: funkcije Fx, Fy in Fy niso nujno porazdelitvene funkcije.
Ce je F > 0 in ¢ v 0 ni zvezna, tj. ¢(0+) = c € (0,1], potem je Fx(—o00) = ¢ > 0
in zato F'x ni porazdelitvena funkcija. Enako velja za Fy, ¢e ¥ ni zvezna v 0 in je
G > 0. Ceje ¢*(0+) = d€[l,00) in F > 0, je potem Fz(—o00) = 1/d > 0 in zato Fy
ni porazdelitvena funkcija.

Marshallov izrek zato opremimo Se z nekaj dodatnimi tehni¢nimi predpostavkami
in ga nato dokazemo. Ideja dokaza ostaja enaka.

Izrek 5.9. Naj bo Cy, Marshallova kopula s pripadajocima funkcijama ¢ in i ter
naj bosta F in G porazdelitveni funkciji, za katere predpostavimo naslednje:

e Ce za v€R velja F(x) > 0 in G(z) > 0, potem je (¢*oF)(z) = (¢¥*oG) (7).

o Funkcija ¢ je zvezna v tocki 0, ali pa je xp:=inf{z R | F(x)>0}>—0c0 in ima F
vxp skok. Funkcija i je zvezna v tocki 0, ali pa je vg:=inf{x R |G(z)>0} > —oc0
i ima G v xg skok.

o Za funkcijo ¢ velja ¢*(0+) = oo, ali pa obstaja tak v € R, da je F(z) = 0. Za

funkcijo ¥ velja ¥*(04) = oo, ali pa obstaja tak x€R, da je G(z) = 0.
Definiramo H(z,y) = Cy(F(x),G(y)) za vsak z,y € R. Potem obstajajo take ne-
odvisne slucajne spremenljivke X, Y in Z, da je H skupna porazdelitvena funkcija
slucajnega vektorja (max{X, Z}, max{Y, Z}).

Dokaz. Tudi ta dokaz razdelimo na tri korake. V prvem definiramo funkciji Fy
in Fy, za kateri dokazemo, da sta porazdelitveni funkciji. Tu potrebujemo drugo
tocko predpostavk izreka. Enako naredimo v drugem koraku za funkcijo F, kjer
uporabimo prvo in tretjo tocko predpostavk. V tretjem koraku dokazemo, da je
porazdelitvena funkcija slucajnega vektorja (max{X, Z}, max{Y,Z}) res enaka H.
Dokaz sledi korakom dokaza izreka Theorem 10 iz ¢lanka [37].

1. korak. Definiramo funkcijo Fx s predpisom
Fx(x) = ¢(F(x)) za vsak z€R.

Ker sta funkciji ¢ in F' narascajoci, je F'y narascajoca. Funkcija F' je zvezna z desne.
Naj bo ¢ zvezna. Funkcija Fx je potem zvezna z desne in

rT——00

lim Fx(z)=¢ (xl_ig_noo F(:C)) = ¢(0) = 0.
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Denimo, da ¢ ni zvezna. Po drugi tocki predpostavk izreka je xp > —oo in F(zp) > 0.
Ker je ¢ po lemi 5.4 zvezna na (0,1], je Fx zvezna z desne. Za vsak x < zp je
Fx(z) = ¢(0) = 0 in zato je Fx(—o0) = 0.

Za dokaz Fx(00) = 1 ne potrebujemo dodatnih predpostavk izreka, saj je ¢ zvezna
v 1. Po izreku 2.2 je torej F'x porazdelitvena funkcija.

Po analognem razmisleku (zamenjamo ¢ s ¢ in F' z @) lahko definiramo tudi
porazdelitveno funkcijo Fy s predpisom

Fy(z) =¢(G(z)) za vsak xe€R.

2. korak. Ce je F'>0, potem je 2p=—00. V nasprotnem primeru je lahko F(zr)>0,
¢e ima F' v xp skok, ali pa je F(xp) = 0, ¢e je F' v xp zvezna. Podobno velja za
funkcijo G in zg. Ce je F > 0 ali ima F v xp skok, in ¢e je G > 0 ali ima G v z¢
skok, potem za vsak x €R definiramo

0, ¢e je F(z) = G(z) =0,
1/1(%2))’ ¢e je F(z) =01in G(z) > 0,
Fale) = qs(igg)), ¢e je F(z) >01in G(z) =0,
F(x) B G(x) Lo )
SF @) <— @D(G(m))) , Ceje F(z)>0in G(x) > 0,

kjer enakost v zadnjem predpisu velja po predpostavki. Vsi predpisi so dobro defi-
nirani, saj po lastnosti (Fa*) velja ¢(u) = 0 oziroma 1(u) = 0 natanko tedaj, ko je
uw=0. Ceje F zvezna v zp ali G zvezna v z¢, potem v teh dveh to¢kah na novo

defini
efiniramo 1 1

—— oziroma Fylxg)=——. 5.11
5 07) o) = 50w o1
Funkcija F; je v slednjem primeru dobro definirana, saj v primeru xp = xg iz prve
tocke predpostavk sledi ¢*(0+) = ¢*(0+). Zaradi dodatnega predpisa (5.11) je funk-

cija Fz zvezna z desne tudi v primeru, ko je ¢*(0+) < oo ali ¥*(04) < oo. O¢itno je

FZ(QIF) =

F7 narascajoca, saj sta funkciji F' in G narascajoci ter ¢* in ¢* padajoci. Prav tako
brez uporabe dodatnih predpostavk velja Fiz(0c0) = F(00)/¢(F(00)) = 1.

Dokazimo ge, da je Fiz(—oo) = 0. Ce obstaja tak x € R, da je F(x) = G(z) = 0,
potem je po definiciji Fz seveda Fz(—oo) = 0. Naj bo F' > 0. Po tretji tocki
predpostavk potem velja ¢*(0+) = oo in zato je

1 1

AP I ) T eon

Podobno velja v primeru, ko je G > 0, saj je tedaj ¢*(0+) = 0.

Definirali smo torej porazdelitveno funkcijo Fz, za katero po prvem koraku velja
Fx(x)Fz(x) = ¢(F(x))Fz(x) = F(x) za vsak z€R,

(5.12)
Fy(z)Fz(x) = ¢¥(G(x))Fz(x) = G(x) za vsak z€R.
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Ce je F(x) > 0 oziroma G(x) > 0, zadnji dve enacbi sledita iz definicije Fj;. Ce je
x tak, da je F(z) = 0 oziroma G(z) = 0, potem je tudi Fx(z) = ¢(0) = 0 oziroma
Fy(x) = (0) = 0 in zato enacbi veljata za vsak x €R.

3. korak. Zaporedoma upostevamo definicije funkcije H, Marshallove kopule Cy 4,
porazdelitvenih funkcij F'y in Fy ter enakosti (5.12), da izpeljemo

H(z,y) = Cou(F(2), G(y)) = min {F(2)P(G(y)), o(F(2))G(y)}
= min {F(z)Fy(y), Fx(x)G(y)}
= min { Fx () Fz(2) Fy (y) , Fx(2)Fy (y)Fz(y)} -

Funkcijo H lahko torej zapisemo kot (5.4). Naj bodo sedaj X, Y in Z take neodvisne
sluc¢ajne spremenljivke, da so v prejsnjih korakih definirane funkcije F'x, Fy oziroma
F7 njihove porazdelitvene funkcije. Druga izmed ekvivalentnih trditev leme 5.6 je s
tem izpolnjena in dokaz koncan. |

Oglejmo si poseben primer Marshallovih kopul, ki ga dobimo tako, da v verje-
tnostnemu modelu iz razdelka 5.1 dodatno privzamemo, da so casi udarov enako
porazdeljeni.

Zgled 5.10. Marshallova kopula za enako porazdeljene Case udarov.
Naj veljajo predpostavke izreka 5.8 in ob tem dodatno predpostavimo, da so slucajne
spremenljivke X, Y in Z enako porazdeljene. Ce z Fx ozna¢imo njihovo porazde-
litveno funkcijo, potem je F = G = F%. Zelimo najti taki funkciji ¢ in v, da bo
funkcija

H(r,y) = min { F(e) Fx (y), Fx () F3 (1)}

za vsak x,y€R enaka funkciji
Cou(F(2), G(y)) = min {¢ (F}(2)) F(y), F¥(2) ¥ (F3(y))} -

Ob primerjavi obeh izrazov ugotovimo, da funkcijama ¢(t) = (t) = V1, t € I,
pripadajoca kopula Cj ., ustreza enakosti. Kljub temu da je porazdelitvena funkcija
Fx poljubna, je ustrezna kopula torej kar Marshall-Olkinova kopula s parametroma
a=p0=1/2.

Opazimo, da lahko funkciji ¢ in 1 na komplementu im F oziroma im G definiramo
bolj naravno ter preprosto kot v dokazu izreka 5.8, kjer smo ju na teh obmocjih
definirali kot linearno interpolacijo. Dejstvo, da funkcij in s tem Marshallovih kopul
izven im F' xim G ni mogoce definirati enoli¢no, sledi Ze iz Sklarovega izreka 3.14. [J

Izpeljimo algoritem za generiranje realizacije (u,v) sluCajnega vektorja (U,V) s
skupno porazdelitveno funkcijo Cy 4 za neki funkciji ¢ in v, ki zadoScata predpostav-
kam (F1), (F2) in (F3*). Obstajata dva nacina, na katera dolo¢imo funkciji ¢ in .
Prva moznost je, da smo v verjetnostnem modelu doloc¢ili porazdelitve casov udarov
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X, Y in Z ter nato preko dokaza izreka 5.8 izracunali funkciji ¢ in v, za kateri je
Cy . pripadajoca kopula slucajnega vektorja (max{X, Z}, max{Y, Z}). Porazdelitveni
funkciji max{X, Z} in max{Y, Z} oznacimo standardno z F' oziroma z G. Denimo,
da so X, Y in Z zvezne. Z uporabo leme 2.8 izpeljemo naslednji algoritem.

Algoritem 5.11. Vzorcenje iz Marshallove kopule.
1. Neodvisno vzor¢imo r, s,t iz porazdelitve EZ[0, 1].
2. Definiramo = = Fy;'(r), y = Fy''(s) in 2 = F\(t).

3. Definiramo v’ = max{z, z} in v' = max{y, z}.
4. Definiramo v = F(u') in v = G(v'). Iskani par je (u,v).

Druga moznost je, da smo brez interpretacije v verjetnostnem modelu definirali
neki dve funkciji ¢ in 1, ki zadosc¢ata pogojem (F1), (F2) in (F3*). V tem primeru
algoritem temelji na izreku 5.9. Najprej pois¢emo taki porazdelitveni funkciji F' in G,
za kateri velja ¢*o F' = 1)*o(G. Preverimo Se, ali so izpolnjene preostale predpostavke
izreka 5.9. Ce so predpostavke izpolnjene, definiramo porazdelitvene funkcije Fy, Fy
in F; tako kot v dokazu izreka 5.9. Denimo, da so Fx, Fy in F zvezne. Zopet lahko
vzorc¢imo na podlagi algoritma 5.11.

Marshallove kopule so urejene na nacin, ki je opisan v naslednji trditvi.

Trditev 5.12. Urejenost Marshallovih kopul. Naj bosta Cy y, in C¢, Marshallovi
kopuli s pripadajocima funkcijama ¢ in ¢ oziroma ¢ in n. Potem veljata naslednji
trditvi:

(i) Za vsako Marshallovo kopulo velja 11 < Cy, < M, kjer Il in M prav tako
pripadata druzini Marshallovih kopul. Ce je ena izmed funkcij ¢ ali ¢ enaka
identicni funkciji, potem je pripadajoca Marshallova kopula enaka produktni. Za
Om = Yy = Lo dobimo za Marshallovo kopulo Fréchet-Hoeffdingovo zgornjo
mejo M.

(ii) Ceje ¢ < ¢ in v <m, potem je Cyyp = Ccy.

Dokaz. Ker za funkciji ¢ in 9 velja lastnost (Fa*), je Cy(u,v) > uv = II(u,v). Po
(Fa*) velja tudi Ciqy(u,v) = min{uv, uip(v)} = uv. Preostali del tocke (i) in tocka
(ii) sta oCitni. [ |

Ce sta funkciji ¢ in v strogo naras¢ajodi, je nosilec pripadajo¢e Marshallove ko-
pule enak I? in kopula ima tako absolutno zvezni kot tudi singularni del. Nosilec
singularnega dela je krivulja

Lo = {(u,v) €T | ¢"(u) = ¢"(v) > 1}.

To sledi iz

K _ {cb’(u), za ¢ (u) < ¢ (v),
'(v), za ¢*(u) > *(v).
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V naslednji trditvi dokazemo nekatere lastnosti zveznih slucajnih spremenljivk, ki ju
povezuje Marshallova kopula. V dokazu te trditve uporabimo trditve 3.33, 3.35 in
3.37, kjer so te lastnosti izrazene z analiticnimi lastnostmi kopul.

Trditev 5.13. Repne lastnosti Marshallovih kopul. Naj bosta X in Y slucajni
spremenljivki s skupno porazdelitveno funkcijo H in zveznima robnima porazdelitve-
nima funkcijama I oziroma G, katerih pripadajoca kopula je Marshallova kopula Cy ..
Potem velja:
(i) LRP(Y|X) in LRP(XY) (iz cesar sledi pozitivna odvisnost) za poljubni funkciji
(ii) SN(Y'|X), iz cesar sledi lastnost DRN(Y'|X), oziroma SN(X|Y), iz cesar sledi
DRN(XY), natanko tedaj, ko je ¢ oziroma v konkavna.

(iii) DRN(Y|X) oziroma DRN(X|Y') natanko tedaj, ko je (1—¢(u))/(1—u) oziroma
(1 —(u)/(1 —u) za we(0,1) padajoca funkcija.

(iv) Spodnji repni koeficient Marshallove kopule Cy . je enak
AL =min{¢(0+), ¥ (0+)}.

Ce obstaja tak to€[0,1), da je ¢(t) < () za vsak t € [ty, 1], potem je

1—o(t
tt1 1 —t¢

—1-40-)
Ce obstaja tak to€[0,1), da je () < ¢(t) za vsak t € [ty, 1], potem je

)\Uzl—hml;l/)(t)

lim ———= =1-9'(1-).

Dokaz. Naj bo C = Cy, Marshallova kopula s pripadajo¢ima funkcijama ¢ in 9, ki
zadoscata pogojem (F1), (F2) in (F3*). Pri tockah (i), (ii) in (iii) bomo dokazali
le prve dele trditev. Preostali deli teh tock se dokazejo analogno, saj funkciji ¢ in
nastopata v Marshallovi kopuli simetri¢no ter zadoscata enakim lastnostim.

(i) Ker je funkcija C(u,v)/u = min{¢*(u)v,¥(v)} po (F3*) padajofa v spremen-
ljivki u, za kopulo C' velja LRP(Y|X).

(ii) Kopula C je SN(Y'|X) natanko tedaj, ko je za vsak v €I in skoraj vsak u €1
funkcija

0 U(v),  ceje ¢(u) > ¥ (v),

70(’&, U) = / v .

du ¢'(u,  ceje ¢"(u) <P (v),

padajoca v spremenljivki w. Naj bo v > 0 poljuben in u; < uy taka, da je
o*(ug) < *(v) < ¢*(u1). Dokazati zelimo, da je (v) > ¢'(ug)v. To drzi, ker
po posledici lastnosti (Fc*) velja ¢/ (uz) < ¢*(uz) < ¢*(v). Dokaz je koncan, saj
drugi predpis pada v spremenljivki u natanko tedaj, ko je ¢ konkavna.
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(iii) Kopula C' je DRN(Y|X) natanko tedaj, ko je za vsak v €l funkcija

oo Cluy) T = e = B e 6t 2 v (o)
B e jo 6" (u) < U°(0),

padajoca v spremenljivki u. Ker je ¢)(v) > v, prvi predpis pada v spremenljivki
u. Drugi predpis je padajoca funkcija v u natanko tedaj, ko je padajoca funk-
cija (1 — ¢(u))/(1 —u). Za konec dokaza te tocke naj bo v > 0 poljuben in
0 <up <wup <1 taka, da je ¢*(ug) < ¢¥*(v) < ¢*(uy). Ker je funkcija ¢* zvezna
na intervalu [uq, us|, obstaja tak @, da je ¢*(4) = ¢ (v) in zato velja

U—C(ul,v)>U—C(€L,v)>v—C’(u2,U)
l—w, = 1-a = 1-wu

(iv) Diagonalni odsek Marshallove kopule C' je enak

5(t) = tmin{6(t),v(t)},  tel

Od tod o¢itno sledi formula za Ar. Naj bo ty€[0,1) tak, da je ¢(t) < (t) za
vsak t € [ty, 1]. V tem primeru je

lml—é(t) —l'mﬂ:hm <¢(t)+

=1
tt1 1 —1¢ tt1 1 —1¢ t11

od koder sledi prvi izraz za A\y. Ce uporabimo $e L’Hépitalovo pravilo za racu-
nanje limit, izpeljemo Se drugi predpis za A\y;. Podobno dokazemo zadnjo trditev
te tocke.

[ |

V ¢lanku [6] je obravnavan primer simetri¢nih Marshallovih kopul, tj. pripa-
dajoci funkciji ¢ in 1) sta enaki, ceprav ni prepoznan kot tak, zaradi ¢esar v ¢lanku
manjka verjetnostna karakterizacija. Dokazano je, da je simetri¢cna Marshallova ko-
pula res kopula, prav tako pa so pri ¢ = 1 dokazani rezultati trditev 5.12 in 5.13.
Navedimo dva rezultata tega ¢lanka. Ce je ¢(t) = 0t+(1—0), t€1, za 6 €0, 1], potem
je pripadajoca Marshallova kopula Cy 4 enaka Fréchetovi kopuli iz zgleda 4.3 s para-
metroma o = 0 in § = 1 — 6. Za simetricno Marshallovo kopulo Cj 4 sta Kendallov 7
in Spearmanov p enaka

1 1
Top = 4/0 r¢? (z) dr — 1 in Pob = 12/0 ?p(z) dv — 3.

Na koncu tega razdelka navedimo Se povezavo med Marshallovimi kopulami in
semilinearnimi kopulami (4.9). Iz predpisa (4.10) sledi, da so semilinearne kopule na-
tanko simetricne Marshallove kopule. Semilinearne in simetricne Marshallove kopule
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imajo torej tako verjetnostno kot geometrijsko interpretacijo. Preprosto lahko doka-
zemo tudi, da je C' Marshallova kopula natanko tedaj, ko obstajata taki semilinearni
kopuli S in Sy, da za vse u, v €1 velja

C(u,) = min {Sl(uv, v) Sa(u, uv) } |

v ’ U

Vsaka Marshallova kopula je torej transformacija dveh semilinearnih kopul (¢lanek

[8])-

5.3 Vecrazsezne Marshallove kopule

Marshallove kopule lahko posplosimo na vecérazsezni primer tako, da pois¢emo

n-kopulo, ki pripada verjetnostnemu modelu 5.1 z n komponentami. Ob tem moramo

natancno dolo¢iti, koliko udarov deluje na sistem in na katere komponente vplivajo.
Vecrazsezna Marshallova kopula izhaja iz naslednjega verjetnostnega modela. Na

sistem z n komponentami Aq, As, ..., A, deluje n + 1 razli¢cnih vrst udarov. Prva
vrsta udara vpliva le na komponento A;, druga vrsta le na A,,...,n-ta vrsta le na
A,, zadnja vrsta udara pa deluje na vse komponente Aj, Ao, ..., A, hkrati. Case
prihodov prvih n vrst udarov oznac¢imo zaporedoma z X1, X, ..., X,,, medtem ko cas
zadnjega udara oznacimo z Z. Predpostavimo, da so X, Xs,..., X, in Z neodvisne.
Zivljenjske dobe komponent A, A,, ..., A, ozna¢imo zaporedoma z Uy,Us,,...,U,.

Potem je U; = min{X;, Z} za vsak i € {1,2...,n}, saj vsaka izmed komponent
preneha delovati ob prvem udaru nanjo. Zelimo poiskati kopulo prezivetja C, ki zdruzi
enorazsezne funkcije prezivetja Fy, Fo, ..., F, sluéajnih spremenljivk Uy, Us, ..., U, v
njihovo skupno funkcijo prezivetja H.

Naj bodo ¢1, ¢, ..., ¢, funkcije iz I v I, ki zadoscajo pogojem (F1), (F2) in

(F3*). Marshallova n-kopula je funkcija C': I" — 1, definirana s predpisom

C(uy,ug,...,u,) = min }{gbl(ul) e Ot (Up—1) g Ppr1 (Upeyn) - - - gbn(un)}

ked{l,...n

=[[w- min ﬁ ;i (u;)

ke{l,...,n}

i=1 i=1

i#k
Slucajnim spremenljivkam Uy, Us, ..., U, pripadajoCa kopula prezivetja je Marshall-
ova n-kopula, kjer za vsak i€{1,2... n} definiramo ¢; = Fx,0F; ! na im F; (¢lanek

[7])-

Marshall-Olkinovo dvorazsezno kopulo lahko razsirimo na ve¢ razseznosti preko
bolj splosnega modela, kot je opisani model vecrazsezne Marshallove kopule — za
vsak k € {1,2,...,n} lahko dovolimo udare na k poljubnih komponent hkrati. Na
sistem torej deluje 2" —1 udarov, katerih casi prihodov so porazdeljeni eksponentno.
Vpeljimo naslednjo notacijo. Za vsako neprazno mnozico K C {1,2,...,n} =@ N
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naj bo Xx porazdeljena eksponentno s parametrom Ax > 0. Sluc¢ajna spremenljivka
Xk predstavlja ¢as udara, ki deluje natanko na komponente {A; |k € K}. Ce je
Ak = 0, potem je X = oo skoraj gotovo. To pomeni, da v modelu ni takega udara,
ki bi deloval natanko na komponente {A; |k € K}. Predpostavimo, da so slucajne
spremenljivke { Xk }p2xcny neodvisne in da je Yjrex Ak > 0 za vsak k € N, tj.
na vsako komponento deluje vsaj en udar. Zivljenjska doba komponente Ay, je torej
enaka
U = min{Xg | K C N, za katerega je k€ K }.

Za vsak k € N je Uy porazdeljena eksponentno s parametrom > x.pex Ax > 0. Po-
dobno kot pri dvorazseznem primeru v (5.1) izpeljemo

H(zy,2o,...,7,) = exp (— Z )\Kr]?z}g({:vk}), X1, %o, ..., Ty > 0.
I£KCN €

Od tod lahko zopet podobno kot pri dvorazseznem primeru dokazemo, da je kopula
prezivetja, ki pripada slucajnemu vektorju (Uy, Us, ..., U,), enaka

Clur,ua, ..., un) =[] géi}f(l{uzK/z’“EL/\L}, Uy, U, . .., Up €L (5.13)
0AKCN
Kopulo, ki je podana s predpisom (5.13), imenujemo Marshall-Olkinova n-kopula
[34]. Ta ima 2"—1 parametrov, zaradi ¢esar je za velike n zelo prilagodljiva, vendar
hkrati tezavna za obravnavo.
Zaradi narave verjetnostnega modela, ki stoji za Marshall-Olkinovimi vecrazse-
znimi kopulami, so le-te pogostokrat uporabljene v finan¢éni matematiki, na pri-

mer pri upravljanju s tveganji, modeliranju kreditnega tveganja in v zavarovalnistvu
[10, 30, 18, 3].






Poglavje 6
Maksmin kopule

To poglavje predstavlja osrednji del disertacije. V njem definiramo maksmin kopule,
ki izhajajo iz modifikacije verjetnostnega modela Marshallovih kopul. Prvi razde-
lek je namenjen motivaciji in opisu modela. V drugem razdelku definiramo maksmin
kopulo in dokazemo, da je res kopula. Karakterizacija maksmin kopul z modelom dvo-
komponentnega sistema, na katerega delujejo udari in ima ena komponenta moznost
obnovitve, je podana v tretjem razdelku. V cetrtem razdelku obravnavamo lastnosti,
ki smo jih vpeljali v razdelku 3.3, in navedemo primere maksmin kopul. Rezultati
tega poglavja so obravnavani v ¢lanku [37].

6.1 Motivacija in verjetnostni model

V razdelku 5.1 smo predstavili verjetnostni model, iz katerega izhajajo Marshallove in
Marshall-Olkinove kopule. Ta model spremenimo tako, da dopus¢amo moznost obno-
vitve komponente A, medtem ko ostanejo lastnosti komponente B in treh vrst udarov
nespremenjene. To si lahko predstavljamo tudi tako, da imamo na razpolago dodatni
primerek komponente A. Nas verjetnostni model je torej sistem s komponentama A
in B, na katerega delujejo udari treh vrst in v katerem ima komponenta A moznost
obnovitve. Prva vrsta udara vpliva le na komponento A, druga vrsta le na B, tretja
vrsta udara pa deluje na obe komponenti hkrati. Grafi¢ni predstavitvi tega modela
in prvotnega modela iz razdelka 5.1 sta podani na sliki 6.1.

Case udarov ozna¢imo zaporedoma s slu¢ajnimi spremenljivkami X, Y in Z ter
za njih predpostavimo, da so med seboj neodvisne. Zivljenjski dobi komponent A
in B ozna¢imo z U oziroma z V. Zivljenjska doba V = min{Y, Z} komponente B
ostane nespremenjena, medtem ko je U = max{X, Z}, saj zaradi obnovitvene lastnosti
komponenta A preneha delovati Sele ob obeh udarih nanjo. Zelimo poiskati slu¢ajnima
spremenljivkama U in V pripadajoco kopulo. S tem namenom v naslednjem razdelku
vpeljemo maksmin kopule, za katere v drugem razdelku dokazemo, da resijo nas
problem.

Opisani verjetnostni model sodi v podrocje analize prezivetja [28, 40] in ga je zato
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moZnost
obnovitve

A B A B
iiV'J'e”J'TJka doba 2iV'J'e”J'flka doba sivljenjskadoba sivljenjskadoba
U Vv

4 4

Slika 6.1. Verjetnostni model Marshallovih kopul (levo) in njegova modifikacija (desno),

neodvisne X neodvisne X

ki je model maksmin kopul.

mogoce uporabiti na raznovrstnih podrocjih, kot so na primer (bio)medicina, inZenir-
stvo in ekonomija. Navedimo dva mozna zgleda uporabe tega modela. Na glavnem
strezniku imamo spletno aplikacijo in njej pripadajoco podatkovno bazo, katere kopija
je Se na nekem oddaljenem strezniku. Naj bo U zivljenjska doba podatkovne baze in
V ¢as dostopnosti aplikacije na spletu. Cas udara prve in tretje vrste je ¢as, ko pre-
gori oddaljeni oziroma glavni streznik (na primer zaradi elektri¢nega udara). Druga
vrsta udara je sesutje aplikacije. Podatkovno bazo torej izgubimo natanko tedaj, ko
pregorita oba streznika (v kateremkoli vrstnem redu), medtem ko aplikacija na spletu
ni ve¢ na voljo natanko tedaj, ko se sesuje sama ali pa pregori glavni streznik. Opisani
zgled torej ustreza temu modelu.

Podoben primer lahko najdemo v ekonomiji. Denimo, da opazujemo majhen trg,
ki je primarno odvisen le od dveh podjetij — farmacevtskega podjetja A in podjetja B,
ki proizvaja avtomobilske dele. Naj bosta U in V' zivljenjski dobi podjetij A oziroma
B. Podjetje A ima na nekem tujem trgu Se hcerinsko podjetje. Naj bosta X in Z
cas zloma tujega oziroma domacega trga, ¥ pa naj bo cas zloma trga avtomobilskih
delov. Ugotovimo, da je U = max{X, Z} in V = min{Y, Z}.

Za konec poudarimo, da verjetnostni model maksmin kopul ni poseben primer
modela z ,neusodnimi® udari, ki je obravnavan v clanku [34]. V modelu z neusodnimi
udari predpostavimo, da na sistem z dvema komponentama brez moznosti obnovitve
delujejo udari treh vrst, ki pa ne povzrocijo nujno prenchanje delovanja komponent.
Prva oziroma druga vrsta udara deluje le na komponento A oziroma B in jo uniéi z
verjetnostjo py € (0, 1] oziroma ps € (0, 1]. Tretja vrsta udara deluje na obe komponenti
hkrati in pri tem unici le prvo oziroma le drugo komponento z verjetnostjo po; € [0, 1]
oziroma pjg € [0, 1], medtem ko je pgo € [0, 1] verjetnost prenehanja delovanja obeh
komponent. Po drugi strani v modelu maksmin kopul velja, da ,,prihod prvega udara
unici polovico komponente A z verjetnostjo 1, nato pa prihod drugega udara unici Se
drugo polovico komponente A, zopet z verjetnostjo 1
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6.2 Definicija maksmin kopul

Tako kot Marshallove kopule so tudi maksmin kopule odvisne od dveh funkcij, ki
morata zadoscati dolo¢enim lastnostim. Pri tem mora ena izmed funkcij, ki jo bomo
standardno oznacevali s ¢, zadoscati enakim zahtevam kot funkciji iz definicije Mar-
shallovih kopul. Drugo funkcijo bomo standardno oznacevali s ¢ in zanjo predposta-
vili neke druge lastnosti, ki jih definiramo in obravnavamo Se pred definicijo maksmin
kopule.

Naj bo v: [0,1] — R neka funkcija. Spomnimo se, da smo na zacetku razdelka

5.2 definirali funkcijo

01— R )= 2

vpeljali lastnosti (F1), (F2) in (F3*) ter dokazali lemo 5.4. V tem poglavju vpeljemo
se dodatno lastnost

(F3,) v —¥(v1) — v19(vg) < w9 — (vg) — vath(vy) za vse vy < vy iz L.

Dodatne lastnosti, ki sledijo iz pogojev (F1), (F2) in (F3.), dokazemo podobno kot
v razdelku 5.2 ter jih primerno oznacimo.

Lema 6.1. Ce v: [0,1] — R zadosca pogojem (F1), (F2) in (F3.), potem veljajo
naslednje trditve:

(Fa,) ¢¥(v) <wv za vse veEl,

(Fb.) ce je ¥(v) =v za nek vel0,1), potem je ¥ na intervalu [0,v] enaka identicni

funkciji,
_ 1 1—
(Fc,) P(v2) — (1) < () < P(va) za vse 0 < vy < g < 1,
Vg — U1 1-— (%1 1-— (%)

e v je zvezna na intervalu [0, 1).
Dokaz. Zaporedoma dokazemo vse tocke leme.

(Fa,) V neenakosti (F3,) vzamemo v; = 0 in nato uporabimo (F1).

(Fb,) Predpostavimo, da obstaja tak vy € [0,1), da je 1(vy) = vy, Za vy < vy PO
(F3.) potem velja v1(1 — va) < ¥(v1)(1 — v2) oziroma vy < 1(vy). Z uporabo
lastnosti (Fa,) je dokaz te tocke koncan.

(Fc,) Zlahka preverimo, da sta obe neenakosti ekvivalentni (F3.).

e Ocitno sledi iz (Fc,).
[

Ker je neenakost v (F3,) trivialna pri vo = 1, je lahko ¢ v tocki 1 nezvezna. Taka
je na primer funkcija 1 (v) = (v/2) - L(o1y(v) + Ly (v).
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Za funkcijo ¢: [0,1] — R, ki zadosc¢a pogojem (F1), (F2) in (F3.), definirajmo
funkcijo ¢,: {ve(0,1) | ¢¥(v) < v} U{1} — R s predpisom

_1-3()
= u(v)

zav€(0,1) in ¥, (1) = 1. Opazimo, da lahko funkcijo 1, razsirimo na celoten interval

thu(v)

[0, 1], ¢e definiramo

00, e je P(v) =ve|0, 1),
blo) = {10 eje vl) <o,
1, cejev =1.

Po (Fb.) obstaja tak vy € (0, 1], da ima na intervalu (v, 1] U {1} funkcija 1, kon¢ne
vrednosti. Opazimo, da je ¥,(04+) = oo. Spomnimo se, da lahko za funkcijo ¢*
sklepamo le, da obstaja limita ¢¥*(0+) = c € [1,00]. Z vpeljavo funkcije 1, lahko ob
veljavnosti (F1) in (F2) formulacijo lastnosti (F3,) poenostavimo.

Lema 6.2. Naj za funkcijo ¢ : [0,1] — R wveljata pogoja (F1) in (F2). Potem

veljata naslednji trditvi:

o [Funkcija v zadosca pogoju (F3.) natanko tedaj, ko je funkcija . : [0,1] — [1, 0]
padajoca.

o Ce funkcija ¢ zadosca pogoju (F3.,), potem obstaja '(v) za skoraj vsak v in za

vsak tak v je ' (v) < 11—_1D5}v)

Dokaz. Zaporedoma dokazimo obe tocki leme.

e Naj velja (F3,). Veljajo torej vse trditve leme 6.1. Vzemimo v; < vy in dokazimo,
da je ¥, (vy) < . (v1). Ugotovimo, da lahko neenakost iz (F3,) zapiSemo tudi kot

(vr = ¥(01)) (1= ¥(v2)) < (v2 = () (1= (w1)). (6.1)

Po (Fa,) so vsi faktorji nenegativni. Od tod sledi 1. (ve) < 1. (vy), Ce je v; < ¥(v;)
za i € {1,2}. V primeru, ko je ¢¥(v;) = vy, je ¥.(v1) = 00 in zato seveda velja
i (v2) < 1h.(v1). Preostane torej Se moznost, da je v1 < ¢(vy) in vy = P(ve). Iz
lastnosti (Fb,) potem sledi vy = 1, zaradi Cesar je 1, (ve) = 1 < b, (v1).

Obratno, naj bo sedaj v, padajoca funkcija. Dokazati moramo (F3,) oziroma
ekvivalentno (6.1). V tem dokazu se na trditve leme 6.1 ne moremo neposre-
dno sklicati, saj njene predpostavke niso izpolnjene. Ker za poljuben v €1 velja
. (v) > 1.(1) =1 > 0, funkcija ¢, kljub temu zadosca lastnosti (Fa.). Naj bosta
v; < vy poljubna. Ce je v; < 9(v;) za i € {1,2}, potem iz ¥, (vs) < 9. (v1) oéitno
sledi (6.1). V primeru, ko je 1(vy) = v, je 1.(v2) = 0o in zato tudi ¥ (vy) = vy,
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od koder sledi veljavnost (6.1). Preostane torej Se moznost, da je ¥ (v;) = v;. Ne-
enakost (6.1) je v tem primeru ekvivalentna neenakosti (1 — vy)(vy — 9(v2)) > 0,
ki je izpolnjena po dokazani lastnosti (Fa,.). Dokaz ekvivalence pogojev je torej
koncan.

e Poleg (F1) in (F2) predpostavimo Se (F3,). Ker je ¢y monotona omejena funkcija
na intervalu [0, 1], je odvedljiva skoraj povsod glede na Lebesgueovo mero. Po
ravnokar dokazanem je ¢* padajoca in zato je

A1\ 1) )1 )
0§dv<w*<v>>‘ 01— )P

za vsak v, v katerem je ¢ odvedljiva, iz ¢esar sledi ¢/ (v) < (1 —(v))/(1 —v).
|

Maksmin kopula bo tako kot Marshallova kopula odvisna od dveh funkcij z domeno
[0,1], ki ju bomo standardno oznacevali s ¢ in . Pri Marshallovi kopuli sta obe
funkciji zadoscali enakim predpostavkam, tj. (F1), (F2) in (F3*). Pri maksmin
kopuli Cy 4 bo ¢ Se vedno zadoscala (F1), (F2) in (F3*), medtem ko bodo za 9 veljali
pogoji (F1), (F2) in (F3.,). Z namenom poenostavitve vpeljimo naslednjo oznako:
par funkcij (¢,v), ¢, : [0,1] — [0,1], zadosc¢a lastnosti (F), ¢e za obe funkeciji
veljata lastnosti (F1) in (F2), ¢ zadosca (F3*), ¢ pa zadosca lastnosti (F3,).

Iz pogoja (F) sledijo vse do sedaj nastete lastnosti oblike ,,(Fx)“ in trditve v
lemah 5.4, 6.1 in 6.2. Ob veljavnosti (F) velja Se t¢(t) + t1)(t) < t + ¢(t)1(t), kar je
ekvivalentno lastnosti

(Fd) ¢(t)(t — (1)) < t(1 —(t)) za vsak tel oziroma ¢*(t) < 1, (t).

Na sliki 6.2 so skicirani razliéni primeri funkcij ¢ in v, ki zados¢éajo pogojem (F1),
(F2) in (F3*) oziroma (F3,) ter graficno predstavijo dokazane lastnosti tipa ,,(Fx)*“

1 > 1 1

0 1 0 1 0 1

(a) Veljati mora ¢ <id < ¢.  (b) Oris lastnosti (Fb*) in (c) Funkeiji sta lahko nezvezni.
(Fb.).

Slika 6.2. Primeri funkcij ¢ in v, ki zadosc¢ajo pogojem (F1), (F2), in (F3*) oziroma
(F3.), ter ilustrirajo lastnosti tipa ,,(Fx)*
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Definicija 6.3. Naj par funkcij (¢,7) zados¢a pogoju (F). Funkcijo Cyy: 12 — 1,
definirano s predpisom

C(u,v) = Cpy(u,v) = min{p(u)(v — Y(v)),u(l —(v))} + up(v), wu,vel, (6.2)
imenujemo maksmin kopula.

Ce izberemo taka u in v, da sta vrednosti ¢*(u) in 9, (v) koncni, je potem

C(u,v) = u(v — () min{¢*(u), Y« (v)} + urh(v).
To obliko lahko primerjamo z Marshallovimi kopulami in pri tem opazimo bistveno
razliko v dodatnem ¢lenu ut(v). V primeru, ko je ena izmed vrednosti ¢*(u) ali ¢, (v)
neskon¢na, je C'(u,v) = uv = I(u,v).
Ce dovolimo neskoné¢ne vrednosti funkeij ¢* in 1., pridemo Se do tretjega nac¢ina
zapisa maksmin kopule:

C(u,v) =

{cb(U)(v — () +u(v), Eeje ¢ (u) < ¥u(v), 63)

u, ce je 1. (v) < ¢"(u).

Zau > v, je C(u,v) enaka prvemu predpisu, saj po (Fd) in (F3.) velja ¢*(u) < ¢.(v).
Sedaj imamo vsa potrebna sredstva, da dokazemo, da je maksmin kopula res kopula.

Izrek 6.4. Maksmin kopula je kopula.

Dokaz. Naj bo C' = C,, maksmin kopula s pripadajocim parom funkcij (¢, ), ki
zados¢a pogoju (F). Funkcija C' zaradi veljavnosti (F1) ocitno zadoS¢a pogojema
(C1) in (C2). Izberimo poljubne u;, us,v1, vy €1, za katere je uy; < ug in v; < vs.
Dokazati zelimo, da je plosc¢ina pripadajocega pravokotnika glede na C' nenegativna. V
ta namen lo¢imo primere glede na urejenost vrednosti ¢*(uq), ¢*(uz), 1. (v1) in P, (vs).
Ko upostevamo pogoja (F3*) in (F3,), preostane Sest razlicnih primerov. Vsakega
izmed njih obravnavamo posebej. V dokazu bomo uporabljali zapis maksmin kopule

(6.3).
(i) Ce je ¥.(v2) < ahu(v1) < ¢*(ug) < ¢*(uy), neposredno izra¢unamo

Ve ((ur, ug) X (v1,v3]) = Clug, v2) — Clug, v1) — C(uy,ve) + C(uy, v1)
= Uz — Uz — U1 + Ug
= 0.

(ii) V primeru, ko je 1, (ve) < ¢*(ug) < ¥ (v1) < ¢*(uy), ¢lene ustrezno preuredimo
<

in uporabimo (Fa,) ter predpostavko ¢*(us) < 1.(v1), da ocenimo

Vo ((ur, ug] X (v1,v2]) = ug — duz)(v1 — ¥(v1)) — ugtp(v1) — ur +wy
= us(1 — ¥(v1)) — d(uz)(v1 — P(v1))
= uz(v1 — ¥(v1)) (Yu(v1) — ¢"(u2))

> 0.

U2
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(iii) Ko je ¥.(v2) < ¢*(ug) < ¢*(u1) < i(vy), ploséino glede na C' zapisemo kot

Vo ((u1, ug) x (vi,v2]) = ug — @ug) (v — ¥(v1)) — ugth(vy)
—uy + d(ur)(v1 — Y(v1)) + urp(vr)
= (ug — u1)(1 = ¥(v1)) = (d(ug) — (wr))(v1 — P(v1))

— (ur — ) (00 — () (@m(m) - W‘)‘W) .

Uz — U1

Drugi faktor je nenegativen zaradi lastnosti (Fa,), medtem ko po lastnosti (Fc*)
in predpostavki ¢*(u1) < 1,(v1) sledi se nenegativnost tretjega faktorja.

(iv) Ob predpostavki ¢*(us) < ¢u(v2) < thu(v1) < ¢*(u1) dobimo

VC((Uth] X (Ul, 712]) = ¢(U2)(U2 —P(vg)) + U2¢(U2)
— @(uz) (v — Y(v1)) — uztb(v1)
= d(ug)(va — v1) — (d(uz) — uz)(P(v2) — P(v1))

— wy(vs — 1) (¢*<u2> (6 (ua) 1>¢<vz>—w<v1>> |

V2 — U1

Uporabimo (Fc,) in neenakost ¢*(uz) — 1 > 0, da ocenimo

Vo (o, o] X (vr, va]) 2 (v = 1) <¢*<u2> (")~ )Y E?)

1—9(va) )02 = l/)(vz))

1—’02

A (
vy — p(v2)

— ¢ (uy

(Vs (v2) — ¢*(u2))

= UQ(UQ — Ul)

> 0.

(v) Ce je ¢*(ug) < ¢*(u1) < by (v2) < 1by(v1), preuredimo ¢lene v

Vo ((ur, u] X (vi, vo]) = (¢(u2) — ¢(U1))((U2 —v1) = (P(v2) — ¢(Ul)))
+ (u2 — ur) (¥ (v2) — ¥(v1))

_Cb(uz) — @(u1) ¥(v2) —P(v1) i Y(v2) — ¢(U1)> '

Uz — W V2 — U1 Vo — U1

7 A oznacimo tretji faktor, za katerega je potrebno dokazati, da je nenegativen.
Ce velja ¥(vy) — p(v1) < vy — vy, potem je o¢itno A > 0. Naj torej velja
¥(ve) — (vy) > vg — vy. Zapisimo A kot

1 <¢(U2) —d(w) 1) <¢(Uz) —¢(n) 1) '

Uy — U Vg — V1
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Uporabimo (Fc*) in predpostavko ¢*(u;) < 1, (v2), da dobimo

Y(va) — () 1) _

Vo — U1

A21—wqw»—n(

Sedaj uporabimo se (Fc,) in neenakost ¢, (vy) — 1 > 0, da dokazemo

1_¢(1’2>—1>:0.

1—@2

Az1—wmm—w(

Kot zadnja moznost preostane primer, ko je ¢*(ug) < ¥, (v2) < ¢*(u1) < ¥u(v1).
Najprej opazimo, da je

Ve ((ur, up] x (v1,va]) = @(uz)(v2 — ¥(v2)) + ugth(va) — ¢(u2)(vy — Y (v1))
— ugth(v1) — ur + P(ur)(v1 — P (v1)) + urth(vy).

Izberimo tak @, > wuy, da je ¥.(ve) < ¢*(41) < .(v1). Razlika ploscin
Vo (g, ug] X (v1, v2]) — Ve ((ur, ug] X (v1, vs]) je potem enaka

(= wr) + (8(@) — d(un))(vr — 9(en)) + (1 — )b (o)
=&h—mxm—wwm(¢W”‘¢W”—wxmﬂ.

U —
Ta razlika ploscin glede na C' je po (Fc*) in predpostavki ¢*(u;) < 1. (vy) torej
negativna ali nicelna. Dokazali smo, da je Vi ((uq, ug]x(vy, v2]) padajoca funkcija
v prvi spremenljivki u; na intervalu, dolo¢enim s ¢*(uq) € [1),(v2), 14 (v1)], Ce so
ostale spremenljivke us, v1, vo fiksirane in zadoscajo pogojem tega primera.

Privzamemo lahko, da je u; > 0 in velja ¢*(u1) € (1.(v2), ¥4 (v1)]. Ce to ne
drzi, pogoji tega primera niso nikoli izpolnjeni in smo dokaz ze zakljucili. Velja
torej ¢*(uz) < ¥.(v2) < ¢*(uq) in zaradi zveznosti funkcije ¢* na intervalu (0, 1]
(lema 5.4) obstaja tak ;, da je ¢*(G1) = Y. (v2). Plos¢ina Vo ((y, us] X (v1, v2))
je nenegativna po ze dokazanem primeru (v). Ker je ¢*(u1) > ¢* (1), je up < iy
in zato je

Vo ((ur, ug] X (v1,v2]) = Ve ((ly, ug) X (vy,vs]) > 0,

s ¢imer je dokaz koncan.

6.3 Karakterizacija maksmin kopul

V tem razdelku dokazemo dva izreka, ki maksmin kopule karakterizirata kot kopule,
ki pripadajo slu¢ajnemu vektorju (max{X, Z}, min{Y, Z}) za neodvisne sluc¢ajne spre-
menljivke X, Y in Z. Maksmin kopule so torej kopule, ki pripadajo verjetnostnemu
modelu iz prvega razdelka. V naslednji lemi izpeljemo skupno porazdelitveno funkcijo
slucéajnega vektorja (max{X, Z}, min{Y, Z}).
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Lema 6.5. Naj bosta U in'V' slucajni spremenljivki s porazdelitvenima funkcijama F
oziroma G ter naj bo H njuna skupna porazdelitvena funkcija. Potem sta naslednji
trditvi ekvivalentni:

(i) Obstajajo neodvisne slucajne spremenljivke X, Y in Z s porazdelitvenimi funk-
cijami Fx, Fy oziroma Fy, za katere je U = max{X,Z} in V = min{Y, Z}.

(ii) Skupno porazdelitveno funkcijo H lahko s porazdelitvenimi funkcijami Fx, Fy
in Fy izrazimo kot

H(z,y) = Fx(z)(1 = Fy(y)) min{Fz(2), Fz(y)} + Fx(2)Fy (y) Fz(x).  (6.4)
Ce velja katerakoli izmed trditev (i) ali (ii), je
F=Fx-F;, in G=F +F;—F  Fy (6.5)
in veljajo neenakosti FF < Fx, F < Fy, G > Fy in G > Fy.
Dokaz. Naj velja (i). Ce upostevamo neodvisnost X, Y in Z lahko H izrazimo kot
H(z,y) = Pmax{X,Z} <z,min{Y, Z} <y) = P(X <z,Z <z,min{Y, Z} <vy)
=P(X <2)P(Z <z,min{Y, Z} <vy)
= Fx(x) {P(Z <z,min{Y, 7} <y, Z <vy)
+P(Z <z,min{Y,Z} <y, Z > y)}
=Fx(@)|P(Z<a,Z<y)+P(Z <Y <y, Z>y)
= Fx(z)|Fz(min{z,y}) + P(Y < y)P(y < Z < 2)].
Zay<axzje Ply<Z <zx)=Fz(x)— Fz(y) = Fz(x) — Fz(min{x, y}), medtem ko
lahko za y > x prav tako zapisemo P(y < Z < z) = 0 = Fz(x) — Fz(min{z,y}).
Ce upostevamo $e, da je Fy(min{z,y}) = min{Fz(z), Fz(y)}, saj je F naraicéajoca,
dobimo
H(z,y) = Fx(2)[min{ Fz(x), Fz(y)} + Fy (y)(Fz(x) = min{F4(z), Fz(y)})]
= Fx(2)(1 = Fy (y)) min{Fz(z), Fz(y)} + Fx(2) Fy (y) Fz(2)

za vse x,y €R.

Obratno, naj sedaj velja (ii). Skupno porazdelitveno funkcijo H lahko torej na-
pisemo kot (6.4), kjer so Fx, Fy in Fyz neke porazdelitvene funkcije. Naj bodo X,
Y in Z neodvisne slucajne spremenljivke s porazdelitvenimi funkcijami F, Fy ozi-
roma F;. Ker je slucajni vektor s svojo porazdelitveno funkcijo enoli¢no dolocen, je
U = max{X,Z} in V = min{Y, Z}. Dodatek k lemi je ob veljavnosti ene izmed
ekvivalentnih trditev ociten. |

Prvi izrek karakterizacije dokaze, da je maksmin kopula ena izmed kopul, ki pri-
padajo slucajnemu vektorju (max{X, Z}, min{Y, Z}) za neodvisne sluc¢ajne spremen-
ljivke X, Y in Z. Ce je slucajni vektor zvezen, potem je po Sklarovem izreku njegova
pripadajoca kopula natanko maksmin kopula.
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Izrek 6.6. Naj bo U = max{X,Z} in V = min{Y, Z}, kjer so X, Y in Z neke
neodvisne slucajne spremenljivke. Naj bosta F in G porazdelitveni funkciji slucajnih
spremenljivk U oziroma V' ter naj bo H skupna porazdelitvena funkcija slucajnega
vektorja (U, V). Potem obstaja tak par funkcij (¢,30), ki zadosca pogoju (F), da za
pripadajoco maksmin kopulo Cy y velja

H(z,y) = Cop(F(2), G(y)) (6.6)
za vse x,y € R.

Dokaz. Oznacimo porazdelitvene funkcije slu¢ajnih spremenljivk X, Y in Z z Fx, Fy
oziroma Fy. Za porazdelitvene funkcije po lemi 6.5 veljajo zveze (6.4) in (6.5). Dokaz
razdelimo na tri korake. V prvem in drugem koraku definiramo funkciji ¢ oziroma 1,
za kateri dokazemo, da izpolnjujeta pogoje (F1), (F2) in (F3*) oziroma (F3.). V
tretjem koraku dokazemo, da za pripadajoc¢o maksmin kopulo velja Zelena enakost.
1. korak. Funkcijo ¢ : I — I definiramo kot v prvem koraku dokaza izreka 5.8 s
predpisom (5.6). Tam smo dokazali, da tako definirana funkcija zado$ca pogojem
(F1), (F2) in (F3*). Ponovimo le, da za tako definirano funkcijo velja

O(F(z)) = Fx(x) za vsak x€R, za katerega je F'(z) > 0. (6.7)

2. korak. Definirati moramo funkcijo v, ki zadosca pogoju (F3,). Tu si z drugim
korakom dokaza izreka 5.8 ne moremo pomagati, saj je za tam definirano funkcijo
veljal pogoj (F3*). Definiramo funkcijo ¢: T — T s predpisom

0, za v = 0,
(G 1 (v)), za veim G\{0, 1},
1, za v =1,

Y(v) = W(v —v) +¢Yv—), zav¢imGU{0,1} inv ¢ im G U {0},
W(v—v)nw/z(v), zav ¢ imGU{0,1} in veim G\{0},
:}p(_vzj(v—v), zav ¢ imGU{0,1} in v =0.

Motivacija za taksen predpis funkcije ¢ je podobna tisti iz prejSnjega koraka: bistvena
je le definicija 1) na im G, medtem ko je izven im GG funkcija definirana tako, da zadosca
pogojem (F1), (F2) in (F3.). Izven im G smo jo zato definirali preprosto kot linearno
interpolacijo med tockama, v katerih sta vrednosti funkcije ¢ po predpisu na im G ze
definirani. Za slednjo definicijo je glede na vsebovanost v v im G U {0, 1} potrebno
lociti tri primere. Pogoj (F1) je ocitno izpolnjen. Najprej dokazimo, da velja

Y(G(y)) = Fy(y) za vsak y€R, za katerega je G(y) < 1. (6.8)
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Naj bo y€R tak, da je G(y) < 1. Po zvezi (6.5) in tocki (vi) leme 2.7 velja

(1- FB)(1 - Fz(y) =1-Gy) = 1 - G(G(G(y))
= L= R (a7 @) [t - F2(G(GWw)))-

Ker sta funkciji Fy in Fz narasc¢ajoci, po tocki (v) leme 2.7 velja tudi

R (G (G) < Fy(y) in Fz(GH(G()) < Fz(y).

Keriz 1 —G(y) > 0sledi 1 — Fy(y) > 0in 1 — Fz(y) > 0, lahko iz zadnjih treh
(ne)enakosti zakljucimo, da je Fy(y) = Fy (G_l(G(y))> = (G(y)).

Analogno kot v prejsnjem koraku lahko iz veljavnosti (6.8) in dejstva, da so po-
razdelitvene funkcije narascajoce, sklepamo, da i) naraséa na im GG. Iz linearnosti ¢
na (im G)° sledi, da 1) narasca na I.

Za dokaz (F'3.) najprej utemeljimo, da je 1, na im G padajoca. Uporabimo ena-
kosti GoG™! = id na im G, (6.8) in (6.5), da izpeljemo

B 1 —1¢oGoGt 1 — FyoG™!

_ 1 _ _

¢* - w*OGOG = GOG_l — ¢OGOG_1 == GOG_l _ FYOG_l
1 — FyoG! 1

(Fy — Fy - Fz)oG=!  FyoG-V

Ker sta G~! in Fy narascajodi, je ¥, na im G padajoca. Sedaj izberemo poljuben
v ¢ imG U {0, 1}, za katerega je v > 0. Po ravnokar dokazanem za vsak ¢t € im G,
t < v, velja 1,(t) > 1.(v) in zato je ¥.(v) > 1¥.(v). Ker je 9 linearna na intervalu
[v,7], obstajata taki konstanti « in 3, da je ¥(t) = a+ St za t € [v,v]. Od tod
izraCunamo 1, (t) in z uporabo odvoda ugotovimo, da je v, padajoca na [v, 7] natanko
tedaj, ko je 1 —  — a > 0. Kratek racun pokaze, da je izraz
1_ﬁ_a:1_w(@)—¢(y) w<v>—w<v>>

- (@/J(v) i)

<
S
<
S

nenegativen natanko tedaj, ko je ¥.(v) > ¥.(v), kar smo Ze dokazali. Funkcija 1, je
torej padajoca na [v, 7] in ker ta sklep velja za vsak v ¢ im GU{0, 1}, je dokaz pogoja
(F3,) koncan.

3. korak. Izrek 6.4 dokaze, da je funkcija Cy 4, definirana s (6.2), res kopula. Dokaz
bo koncan, ko preverimo veljavnost enakosti (6.6). Naj bosta najprej =,y € R taka,
da je F(z) > 0 in G(y) < 1. Zaporedoma uporabimo definicijo maksmin kopule (6.2)
in enakosti (6.7), (6.8) ter (6.4), da dobimo

Cyu(F(2),G(y)) = min {F(z)(1 - $(G(y))) , o(F(x))(G(y) — $(G(y)) }
+ F(2)(G(y))
= min{F(2)(1 = Fy(y)), Fx(2)(G(y) — Fr(y))} + F(2) Fy (y)
= H(z,y).
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Ce je F(z) = 0, potem je H(z,y) = 0 = Cy,(0,G(y)). Naj bo sedaj G(y) = 1. Vsaj
eden izmed Fy(y) in Fz(y) je torej enak 1. Od tod lahko zaklju¢imo, da je po (6.4)
tudi v tem primeru H(z,y) = F(x) = Cy 4 (F(x),1). [

Iz dokaza opazimo, da za tako definirani funkciji ¢ in ¢ velja ¢*oF = 1/F; = 1),0G,
ko sta ¢* in 1, kon¢ni. Enakost lahko zapiSemo tudi kot

$(F(2))(G(x) = ¥(G(x))) = F(x)(1 - $(G(x))) (6.9)

za vse 1 €R, za katere je F(x) > 0 in (G(r)) < G(z). Ce je F(x) =0 ali G(z) = 1,
potem enakost (6.9) ocitno Se vedno velja. Dokazati zelimo, da enakost velja za vse
x€R. Naj bo torej ¥(G(z)) = G(z) < 1. Po (6.8) je potem G(x) = Fy(x) in zato je
Fz(x) =0. Od tod sledi F(xz) =0 in s tem je enakost (6.9) izpolnjena. Enakost (6.9)
velja torej za vse x € R, kjer sta funkciji ¢ in ¢ definirani tako kot v dokazu izreka
6.6. V tem smislu je naslednji izrek, ki mu pravimo drugi izrek karakterizacije, obrat
prejsnjega.

Drugi izrek karakterizacije dokaze: za slucajni spremenljivki U in V' s primer-
nima porazdelitvenima funkcijama F' oziroma G in maksmin kopulo Cy, velja, da
lahko slucajni vektor (U,V) s porazdelitveno funkcijo Cy,(F,G) predstavimo kot
(max{X, Z}, min{Y, Z}) za neke neodvisne sluéajne spremenljivke X, Y in Z.

Izrek 6.7. Naj bo Cy maksmin kopula s pripadajocima funkcijama ¢ in i ter naj
bosta F' in G porazdelitveni funkciji, za katere predpostavimo naslednje:

e FEnakost (6.9) je izpolnjena za vsak x €R.

o Funkcija ¢ je zvezna v tocki 0, ali pa je xp = inf{z €R| F(z) > 0} > —o0 in ima F
vz skok. Funkcija v je zvezna v tocki 1, ali pa obstaja tak x€R, da je G(z) = 1.

e Obstaja tak xo, da je F(xy) > 0 in G(xy) < 1.

Definiramo H(x,y) = Cy(F(2),G(y)) za vse x,y € R. Potem obstajajo take ne-
odvisne slucajne spremenljivke X, Y in Z, da je H skupna porazdelitvena funkcija
slucajnega vektorja (max{X, Z}, min{Y, Z}).

Preden nadaljujemo z dokazom, komentirajmo predpostavke izreka. Prva predpo-
stavka je kljuCna, saj zahteva ustrezno povezavo med porazdelitvenima funkcijama in
funkcijama ¢ ter ¢, medtem ko je druga predpostavka tehni¢ne narave. Opazimo, da
se analogna razlicica tretje predpostavke v drugem izreku karakterizacije Marshallo-
vih kopul 5.9 ne pojavi. Po (Fa*) je F'(x) = 0 natanko tedaj, ko je ¢(F(x)) = 0. Po
drugi strani je G(x) = 1 natanko tedaj, ko je 1/(G(x)) = 1 po (Fa,). Ce za nek z€R
velja F'(xz) = 0 ali G(x) = 1, je enakost (6.9) ekvivalentna enakosti 0 = 0. V primeru,
ko tretja predpostavka izreka ne velja, je enakost (6.9) torej trivialna za vsak x € R
in zato povezava med porazdelitvenima funkcijama in funkcijama ¢ ter i) ne obstaja.
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Dokaz. Tudi ta dokaz razdelimo na tri korake. V prvem definiramo funkciji Fy in Fy,
za kateri dokazemo, da sta porazdelitveni funkciji. Ob tem potrebujemo drugo tocko
predpostavk izreka. Enako naredimo v drugem koraku za funkcijo Fz. Tu sta prva in
tretja tocka predpostavk kljucni. V tretjem koraku dokazemo, da je porazdelitvena
funkcija slucajnega vektorja (max{X, Z}, min{Y, Z}) res enaka H.

1. korak. V dokazu izreka 5.9 smo definirali porazdelitveno funkcijo Flx, za katero
velja Fx(z) = ¢(F(z)) za vsak € R. V dokazu smo uporabili dejstva, da je ¢ zvezna
na (0, 1], zadosca lastnostim (F1) in (F2), ter je zvezna v 0 ali pa je zp > —o0 in
F(zr) > 0. Ker ¢ v tem izreku zados¢a vsem ravnokar nastetim predpostavkam,
lahko F'x definiramo enako kot v dokazu izreka 5.9.

Za vsak z €R definiramo Fy(z) = ¢(G(x)). Funkcija Fy je sicer definirana enako
kot v izreku 5.9, vendar so predpostavke za funkcijo ¢ v tem izreku drugacne kot v
izreku 5.9. Dokazimo, da je Fy porazdelitvena funkcija. Po lemi 6.1 je 1 zvezna z
desne. Ker je ¢ tudi narascajoca in je G narascajoca ter zvezna z desne, je zato Fy
naraséajoca in zvezna z desne. Iz zveznosti 1 v tocki 0 sledi

Jim Fe(o) = o (lim_G(@)) = (0) =0.

Ce je v zvezna v 1, podobno velja Fy(oo) = ¢(1—) = 1. V nasprotnem primeru po
predpostavkah obstaja tak =, da je G(z) = 1 in od tod seveda sledi Fy (o0) = ¥ (1) = 1.
Funkcija Fy je torej porazdelitvena funkcija.

2. korak. Definiramo funkcijo F s predpisom

G(z) — ¥(G(x)) L _
= oG e je F(x) =0,

Now -wG@) (L F@ Y e o
8 =) T G) <‘ ¢<F<x>>>’ o )= DGl <1
F(x) _ B
P’ ¢e je G(x) =1,

in premislimo, da je dobro definirana. Vsak x € R zadosca enemu izmed treh pogojev
zaradi naslednjih dveh premislekov. Ce je F(z) = 0, potem je x < x, iz Cesar sledi
G(z) < G(xg) < 1. Obratno, ¢e je G(z) = 1, je zg < x in zato je F(x) > F(xy)>0. Vsi
trije predpisi so dobro definirani, ker iz F'(z) > 0 oziroma G(z) < 1 sledi ¢(F(z)) > 0

oziroma ¥ (G(x)) < 1. Enakost v drugem predpisu velja po predpostavki (6.9).
Ker obstaja ¢ € R, za katerega je G(2%) < 1, je G(z) < 1 za vsak = < 2% in zato

je

i By — 1 G = 9(G) _ 0= 0(0)
7—=c0 eo-oe 1 —9(G(x)) 1—(0)
saj je ¥ zvezna v 0. Ko x narasca proti oo, je od nekod naprej F'(z) > 0 in zato po
zveznosti ¢ v 1 velja, da se Fz(x) = F(x)/¢(F(x)) priblizuje 1. Dokazimo, da je Fy
narascajoca. Za vse x €R, za katere je F'(x) > 0, je funkcija Fz(z) = 1/¢*(F(x)) po

=0,
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(F3*) narascajoca. Ce je G(x) < 1, potem je funkcija Fy(z) = 1/¢.(G(x)) po (F3.)
narasc¢ajoca. Funkcija F; torej narasca, ¢e dokazemo, da je Fz(x) < Fz(y) za x in y,
za katera je F(x) = 0 in G(y) = 1. Za taka x in y velja zg € (x,y) in od tod po Ze
dokazanem drzi

G(z) —(G(x)) < G(zo) = (Glx0) _ Flzg) _ Fly) — Fyly).

1 —¢(G(x)) 1 —¢(G(z0)) P(F(x0)) — o(F(y))
Ker je ¢ zvezna na (0, 1], ¥ zvezna na [0,1) in z( ustreza pogoju drugega predpisa
funkcije Fz, je funkcija F; je zvezna z desne.

Fz<£L'> =

S tem smo dokazali, da je F; porazdelitvena funkcija neke sluc¢ajne spremenljivke,
za katero po prvem koraku velja

Fx(z)Fz(x) = ¢(F(x))Fz(x) = F(x) za vsak z€R,
(1= Fy(@)Fz(z) = (1= (G(2))) Fz(z) = G(x) — Fy(x) zavsak z€R.
Ce je F(x) > 0 oziroma G(z) < 1, zadnji enacbi sledita iz definicije F;. Ce je x

tak, da je F(x) = 0 oziroma G(z) = 1, potem je tudi Fx(z) = ¢(0) = 0 oziroma
Fy(z) = 9¢(1) = 1 in zato enacbi veljata za vsak x €R.

(6.10)

3. korak. Zaporedoma upostevamo definicije funkcije H, maksmin kopule (6.2), po-
razdelitvenih funkcij Fy in Fy ter enakosti (6.10), da izpeljemo

H(z,y) = min { F(2) (1 = $(G())) , o(F()) (G B(G(y))} + Fa)e(Gly)
— min{F(2)(1 - Fy (), Fx (2)(G(y) - Fy(y))} + F(x)Fy<y>
— Fx(2)(1 — Fy(y)) min{Fy (), F(y)} + Fx(2)Fy (4)Fo(2).

Funkcijo H lahko torej zapisemo kot (6.4). Naj bodo sedaj X, Y in Z take neodvisne
sluc¢ajne spremenljivke, da so v prejsnjih korakih definirane funkcije F'x, Fy oziroma
F7 njihove porazdelitvene funkcije. Druga izmed ekvivalentnih trditev leme (6.5) je s
tem izpolnjena in dokaz koncan. |

V dokazu izreka 6.6 smo funkciji ¢ in ¢ definirali eksplicitno. Ce predpisemo
porazdelitve ¢asov udarov X, Y in Z, lahko torej konstruiramo slucajnemu vektorju
(max{X, Z}, min{Y, Z}) pripadajoc¢o maksmin kopulo. S tem smo pridobili nacin za
izpeljavo konkretnih maksmin kopul, preko katerega v naslednjem razdelku defini-
ramo nekatere parametricne druzine maksmin kopul. Tam po drugi strani nekatere
maksmin kopule dobimo tudi tako, da brez interpretacije v verjetnostnem modelu
definiramo nek par funkcij (¢, 1)), ki zadoséa pogoju (F). V obeh primerih lahko iz-
peljemo algoritem za vzorcenje iz maksmin kopule, podobno kot smo to storili pri
Marshallovih kopulah.

Naj bo Cyp, maksmin kopula s pripadajo¢im parom funkcij (¢,v), ki zadosca
pogoju (F). Denimo, da smo (¢,1) dobili tako, da smo v verjetnostnem modelu
doloc¢ili porazdelitve casov udarov X, Y in Z ter nato preko dokaza izreka 6.6 iz-
racunali funkciji ¢ in v, za kateri je Cy, pripadajoc¢a kopula slucajnega vektorja
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(max{X, Z}, min{Y, Z}). Porazdelitveni funkciji max{X, Z} in min{Y, Z} oznacimo
standardno z F oziroma z G. Ce sta F' in G zvezni, potem preko leme 2.8 dobimo
naslednji algoritem.

Algoritem 6.8. Vzorcenje iz maksmin kopule.
1. Neodvisno vzor¢imo r, s,t iz porazdelitve EZ[0, 1].
2. Definiramo z = Fy;*(r), y = Fy''(s) in 2 = F;(¢).
3. Definiramo v’ = max{z, z} in v' = min{y, z}.
4. Definiramo v = F(u') in v = G(v'). Iskani par je (u,v).

Druga moznost je, da smo brez interpretacije v verjetnostnem modelu definirali
nek par funkcij (¢, 1)), ki zadosca pogoju (F). V tem primeru najprej pois¢emo poraz-
delitveni funkciji F'in G, za kateri velja enakost (6.9) in obstaja nek zy, pri katerem je
F(z¢) > 01in G(zg) < 1. Preverimo Se, ali je izpolnjena tudi druga tocka predpostavk
izreka 6.7. Ce so predpostavke izpolnjene, definiramo porazdelitvene funkcije F, Fy
in F; tako kot v dokazu tega izreka. V primeru, ko sta F' in G zvezni, lahko zopet
vzorc¢imo na podlagi algoritma 6.8.

6.4 Lastnosti in primeri maksmin kopul

V tem razdelku obravnavamo repne lastnosti maksmin kopul, njihovo urejenost in
tri konkretne primere parametri¢nih druzin. Poleg tega navedemo nov parametricen
primer Marshallovih kopul. Najprej razis¢imo dva posebna primera maksmin kopul,
ki ju dobimo tako, da verjetnostnemu modelu iz razdelka 6.1 dodamo predpostavke o
porazdelitvi ¢asov udarov.

Zgled 6.9. Maksmin kopula za enako porazdeljene case udarov.

Naj veljajo predpostavke izreka 6.6 in ob tem dodatno predpostavimo, da so slucajne
spremenljivke X, Y in Z enako porazdeljene. Ce z Fx ozna¢imo njihovo porazdeli-
tveno funkcijo, potem je F = F% in G = 2Fx — F2 =1 — (1 — Fx)?. Zelimo najti
taki funkciji ¢ in ¢, da bo veljalo H = Cy ,,(F, G). Opazimo, da za funkciji

d(u) = Vu, uel, in  ¢Yv)=1—V1-v, vel

velja ¢(F(z)) = Fx(x) in ¥(G(y)) = Fx(y) = Fy(y) za vse z,y € R. Od tod sledi
H(z,y) = Cyp(F(x),G(y)). Par funkcij (¢, 1) zadosca pogoju (F).

Funkeciji ¢ in 1 lahko torej na komplementu im F' oziroma im G definiramo bolj
naravno ter preprosto kot v dokazu izreka 6.6, kjer smo ju na teh obmo¢jih definirali
kot linearno interpolacijo. Dejstvo, da maksmin kopule in s tem para funkcij (¢, 1))
izven im F'xim G ni mogoce definirati enoli¢no, sledi Ze iz Sklarovega izreka. U

Zgled 6.10. Maksmin kopule za eksponentno porazdeljene ¢ase udarov.
Poleg predpostavk izreka 6.6 v tem zgledu privzamemo Se, da so slu¢ajne spremen-
ljivke X, Y in Z porazdeljene eksponentno s parametri A;, Ay oziroma A5. Ravno
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ta predpostavka o porazdelitvah ¢asov udarov je del verjetnostnega modela, iz ka-
terega izhajajo Marshall-Olkinove kopule. Zopet Zelimo poiskati taksni funkciji ¢
in ¢, da bo H = Cy(F,G). Funkciji definiramo tako kot v dokazu izreka 6.6, in
sicer ¢p(u) = Fx(F~'(u)) in ¢¥(v) = Fy (G (v)) za u,v € (0,1) = im F = imG.
Ker je G(y) = 1 — e~ P2+M2)¥ 73 4 > 0, je njen obicajen obrat za v € (0,1) enak
G (v) = —=In(1—v)/(Aa4A12) in zato je P(v) = 1—e 22610 = 1 (1 —p)t2/Catdiz),
Funkcijo v torej definiramo kot

>\12

=1—(1-0)"" vel, kjerje f = —2
Y(v) = 1= (1=2)', vel, Kerje § = 12—

Ker je funkcija F(z) = (1 — e=*%)(1 — e~M2%) na intervalu (0, 00) strogo naras¢ajoca
in zvezna, je obrnljiva, vendar pa obrata ne moremo dolo¢iti eksplicitno. Funkcijo ¢
lahko zato definiramo zgolj kot

0, ce jeu =0,
plu) =1 —e MW gejeue(0,1),
1, ce jeu =1,
kjer F'~! oznacuje obic¢ajni obrat funkcije F'. O

Naslednja trditev je namenjena urejenosti maksmin kopul. Graficna predstavitev
je podana na sliki 6.3.

Trditev 6.11. Urejenost maksmin kopul. Naj bosta Cy in Ce,, maksmin kopuli
s pripadajocima funkcijama ¢ in Y oziroma  in 1. Potem veljata naslednji trditvi:

(i) Za vsako maksmin kopulo velja I1 < Cy., < M, kjer 11 in M prav tako pripadata
druZini maksmin kopul. Ce je ena izmed funkcij ¢ ali ) enaka identicni funkciji,
potem je pripadajoca maksmin kopula enaka produktni. Za funkciji ¢pr = Lo
in Yy = Ly dobimo za maksmin kopulo Fréchet-Hoeffdingovo zgornjo mejo M.

(ii) Ceje ¢ > ¢ inn <, potem je Cyy = Crp.

0

Slika 6.3. Grafi¢na predstavitev trditve 6.11.
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Dokaz.

(i) Ce upostevamo lastnost (Fa*), dobimo

Cpos(yv) = minfu(v — $(0)), u(l = ¥(v))} + ue(v) = uv = (u,v)

za u,v€l, iz ¢esar sledi Cy,, = II. Preostali del trditve je ociten.

(ii) Opazimo, da iz predpostavk ¢ > ¢ in n < @ sledi ¢* > ¢* oziroma 1, < .
Izberemo poljubna u,v €1 in lo¢imo dva primera. Predpostavimo najprej, da
velja (*(u) < nu(v), iz Cesar sledi ¢*(u) < 1,(v). Uporabimo predpostavki
trditve in lastnosti (Fa,) ter (Fa*), da dokazemo

Cen(u,v) = () (v = n(v)) + un(v) = ¢(u)(v —n(v)) + un(v)
= o(u)v = n(v)(¢(u) —u) = d(u)v — () (¢(u) —u) = Cyy(u,v).
Naj bo sedaj n,(v) < (*(u). V tem primeru je C¢,(u,v) = u. Ker so po trditvi
3.3 kopule narascajoce funkcije v vsaki spremenljivki posebej, je
[ |

Ce sta funkciji ¢ in ¢ strogo naras¢ajoci, je nosilec maksmin kopule Cy. enak

Now = {(u,0) €T | ¢"(u) < ¥u(v)}. (6.11)

V primeru, ko sta tudi ¢* in 1, strogo padajoci, ima maksmin kopula tako absolutno
zvezni kot tudi singularni del. Nosilec singularnega dela je krivulja

Lo = {(u,0) €[ 6" (u) = 1. (v)}. (6.12)
Izrac¢unamo Se
8720 (u v) _ gb/(u)(l - 7//(11)) + W(U), za ¢*(u) < ¢*(U)’
Oudy B\ 0, za 6 (1) > 1. (v).

V naslednji trditvi dokazemo nekatere lastnosti zveznih sluc¢ajnih spremenljivk, ki
ju povezuje maksmin kopula. V dokazu te trditve uporabimo trditve 3.33, 3.35 in
3.37, kjer so te lastnosti izrazene z analiti¢nimi lastnostmi kopul.

Trditev 6.12. Repne lastnosti maksmin kopul. Naj bosta X in'Y slucajni spre-
menljivki s skupno porazdelitveno funkcijo H in zveznima porazdelitvenima funkcijama
F oziroma G, katerih pripadajoca kopula je maksmin kopula Cy . Potem velja:

(i) LRP(Y|X) in DRN(X|Y") (iz cesar sledi pozitivna odvisnost) za poljubni funkciji



100 Maksmin kopule

(ii) SN(Y'|X), iz cesar sledi DRN(Y'|X), natanko tedaj, ko je ¢ konkavna.
(iii) SN(X|Y), iz cesar sledi LRP(XY"), natanko tedaj, ko je ¢ konveksna.
(iv) DRN(Y|X) natanko tedaj, ko je (1—¢(u))/(1—u) za u€|0,1) padajoca funkcija.
(v) LRP(X|Y) natanko tedaj, ko je (v)/v za v e (0, 1] narascajoca funkcija.
)

(vi) Repna koeficienta maksmin kopule Cy, obstajata in sta enaka
Ar = lim ¢ (1)t — ¥(t)) = G(0+) (1 — ¢'(0+)),

_ - 1—y(t)
)\U—l—w(l—)—%nll T3

(1=6() = (1—p(1-)(1 - ¢'(1-)).

Spodnji oziroma zgornji repni koeficient je enak nic, ce je ¢ oziroma v zvezna.

Dokaz. Naj bo C = Cj, maksmin kopula s pripadajo¢ima funkcijama ¢ in ¢, ki
zadoscata pogoju (F).

(i) Ker je C(u,v)/u = min{¢*(u)(v — ¢(v)),1 = (v)} + ¢(v) po (F3") padajoca
funkcija v spremenljivki u, je kopula C' LRP(Y|X). Kopula C' je DRN(XY)
natanko tedaj, ko je za vsak u €l funkcija

{u — ¢(u)(v — ¥ (v)) — upp(v)

u— C(u,v) _

1—w

de e 1 (v) > (1),
i | oo u(v) = ¢*(u)
Oa ce je ’QD*(U) é ¢*(U)>
padajoca v spremenljivki v. Prvi predpis je enak

1- ()

1—w

¢(u) — (o(u) — u)

Ker je ¢(u) > w in lahko preprosto preverimo, da funkcija (1 —(v))/(1 —wv) po
lastnosti (F3,) narasca, je funkcija (v — C(u,v))/(1 — v) padajoca v v.

(ii) Kopula C je SN(Y'|X), e je za vsak v €l in skoraj vsak u €l funkcija

e

o (6.13)

(u,v) = {1’ ce je ¢"(u) > . (v),
| (v = ()¢ (w) +9(v), Eeje ¢"(u) < u(v),

padajoca v spremenljivki u. Najprej dokazimo, da je (v —1(v))¢'(u)+v(v) < 1,
ko je ¢*(u) < 1.(v). Po lastnosti (Fc*) velja

(v =2 (0))¢' (u) + ¥ (v) < (v =¥ (0))¢" (u) + ¥ (v) < (v—1(V))Yu(v) +P(v) = 1.

Kopula C' je torej SN(Y'|X) natanko tedaj, ko je drugi predpis v (6.13) padajoca
funkcija v spremenljivki u, kar velja natanko tedaj, ko je ¢ konkavna.
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(iii)

(iv)

Kopula C' je SN(X|Y), e je za vsak u€l in skoraj vsak v €T funkcija

2y = {00 @) 60, T e (0) > 97w,

v ’ 0, e je Y. (v) < ¢ (u),
padajoca v spremenljivki v. Ker je kopula narasc¢ajoca funkcija v vsaki spremen-
ljivki posebej, je prvi predpis nenegativen. Maksmin kopula C' je torej SN(Y'|X)
natanko tedaj, ko je 1) konveksna.

Kopula C' je DRN(Y'|X), ¢e je za vsak v el funkcija

v —u
v—Clu,v) | 1—u’

Lo (v —(v))

padajoca v spremenljivki u, kar velja natanko tedaj, ko je (1 — ¢(u))/(1 — )

Ce je ¢7(u) = 1. (v),

1 —¢(u)

1—u

+(v), e je ¢"(u) < 1hi(v),

padajoca.
Kopula C' je LRP(X|Y), ¢e je za vsak u €l funkcija
Y(v . .
Clue) |00 " o), de je vuv) 2 o)
lu v . %
v ;7 ce je w*(’l)> S ¢ (U),

padajoca v spremenljivki v. To drzi natanko tedaj, ko je ¥ (v)/v naraséajoca
funkcija.

Spomnimo se, da po trditvi 3.37 velja

1—
Az = lim Clt.t) in A\ :2—limﬂ.
t10 t 11 1—-1

Uporabimo lastnost (Fd) za izrac¢un diagonalnega odseka maksmin kopule:
6(t) = C(t,t) = (1) (t — ¥(t)) +t(t), tel
Od tod neposredno sledi prvi zapis za Ar, saj je po lemi 6.1 funkcija ¢ zvezna
v 0. Preuredimo c¢lene izraza (1 — 0(t))/(1 — t) tako, da dobimo
1—6(t)  1=6(t) + o(t) — o(t) + (1) — (t)

1—t 1—-t

= o(t) +6(0) + 20

(1 —o(t)).

Ce upostevamo, da je ¢ zvezna v 1, dobimo od tod prvi izraz za \y. Z uporabo
L’Hopitalovega pravila na limitah funkeij (¢ —(¢))/t in (1 —¢(t))/(1 —t) izpe-
ljemo Se druga predpisa za Ay oziroma Ay. Oba repna koeficienta obstajata, saj
obstajata limiti ¢'(0+) oziroma ¢'(1—) ter sta med ni¢ in ena.

[ |
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Navedimo primer prve parametriéne druzine maksmin kopul in razis¢imo njene
lastnosti. Dobimo jo tako, da definiramo druzini funkcij {¢o}o in {¢3}s, za kateri
so izpolnjene ustrezne predpostavke (F). Za funkcije 13 vzamemo tiste iz modela z
eksponentno porazdeljenimi ¢asi udarov 6.10.

Zgled 6.13. Za parametra «a, € [0, 1] definiramo naslednji druzini funkeij:

za a€[0,1) mnajbo ¢u(u) =u'"* uel,

za =1 mnajbo ¢ =1,
in
za B€[0,1) mnajbo vYg(v)=1—(1—v)"" vel
za =1 najbo 9 =1y

Pari funkcij (¢a,93) zadoscéajo pogoju (F) za vse vrednosti parametrov «, 3 € [0, 1].
S Cy s oznacimo maksmin kopulo, ki pripada funkcijama ¢, in 3. Opazimo, da par
(¢1/2,11/2) ustreza modelu z enako porazdeljenimi ¢asi udarov 6.9. Ta parametricna
druzina vsebuje tudi kopuli II in M — najmanjsSo in najvecjo mozno maksmin kopulo.

Naj bosta «, € (0,1). Pripadajoe maksmin kopule imajo tako absolutno zvezni
kot singularni del. Nosilec singularnega dela maksmin kopule C, g je po (6.12) enak
Tos = {(u,1 — (1 —u*)YP)|u € I}. Nosilec celotne kopule je enak obmocju pod
krivuljo I'y 5, vkljucno s krivuljo. Na zgornjem delu slike 6.4 so pri razlicnih vrednostih
parametrov « in [ narisane nivojnice kopule C, 5 in krivulja I', g.

Za risanje razsevnih diagramov uporabimo algoritem 6.8. Ker funkciji ¢ in ¢ ne
izhajata iz verjetnostnega modela, moramo najprej dolo¢iti porazdelitveni funkciji F’
in G, za kateri velja enakost (6.9). Ugotovimo, da je za x € [0, 1] enakost izpolnjena
za funkciji F(r) = #%/¢ in G(z) = 1 — (1 — 2)/%, ki ju lahko razsirimo do zveznih
porazdelitvenih funkcij na R. Predpostavke izreka 6.7 so za funkcije ¢, ¢, F' in
G ocitno izpolnjene in zato definiramo porazdelitvene funkcije Fx, Fy in Fy kot v
dokazu tega izreka. Za z €[0, 1] dobimo Fx(z) = 2=/ in Fy () = 1—(1—x)1=A/8
medtem ko je Z ~ EZ[0, 1]. Sedaj le Se izracunamo posplosene obrate porazdelitvenih
funkcij Fx, Fy in F ter vzor¢imo na podlagi algoritma 6.8. Na spodnjem delu slike
6.4 so pri razliénih vrednostih parametrov «, 5 € (0, 1) predstavljeni razsevni diagrami.
Vsak diagram je narisan na podlagi 2000 vzorcéen].

Kendallov 7 in Spearmanov p izra¢unamo po formulah (3.11) in (3.10). Ce sta
a, € (0, 1], potem velja

- 203 B af B(Q—a 2—6)

=@ -w@ ) a-apiF\ a7 )
303 12 2 2

P 2ma)2—p) 2-a)2-p) B<a75> 7

kjer z B oznac¢imo beta funkcijo. Ko je eden izmed parametrov enak ena, se izraza
poenostavita v 119 = 71 = 0 in p1p = po1 = 30/(2+0). Za «, € (0,1] sta torej
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a=05pB=05 a=0.9B=05 a=053=09
0 0;2 0;4 0.6 0.8 1 0 0;2 0;4 0.6

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Slika 6.4. Grafi nivojnic s krivuljo I'y g (zgoraj) in pripadajoci razsevni diagrami (spodaj)
kopule Cy, g iz zgleda 6.13 pri razlicnih vrednostih parametrov o« in .

T8y Pa,p € (0,1]. 'V primeru, ko je eden izmed parametrov enak ni¢, je pripadajoca
maksmin kopula enaka produktni in sta zato Kendallov 7 in Spearmanov p nicelna.
Ceje ay < ag in 1 < By, potem je do, < Po, in Yp, > 1p,, iz Cesar po trditvi 6.11
sledi Cy, 3, = Cayp,- Po trditvi 6.12 je kopula C,, 5 tako SN(Y|.X) kot tudi SN(X|Y),
saj je ¢, konkavna in 1z konveksna. Repna koeficienta zavzameta naslednje vrednosti:

za a, f€[0,1) je A\, = Ay =0,
zaa=11in f€[0,1) je \p = f in Ay =0,
za a€[0,1)in f=1je A, =01in \y = a,

zaa=0=1jeA, =y =1

g

Obravnavamo Se en primer parametricne druzine maksmin kopul, ki pa izhaja
neposredno iz verjetnostnega modela.

Zgled 6.14. Maksmin kopule za enakomerno zvezno porazdeljene case
udarov.

Naj veljajo predpostavke izreka 6.6. Dodatno privzamemo, da so slucajne spremen-
ljivke X, Y in Z porazdeljene enakomerno zvezno na intervalih [0, a], [0,b] oziroma
[0, ¢]. Zelimo najti taki funkciji ¢ in v, da bo veljalo H = Cy,(F, ). Funkeiji bomo
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definirali tako kot v dokazu izreka 6.6. Izracunamo porazdelitveni funkciji

0, za x <0,
2
ot za 0 < x < minja, cf,
F(z) =S = {a, ¢}
max?a c}? za min{aa C} S r < maX{CL, C},
L, za max{a, c} < x;
0, za x <0,
Gly) = y(b:ii_y), za 0 < x < min{b, c},
L, za min{b, c} < z.

Opazimo, da je im F' = im G = [0, 1] in da sta F ter G strogo narascajoCi in zvezni na
intervalu £71((0,1)) oziroma G~!((0,1)). Na intervalu (0,1) torej lahko izra¢unamo
obicajna obrata funkcij F'in G

< min{a,c}
F_l(u) _ vacu, za 0 < US o lach
max{a,c}u, za g;‘j{;g <u<l;

G tv)=1 <b—|—c— \/(b+c)2 —4bcu) :

Za u,v€(0,1) iskani funkciji definiramo s ¢(u) = Fx(F~'(u)) in ¢¥(v) = Fy (G*(v)).
Ce oznaéimo o = c¢/a > 0 in B =c/b > 0, ter ¢, = ¢ in Y5 = b, dobimo

7 ¢ j G 07 Y
o< lie oou) =4V Cleucllal (6.14)
u, ce je u€(a, 1];
Vau, c¢ejeuel0,1/al,
zaa>1je ¢q(u)= o e uel0,1/a] (6.15)
1, ce jeue(l/a, 1],
in
6 MQ—BU cejev <1
sty = {8 V() e gedev <l

1, ce jev=1.

Opazimo, da za B < 1 funkcija 9 ni zvezna v 1. Pripadajo¢o maksmin kopulo
oznac¢imo s C, g, kjer sta o, 8 > 0.

Izracunajmo nosilec singularnega dela, tj. krivuljo I'y . S funkcijama
flw) =1+ Bu/a—Bufa in  g(u)=(1+B)u— pu’
lahko izrazimo I', s na naslednji nacin:

za a<lje Ty g = {(u,min{f(u),1})[uel0,al};
za a>1je 'y p = {(u,min{f(u),1})|uel0,1/a]} U{(u, min{g(u),1})|uve(1/a,1]}.
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a=05p=0.8 a=05p=15
04 O 0.6

a=05p=0.2 a=05p=0.8 a=05p=15
0 0.2 04 O 06 0.8 1 0 0.2 04 O 0.6 0.8 1 0 U/BZ 04 O 06 0.8 1

0.8

0.6

0.4
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0

Slika 6.5. Grafi nivojnic s krivuljo I'y g (zgoraj) in razsevni diagrami (spodaj) kopule C, g
iz. zgleda 6.14 za primere, ko je (z leve proti desni): f<a<l,a<f<lina<1<p.

a=153=05 a=15p=12
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0
u 1/a
a=153=05 a=15p=12
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 13 1

1/a . 1/a 1/a

Slika 6.6. Grafi nivojnic s krivuljo I'y g (zgoraj) in razsevni diagrami (spodaj) kopule C, 3
iz zgleda 6.14 za primere, ko je (z leve proti desni): f <1< a,l1<f<ainl<a<p.
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Nosilec celotne kopule, ki ima tako absolutno zvezni kot singularni del, je krivulja I', 3
in obmocje pod njo.

Na zgornjih delih slik 6.5 in 6.6 so pri razlicnih vrednostih parametrov « in
narisane nivojnice kopule C,, g in krivulja I', g. Parametra o« in 3 imata verjetnostni
pomen, ¢e ju izrazimo z a, b in ¢. Ce je na primer a = 0.5 < 1 in 8 = 0.8 € (a, 1),
potem za parametre enakomernih zveznih porazdelitev slucajnih spremenljivk X, Y
in Z velja ¢ < b < a. Pri enakih vrednostih parametrov so na spodnjih delih slik
6.5 in 6.6 predstavljeni razsevni diagrami, za risanje katerih uporabimo algoritem 6.8
za 2000 vzoréenj. Ce vzoréimo iz kopule Co 3, potem postavimo ¢ = 1 in v drugem
koraku algoritma generiramo = ~ EZ[0,1/a], y ~ EZ[0,1/5] in z ~ EZ[0, 1].

Ce je an < ap in fy < Po, potem je Doy < Pa, In Y, < g, iz Cesar po trditvi
6.11 sledi Cy, g, = Cay - Ker je 15 konveksna, je po trditvi 6.12 ta kopula SN(X|Y).
Kopula C, s je SN(Y'|.X) natanko tedaj, ko je & > 1, saj je v tem primeru ¢, konkavna,
in ni niti DRN(Y'|X) za a < 1. Ker je ¢, za vsak a zvezna v 0, je spodnji repni
koeficient za vse «, f > 0 enak ni¢, medtem ko je vrednost Ay odvisna od parametrov

« in (:
0, cejef>1laliceje f<1lina<l,
_ )18 X R
Au =4 55, ceje f<lina=1,
1—p3, ¢ejef<lina>1.
(Ne)nicelnost repnih koeficientov je razvidna tudi iz razsevnih diagramov. O

Primer enakomerno zvezno porazdeljenih ¢asov razis¢imo udarov se za Marshallove
kopule.

Zgled 6.15. Marshallove kopule za enakomerno zvezno porazdeljene Case
udarov.

V primeru enakomerne zvezne porazdelitve ¢asov udarov izpeljimo se pripadajoco
Marshallovo kopulo. Naj bo U = max{X,Z} in V = max{Y, Z}, kjer so X, Y in Z
neodvisne slucajne spremenljivke, ki so porazdeljene enakomerno zvezno na intervalih
[0,al, [0,b] oziroma [0,c]. Z F, G in H ozna¢imo porazdelitvene funkcije slucajnih
spremenljivk U, V' oziroma slucajnega vektorja (U,V'). Tako kot v dokazu izreka
5.8 bomo definirali taki funkciji ¢ in v, da bo za pripadajoco Marshallovo kopulo
Cyy veljalo H = Cy(F,G). Ozna¢imo a = c¢/a > 0in 8 = ¢/b > 0 ter oM = ¢
in 1/12/[ = 9. Iz prejsnjega zgleda ohranimo oznako za funkcijo ¢, — za a < 1 je
definirana s predpisom (6.14), medtem ko za o > 1 ustreza predpisu (6.15). Pri
Marshallovi kopuli o¢itno dobimo ¢M = ¢, in @/J%/I = ¢p. Oznacimo s C’i\fﬁ pripadajoco
Marshallovo kopulo pri a, 8 > 0.

Izpeljava eksplicitnega zapisa kopule C’M/B je enostavna, vendar tehni¢no zahtevna,
zaradi Cesar jo izpustimo in kopulo predstavimo z grafi nivojnic in razsevnimi diagrami.
Najprej lo¢imo pet razliénih primerov glede na vrednosti « in 3, in sicer «, 8 < 1 ali
a<l<palif<l<aalil<f<aalil<a<f. Prvitrije primeri so z grafi
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a=05p=0.8 a=05p=15

0.4 0.6

Slika 6.7. Grafi nivojnic (zgoraj) in razsevni diagrami (spodaj) kopule C)

Nfﬁ iz zgleda 6.15

za primere, ko je (z leve proti desni): a,f <1, a<1<fin <1< a.

a=15p=1.2

a=15p=12
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
g TR 08 08
1/a
0.6 S 0.6
Bla UBY.... L
0.4 o 0.4
0.2 0.2
) o x e 0
Lo 1B alp? 1o

Slika 6.8. Grafa nivojnic (zgoraj) in razsevni diagrami (spodaj) kopule C’é\fﬁ iz zgleda 6.15
za primera, ko je (z leve proti desni): 1 < f<ainl<a<p.
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nivojnic predstavljeni na zgornjem delu slike 6.7 in zadnja dva na zgornjem delu slike
6.8. V vsakem izmed teh primerov I? razdelimo na tri do $tiri obmodja, kar je na
slikah oznaceno z rde¢imi ¢rtkanimi krivuljami. Vse krivulje, z izjemo oznacenih I'y
in I'y, so daljice, medtem ko sta

I = {(u, M) ‘ue {a/ﬁz,min{a, 1/04}”,

Iy = {(U,BUQ) ‘UE {l/a,min{l, 1/6}”

Na vsakem izmed teh obmocij kopula zadoséa C’g/fﬁ(u, v) druga¢nemu predpisu, in sicer
je lahko enaka II(u, v), M (u,v) = min{u, v}, Ci(u,v) = yauv ali Cy(u,v) = /B u.

Na spodnjih delih slik 6.7 in 6.8 so predstavljeni grafom nivojnic pripadajoci raz-
sevni diagrami, ki smo jih narisali na podlagi 2000 vzoréenj z algoritmom 5.11. Ce je
a > 1ali 8 > 1, nosilec kopule C’%ﬂ ni enak I?, saj tedaj ¢ ali wi‘f ni strogo narasca-
joca. Vse kopule te druzine imajo neniceln absolutno zvezni in singularni del. Nosilec
singularnega dela {(u,v) € I?|¢*(u) = ¥*(v) > 1} je dobro razviden iz razsevnih
diagramov.

Ce je oy < ap in B < B, potem je ¢M < @M in Vi < Y, iz Cesar po trditvi
5.12 sledi C}} 5 = C} 5. Po trditvi 5.13 je ta kopula SN(Y'|X) oziroma SN(X|Y),
natanko tedaj, ko je v > 1 oziroma 8 > 1, saj je v tem primeru ¢} oziroma 1}’
konkavna. Za a < 1 oziroma § < 1 ni niti DRN(Y|X) oziroma DRN(X|Y'). Ker sta
oM in 1/%/[ zvezni v 0, je spodnji repni koeficient za vse «, f > 0 enak ni¢, medtem ko

je vrednost Ay odvisna od parametrov « in [:
0, cejea<lalip<l,
Ay =
1, ¢ejea>1in g > 1.

g

Doktorsko disertacijo zaklju¢imo s primerom parametri¢ne druzine maksmin kopul,
ki ne izhaja iz verjetnostnega modela in pokaze, da ob umetnem izboru funkcij ¢ ter
v lahko dobimo maksmin kopule z ,nenavadnimi® lastnostmi.

Zgled 6.16. Za parametre a, b, cin d, za katere velja 0 <a < b<1in0<c<d <1,
definiramo odsekoma linearni funkciji ¢ in ¥ z naslednjima predpisoma:

gu, za u €0, al, v, za veE|0,c),
o(u) ={b,  zaue(a,b], (v) =1 za vE|c,d),
u, zau€(b1]; =ty — =< zaveld,1].

Dodatno definiramo Se ¢(0) = 0 pri a = 0 in ¢(1) = 1 pri d = 1. Tako definirane
funkcije zados¢ajo pogoju (F). Ce je a = 0 oziroma d = 1, potem ¢ ni zvezna v
0 oziroma v ni zvezna v 1. Ce velja 0 < a < b < 1in 0 < ¢ < d < 1 lahko
preverimo, da pripadajoca kopula Cy,, ni niti DRN(Y|X) niti LRP(X|Y). Ce sta
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a in ¢ enaka 0, je A\ =b. Obb =11ind = 1 dobimo A\y = 1 — ¢. V preostalih
primerih je Az, = Ay = 0. V nadaljevanju eksplicitno izra¢unamo kopulo Cy 4, ko je
O<a<b<linO<c<d<l.

Najprej predpostavimo, da je b/a > (1 —¢)/(d — ¢). Enotski kvadrat I? razdelimo
na pet obmocij — kot je prikazano na levi strani slike 6.9. Na vsakem izmed teh
obmocij kopula Cy  zadosca drugacnemu predpisu, in sicer je

uv, za (u,v) €Dy,
guv—(b%f)cu, za (u,v) € Da,

Cop(u,v) = §cu+bv — be, za (u,v) €Dj, (6.16)
g u — {Zgu— NP v+ M5, aa (u,0) €D,
u, za (u,v) €Ds.

Na desni strani slike 6.9 so pri parametrih a = 0.3, b = 0.7, ¢ = 0.35 in d = 0.8
narisane nivojnice kopule Cy .

0 a b(d-c)(1-c) b 1 0 a bd-c)(l-c) b 1

1 : 1 §

Ds ! D4

dt------ do- d

c+a(l-c)ib ' c+a(l-c)lb
D3
D>
C C
D,
0 0

Slika 6.9. Na levi: delitev I? na obmodja Dy, Do, D3, Dy in D3, ko je b/a > (1 —¢)/(d —c).
Na desni: nivojnice kopule Cy , pri parametrih a = 0.3, b = 0.7, ¢ = 0.35 in d = 0.8.

Naj bo sedaj b/a < (1 — ¢)/(d — ¢). Delitev I> na pet obmodij je prikazana na
levi strani slike 6.10. Na obmocjih Dy, Dy, D3 in D4 je pripadajo¢a maksmin kopula
definirana kot v (6.16), medtem ko na obmocju Dj velja

a(l—c)—b(d—c) (b—a)(d—c)
a(=d) Wt asg U

Na desni strani slike 6.10 so pri parametrih a = 0.35, b = 0.7, ¢ = 0.3 in d = 0.5
predstavljene nivojnice kopule Cy .
V tem primeru za vse u€ (0, 1] in ve€ [0, 1] velja, da je

6"(u) <bja < (1-0)/(d - ) < th(v).

Za mnozico Ny, definirano v (6.11), zato velja N4, = I°. Nosilec pripadajoce
maksmin kopule je medtem enak I2\D3. Ta primer torej pokaze, da nosilec maksmin
kopule ni definiran z mnozico Ny, za poljuben izbor funkcij ¢ in 1. O
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Slika 6.10. Na levi: delitev I2 na obmodja D1, Dy, D3, Dy in D5, ko je b/a < (1—¢)/(d—c).
Na desni: nivojnice kopule Cy ,, pri parametrih a = 0.35, b = 0.7, ¢ = 0.3 in d = 0.5.
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