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Povzetek

V disertaciji vpeljemo nov algebraicen pristop k analizi ¢asovnih omreZij, ki teme-
1ji na ¢asovnih koli¢inah nad ustreznim polkolobarjem. Definiramo polkolobarje
za analizo Casovnih omreZij brez potovalnega in ¢akalnega Casa in polkolobarje
za analizo ¢asovnih omreZij, ko potovalni in ¢akalni Casi niso nicelni. Za omrezja
brez potovalnih in ¢akalnih ¢asov razvijemo algoritme za ucinkovito raCunanje s
casovnimi koli¢inami in za izbrane mere pomembnosti, ki so posploSitve mer za
analizo stati¢nih omreZij. OpiSemo izracun stopnje vozlis¢, nakopicenosti, dosto-
pnosti in vmesnosti ter rekurzivnih mer pomembnosti. Razdelamo postopke za
izraCun mere pomembnosti glede na lastne vektorje sosednostne matrike omrezja,
Katzove pomembnosti in Bonacichevih pomembnosti « in («, 3). OpiSemo tudi
postopka HITS (kazala in viri) in pageRank. Definiramo dejavnost in privlac-
nost vozlis¢. Mere pomembnosti nam omogocajo identifikacijo skupine najpo-
membnejSih vozliS¢ omreZja in z njihovim pregledom / primerjavo vpogled v
spreminjanje njihove vloge skozi ¢as. Povemo, kako izraCunamo ovojnico nad
absorpcijskimi polkolobarji in z njeno uporabo ¢asovno dosegljivost. S pomocjo
dosegljivosti izraCunamo ¢asovno razbitje na Sibke in krepke komponente. Opi-
sani pristop lahko uporabimo za analizo skupin, ki so doloc¢ene s poljubno drugo
casovno ekvivalen¢no relacijo na danem omreZju.

Opisani postopki so dostopni kot Pythonska knjiznica TQ. Algoritme preiz-
kusimo na realnih omrezjih, Franzosijevem omreZju nasilja v Italiji in omreZju
Reutersovih novic o teroristicnem napadu 11. septembra.

Math. Subj. Class. (2010): 05C25, 05C50, 05C85, 68R10, 90B10, 90C35, 91D30,
16Y60, 93C55

Kljucne besede: casovne koli¢ine, ¢asovno omreZje, potovalni ¢as, polkolo-
bar, mere pomembnosti, skupina, dosegljivost, povezanosti, algoritem, Pythonska
knjiZnica, nasilje.
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Abstract

In the thesis we describe a new algebraic approach to the temporal network ana-
lysis based on the notion of temporal quantities. We define semirings for the ana-
lysis of temporal networks with zero latency and zero waiting time and semirings
for the analysis of temporal networks where the latency is given. For temporal
networks with zero latency and zero waiting time we present algorithms for the
efficient operations with temporal quantities and for the computation of chosen
centrality measures that are generalized cases of centrality measures for static ne-
tworks. We describe the computation of degree, clustering coefficients, closeness,
betweenness and recursive measures of centrality. We explain the eigenvector
centrality, the Katz centrality measure, the Bonacich « and («, ) centralities, the
HITS (hubs and authorities) centrality, and the pageRank centrality. We define ac-
tivity and attraction coefficients in temporal networks. Centrality measures allow
us to identify groups of important vertices. With a review / comparison of the ver-
tices from the groups we get an insight into their roles through time. We present
the algorithm for computing the closure of a temporal network over an absorptive
semiring and for computing the temporal reachability of nodes. We also describe
the procedure for computing temporal weak and strong connectivity components
using the appropriate closure. This approach can also be used for the analysis of
groups that are determined by other equivalence relations on the given network.
The described procedures are available as a Python library TQ. We tested the al-
gorithms on real networks, the Franzosi’s violence network and the Reuters terror
news network.

Math. Subj. Class. (2010): 05C25, 05C50, 05C85, 68R10, 90B10, 90C35, 91D30,
16Y60, 93C55

Keywords: temporal quantity, temporal network, latency, semiring, centrality
measure, group, reachability, connectivity, algorithm, Python library, violence.
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Poglavje 1
Uvod

Besedo omrezje pogosto uporabljamo za oznako relacijskih podatkov, ki se poja-
vljajo na prakti¢no vseh podroc¢jih nasega Zivljenja. Zato termin analiza omreZij
razli¢nim ljudem pomeni razli¢ne stvari. V sloven$¢ini imamo Se dodatno tezavo,
saj angleSko besedo network razli¢ne znanstvene discipline prevajajo razli¢no. Bi-
ologi in zdravniki govorijo o nevronskih mreZah, sociologi o druZabnih in druZbe-
nih omreZzjih, informatiki o racunalniskih mrezah. Kemiki raziskujejo molekule,
opazujemo tudi trgovske mreze itd. Matematiki smo se odlocili za omreZje iz
preprostega razloga — beseda mreZa je Ze rezervirana za algebrsko strukturo.

Analiza omreZij se pri nacrtovanju projektov, pri raziskovanju elektricnega ali
vodovodnega omreZja in pri raziskavah druzbenih in druZabnih omreZij uporablja
v razlicne namene. Uporabljamo jo v transportnih sistemih in v logistiki. Po-
znamo omreZje komunikacij, epidemioloSka omreZja (raziskovanje Sirjenja okuzb)
in omrezZja v bioinformatiki. Zelo veliko raziskav dela z internetnim omreZjem, z
omreZji telefonskih klicev in z omreZzji elektronske posSte. Analizo omreZij upo-
rabljamo pri analizi besedil, v bibliometriki (omreZja citiranj, soavtorstev itd.) in
v organizacijski teoriji. Uporabna je tudi pri genomskem raziskovanju, pri ana-
lizi dogodkov in za raziskovanje omreZja plenilcev in plena. OmreZja se poja-
vljajo pri raziskavah metabolizma in presnavljanja beljakovin ter pri simulacijah
prometa. Imamo tudi primere teroristicnih omreZij, transakcijska omreZja v ban-
¢niStvu, omreZja trgovin, omreZja mednarodnih sodelovanj in omreZja trgovanja
z vrednostnimi papirji. Z omreZji lahko opiSemo razvoz paketov, Sirjenje govoric
ali informacij in odnose v druzbi ali organizaciji. VeCino omreZij ustvari ¢loveska
dejavnost in imajo podobno zgradbo.

V resnici imamo vsi uporabniki analize omrezij opravka z relacijskimi po-
datki, pri katerih gre za akterje (nevrone, gene, atome, ljudi, skupine, organizacije,
drzave, raCunalnike, uporabniSka imena na Facebooku in drugje na internetu itd.)
in zarelacije med temi akterji. Nekatere relacije so ocitne, fizi€ne (bancne transak-
cije, prenos sredstev, prodaja, sodelovanje, preseljevanje, menjanje sluzbe). Druge
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niso tako jasno definirane in so odvisne od osebnih izbir (prijateljstvo, vSecnost,
spoStovanje). Relacije med akterji so tako razlicne kot znanstvene discipline, ki
jih raziskujejo. Lahko so povezane s Stevilom (dolZina ceste), lahko so razlicnih
vrst (brat / sestra, formalne vloge), lahko je edina stvar, ki nas o relaciji zanima, ali
relacija obstaja ali ne. Nekatere relacije so obojestranske (ceste), nekatere imajo
ocitno smer (bancne transakcije).

Na podrocje analize omrezij lahko gledamo kot na samostojno podrocje. V
matematiki ima korenine v teoriji grafov in v diskretni matematiki. Se posebej
dolgo zgodovino ima analiza omreZij v druzbenih znanostih, zanimanje za ana-
lizo omreZij pa se je v zadnjem Casu znatno povecalo zaradi vecje dostopnosti ve-
like koli¢ine podatkov in globalnega interesa po analizi teh podatkov. Internet je
bliskovito narasel na ogromen in skoraj neobvladljiv vir, zato so narasle tudi razi-
skovalne teznje po boljsih in predvsem ucinkovitejSih metodah za analizo velikih
redkih omreZij. Se posebej zanimiva postajajo omreZja, v katerih upostevamo tudi
¢as dogajanja in opazujemo spremembe omrezja skozi Cas.

Vsa omenjena podrocja so zdruzena pod formalnim okriljem, ki je dokaj eno-
tno. V resnici je neverjetno, da smo za opis vseh razli¢nih primerov, v katerih so
interesi in zahtevnost raziskovanega problema razli¢ni, uspeli najti matematicen
zapis, v katerega lahko pospravimo vse naStete primere in mnoge druge. Naraven
nacin za matematicen opis omreZja predstavlja diskretna struktura, ki jo imenu-
jemo graf.

V doktorski disertaciji obravnavamo primer, ki je raz§iritev osnovnega modela
opisa relacijskih pojavov; primer, v katerem se relacije in akterji lahko spreminjajo
s Casom. Definiramo matematicen opis, ki naj ¢im bolj univerzalno opise casovne
relacije in Casovne spremembe v danem omreZju. Akterji lahko izginjajo ali se
pojavljajo, lahko se spremeni vrednost, naCin ali vrsta relacije med njimi. Za
poenostavljen opis razvijemo tudi algoritmic¢no / racunalnisko podporo.

1.1 Definicije in oznake
Definicije so povzete po naslednjih virih [22, 138} 153]].

Definicija 1.1. Graf G je urejen par (V, £) dveh mnoZic, mnoZica V je mnoZica
vozlis¢ in mnozica £ je mnoZica povezav med pari vozliS¢. Povezave med vozli-
§¢ema u in v so lahko usmerjene (u,v) ali neusmerjene {u,v}. Vozlis¢i u in v sta
krajis¢i povezave in sta si sosedni. Z ((u,v) zapiSemo, da povezava ¢ vodi iz vo-
zli§¢a u v vozlisée v. Ce za usmerjeno povezavo ¢ velja {(u,v), pravimo, da ima
{ zacetek u in konec v. Povezavo, ki povezuje vozlis€e s samim sabo, imenujemo
zanka.
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Z n oznacujemo Stevilo vozlis¢ |V| v omreZju in z m Stevilo povezav |L|. Pri-
vzamemo, da sta n in m koncna.

Definicija 1.2. Povezavi sta vzporedni, Ce povezujeta isti krajis¢i v isti smeri. Graf
brez vzporednih povezav imenujemo enostavni graf. Graf G’ = (V', L) je podgraf
grafaG = (V, L), e veljaV' cVin L' c L.

Definicija 1.3. Usmerjen graf je graf, ki ima samo usmerjene povezave — urejene
pare vozlis¢. Loc¢imo med dvema tipoma sosedov. Vhodni sosedje vozlisca u so
vozlis€a v € V), za katera obstaja povezava {(v,u) € L. Izhodni sosedje vozliica
u so vozlis€a v € V, Ce obstaja povezava ¢(u,v) € L. MnoZico vseh sosedov
vozli§¢a v ozna¢imo z N(v), mnoZico izhodnih sosedov z N*(v) in mnoZico
vhodnih sosedov z N~ (v).

Pogosto je uporabno dodati vrednosti (utezi) na vozliS€a ali na povezave grafa
G. Vrednosti utezi lahko predstavljajo kapacitete, dolZine, potovalni Cas, ceno,
podobnost itd. Utezi na povezavah definiramo kot funkcijo w : £ — A, vredno-
sti v vozlis¢ih pa kot funkcijo ¢ : V — A, kjer je A ustrezna mnoZica. Imena
funkcij obicajno izberemo tako, da nakazujejo, kaj smo Zeleli oznaditi z njihovimi
vrednostmi.

Definicija 1.4. OmreZje N = (V, L, P, W) sestavljajo graf G = (V, L) z dodatnimi
informacijami o uteZeh JV na povezavah in vrednostih (lastnostih) P v vozliscih.

Definicija 1.5. Stopnjo vozlis€a v v grafu ozna¢imo z deg(v) in predstavlja Ste-
vilo povezav, ki imajo v za kraji§€e. Izhodna stopnja outdeg(v) je enaka Stevilu
povezav, po katerih lahko zapustimo vozli§e v; vhodna stopnja indeg(v) pa je
enaka Stevilu povezav, po katerih lahko pridemo v vozlisce v.

Maksimalno in minimalno stopnjo vozlis¢a v grafu G oznaCujemo z A in z 4.

Definicija 1.6. Sprehod v grafu G z zacetkom v vozlisu vy in koncem v vozlis¢u
v, je koncno alternirajoCe zaporedje vozliS¢ in povezav

™= U0£1U1€2U2 e gp’Up,

Ce velja ¢;(v;_1,v;), © = 1,2,...,p. DolZina sprehoda je Stevilo p povezav, ki jih
sprehod vsebuje. Zaporedje 7 je polsprehod ali veriga, e ne upoStevamo usmer-
jenosti povezav, torej Ce velja £;(v;_1,v;) ali pa £;(v;,v;_1) zavsaki=1,2,...,p.
Sprehod je sklenjen, Ce se zacne in konca v isti tocki, vy = v,,. Sprehod, v katerem
se povezave ne ponavljajo, je enostaven. Sprehod je osnoven, ¢e so vsa vozlisca,
skozi katera gre, razen zacCetka in konca, med seboj razli¢na. Tak sprehod imenu-
jemo tudi pot. Vsak osnoven sprehod je tudi enostaven. Sklenjeno pot imenujemo
cikel.
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Definicija 1.7. Ce obstaja sprehod od u do v, pravimo, da je vozlisée v dosegljivo
iz vozlii¢a u. Ce med vozli§éema u in v obstaja polsprehod, sta vozliséi Sibko
povezani. Ce je vozlii¢e u dosegljivo iz vozlii¢a v in obratno, sta vozli§¢i krepko
povezani. Sibka in krepka povezanost dolocata ekvivalendni relaciji na mnoZici
vozli§¢ grafa. Pripadajoci ekvivalencni razredi dolocajo Sibke in krepke kompo-
nente grafa. Sibke komponente so komponente grafa, v katerem ne upostevamo
usmerjenosti povezav. Krepke komponente vsebujejo le vozlis€a, ki so vzajemno
dosegljiva.

Definicija 1.8. Ena od moZnih predstavitev grafa G = (V, L) je s sosednostmno
matriko A velikosti n x n, ki jo definiramo kot

~ _ 1, (u7 U) € L’
A= [auv]u,vEV - { 0, sicer.

Ce je graf uteZen po povezavah, namesto 1 na ustrezno mesto v sosednostni
matriki postavimo vrednost uteZi na povezavi, w(u, v), in njeni elementi ustrezajo
vrednostim na povezavah omrezja.

Definicija 1.9. Vrednosia (prehodna) matrika A omrezja N = (V, L, w) je defi-
nirana kot

) ) w(u,v), (u,v)el,
A= [Cluv]u,vev = { 0, sicer.

Vrednostna matrika neusmerjenega omrezja je simetri¢na, kar v sploSnem ne
drzi za usmerjena omrezja. Ce omreZje nima zank, so diagonalni elementi vre-
dnostne matrike enaki 0.

Definicija 1.10. Naj bo dana matrika A € R™*". (Desni) lastni vektor matrike A
je neniceln vektor z € C", za katerega velja Ax = Az za neko kompleksno Stevilo
A € C. Stevilu \ pravimo lastna vrednost matrike A, ki pripada lastnemu vektorju
2. Podobno definiramo levi lastni vektor in levo lastno vrednost.

Lastni vrednosti A,y , ki ima najvecjo absolutno vrednost med vsemi lastnimi
vrednostmi matrike, pravimo dominantna lastna vrednost, pripadajoCemu last-
nemu vektorju x,.x pa dominantni lastni vektor. Paru (Apax, Tmax) pravimo do-
minantni lastni par.

Definicija 1.11. Lastne vrednosti omreZja N so definirane kot lastne vrednosti
njegove vrednostne matrike A. MnoZici vseh lastnih vrednosti omreZja pravimo
spekter omrezja N

Spekter omreZja veliko pove o njegovih lastnostih. O lastnostih omrezja, ki
sledijo iz lastnih vrednosti vrednostnih matrik, razen pri izpeljavi mer pomemb-
nosti, ne bomo govorili. Ve€ o tem lahko preberete v [24, 51} 165].

Ce je A realna simetri¢na matrika, so njene lastne vrednosti realne. Za nene-
gativne matrike velja Se vec.
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Izrek 1.1. (Perron-Frobeniusov izrek) Naj bo A € R™™ nenegativna matrika (vsi
njeni elementi so nenegativni). Potem ima matrika A nenegativno realno domi-
nantno lastno vrednost \. Lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti \, je nenega-
tiven realen vektor.

Ce velja tudi, da matrika A nima blo¢no trikotne dekompozicije (to je, ne
vsebuje k x (n — k) bloka samih nicel za neko permutacijo vrstic in stolpcev),
potem je \ enostavna lastna vrednost in pripadajoci lastni vektor je pozitiven.

Ce je matrika A pozitivna, ima \ strogo najvedjo absolutno vrednost med
vsemi lastnimi vrednostmi.

Posledica 1.1. Krepko povezano omreZje N z nenegativnimi utezZmi ima enostavno
pozitivno lastno vrednost \n.x. Lastni vektor, ki pripada \p..x, je pozitiven. Ce
omreZje ni krepko povezano, enostavnost lastne vrednosti ni zagotovljena.

Dokaz. Dokaz izreka in posledice v [[10} 61]]. O

Definicija 1.12. Za funkciji f : N - Nin g : N > N reCemo, da je f reda O(g),
Ce obstajata taki pozitivni konstanti ny € N in ¢ € R*, da velja f(n) < c-g(n) za
VSe n 2 ng.

Notacija O je uporabna za ocenjevanje asimptotske rasti funkcij in jo bomo
uporabljali za opis Casovne zahtevnosti algoritmov.

Velja 0 € N. Uvedimo 3e oznake N = Nu {c0},Z = Z U {+00}, R = Ru {+00}
in Ry = R# U {oco}.

1.2 Zgradba doktorske disertacije

Disertacija je organizirana po poglavjih. V drugem poglavju definiramo polko-
lobar in opiSemo uporabo polkolobarjev v analizi omreZzij. Predstavimo tudi ne-
kaj primerov. V tretjem poglavju definiramo in opiSemo najpogosteje uporabljane
mere pomembnosti v omreZjih. Numeri¢ne postopke za izracun priblizka za domi-
nantni lastni par matrike in priblizka za reSitev sistema linearnih enacb na kratko
povzamemo v Cetrtem poglavju. Nekaj obstojecih pristopov k analizi ¢asovnih
omreZij opiSemo v petem poglavju.

V Sestem poglavju najprej predstavimo osnovne definicije nasega novega pri-
stopa k analizi ¢asovnih omreZij. V tem poglavju vpeljemo casovne koli¢ine in
nekaj polkolobarjev ¢asovnih koli¢in. Polkolobarji za analizo ¢asovnih omreZij so
izvirni prispevek, ki smo ga opisali v [6,[73]. Opisani so novi ¢asovni polkolobarji
za analizo Casovnih omreZij z nicelnimi potovanimi in ¢akalnimi €asi in izvirna
algebraiCna struktura (potovalni polkolobarji), ki poleg potovalnih Casov upoSteva
tudi poljubne dodatne informacije na povezavah. V prihodnje nameravamo po-
iskati veC primerov uporabe in razviti algoritme za predstavljene operacije.



6 POGLAVIE 1. UVOD

V sedmem poglavju razvijemo postopke za analizo Casovnih omreZij brez po-
tovalnega in Cakalnega Casa, ki temeljijo na polkolobarjih iz Sestega poglavja.
Pristop predstavlja naravnejSo vzdolZno alternativo obicajni precni analizi, ki te-
melji na ¢asovnih rezinah. Tudi rezultati analiz so izraZeni kot ¢asovne koli¢ine.
Razvite postopke smo opisali v ¢lanku [6]. Razdelali smo ¢asovna razbitja, ki opi-
sujejo spreminjanje Sibkih in krepkih komponent povezanosti omreZzja. Podoben
pristop lahko uporabimo tudi za analizo skupin, ki so dolocene s poljubno drugo
casovno ekvivalencno relacijo v danem omreZju. Predstavitev ¢asovnih omreZij
brez potovalnih in ¢akalnih Casov je taka, da jo lahko uporabljamo v poljubnem
kontekstu in ni ozko usmerjena v reSevanje konkretnega primera, kar velja za ve-
¢ino obstojecih reSitev. Opisani postopki so dostopni kot Pythonska knjiZnica
TQ. Razvijamo tudi uporabniku prijaznejsSi vmesnik Ianus (po zgledu programa
Pajek), za katerega upamo, da bo s€asoma postal Siroko uporabljan v akademskih
krogih in tudi v praksi.

V osmem poglavju opiSemo postopke za izraCun mer pomembnosti ¢asovnega
omreZja brez potovalnih in cakalnih ¢asov. Predstavili smo jih v ¢lankih [6} 72} 73]
in so posploSitev mer pomembnosti za staticna omreZja. Mere pomembnosti nam
omogocajo identifikacijo skupin najpomembnejSih vozliS¢ / povezav omreZzja in z
njihovim pregledom / primerjavo vpogled v spreminjanje njihove vloge skozi Cas.
Za dano lastnost / utez bi lahko v prihodnosti dolocali ¢asovne prereze (cuts) ali
otoke (islands).

V devetem poglavju analiziramo izbrana ¢asovna omreZja, zapisana v predsta-
vljeni obliki.

Postopke za analizo omreZij brez potovalnih in ¢akalnih ¢asov, knjiznico TQ
in program lanus smo predstavili na treh mednarodnih konferencah in na nekaj
seminarjih v Sloveniji.

Disertacijo zaklju¢imo s kratkim povzetkom in smernicami za prihodnje delo.



Poglavje 2

Polkolobarji

V analizi omreZij se uporablja precej razli¢nih polkolobarjev ([13, 14} 27, 139, |52,
60, 184]). Na tem mestu bomo omenili tiste, ki jih v nadaljevanju uporabljamo tudi
pri analizi ¢asovnih omreZij, in opisali motivacijo za njihov nastanek.

Definicija 2.1. Naj bodo a,b,c € A. MnoZica A z dvomestnima operacijama se-
Stevanje @ in mnoZenje ®, nevtralnim elementom za seStevanje 0 in enoto za mno-
Zenje 1, ozna¢imo jo z A(®, ®,0, 1), je polkolobar, kadar velja

mnoZzica A je za seStevanje & komutativen monoid z nevtralnim elementom
0 (seStevanje je komutativno, a®b = bda, asociativno, a® (béc) = (a®b)ac,
in za vsak elementa € A veljaa® 0=0@® a = a);

mnoZica A je za mnoZenje ©® monoid z enoto 1 (mnoZenje je asociativno,
a®(boc)=(a®b)®c, inzavsakelementac Aveljaa®©1l=10a=a);

veljata distributivnostna zakona
a®(bedc)=(a0b)®d (adc),
(adb)oc=(aoc)ad (boc);

element O je ni¢la (absorpcijski element, anihilator) za mnoZenje

a®0=00a=0zavsakac A.

V vseh primerih predpostavimo, da ima operacija mnozenja prednost pred se-
Stevanjem. Zadnjo tocko definicije polkolobarja nekateri avtorji izpuscajo. Potre-
bujemo jo zato, da lahko nad danim polkolobarjem zgradimo polkolobar matrik.
Ce je dana mnoZica A, za katero veljajo vse tocke definicije razen zadnje, lahko
mnozico A razsirimo z elementom 38, za katerega po definiciji velja

adB=Hoa=a In a0E=Ho0a=38
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za vse a € AU {8}. V razirjeni mnoZici Ag = A U {88} je element & nicla za
mnoZenje po definiciji in (Ag, ®,©,38,1) je polkolobar, v katerem veljajo vse
tocke definicije[2.1]

Glavna razlika med algebrskimi strukturami, ki smo jih vajeni, in polkolo-
barjem je v tem, da v polkolobarju obstoj inverznega elementa ni zagotovljen (v
preprostem jeziku to pomeni, da v sploSnem ne znamo odStevati ali deliti) in da
mnoZenje ni komutativno.

Definicija 2.2. Polkolobar je poln, e je seStevanje dobro definirano tudi za Stevne
mnoZzice in tudi v tem primeru veljajo pravila za vsoto in distributivnostna zakona:

D=0, Qa=a, @ w-0,0a aj+k

i€ ie{j} ie{j,k}

@(@ai) =@a;, kjerje | JI;=Iin;nI,=0,j+k,
jed \iel; iel jeJ
in

P(aoa;) :aG(@ai), P(a;0a) = (@az)

iel iel iel iel

V tem primeru velja tudi
((@al) O] (@ bj)) = @al © bj = @ (@(&Z ®© bj)) .

Definicija 2.3. Sestevanje je idempotentno, Ce za vsak a € A veljaa @ a = a.

Definicija 2.4. Poln polkolobar (A, ®, ®,0, 1) je zaprt natanko tedaj, ko je v njem
definirana Se dodatna unarna operacija zaprtje (ovojnica) x, za katero velja

a*=1@(a0a”)=1®(a" ®@a)zavsak a € A.

V istem polkolobarju lahko obstajajo razli¢na zaprtja. V zaprtem polkolobarju
definiramo strogo zaprtje a kKot

a=a0a”.
Poln polkolobar je zaprt, Ce operacijo zaprtja definiramo kot

a = @ad". 2.1)

k>0

V nadaljevanju bomo z izrazom zaprtje oznacevali operacijo iz enacbe (2.1)), ce
ne bomo posebej omenili, za katero zaprtje gre.



V polkolobarjih, v katerih sta smiselni tudi operaciji odStevanja in deljenja,
lahko definiramo a* = (1 — a)~!. Primer takega polkolobarja so realna Stevila za
obiCajno seStevanje in mnoZenje. V mnoZici realnih Stevil vrednost 1* ni defini-
rana, kar popravimo tako, da mnoZici dodamo element oo in definiramo 1* = oo
[39].

Definicija 2.5. V polkolobarju velja absorpcijski zakon, e za vse a,b, c € A velja
(aeb)®(a®cob)=a0b.

Ker veljata distributivnostna zakona in obstaja enota za mnoZenje, je za ve-
ljavnost absorpcijskega zakona dovolj preveriti 1 @ ¢ = 1 za vsak ¢ € A. V polko-
lobarjih, v katerih velja absorpcijski zakon, je a* = 1 za vse a € A. Polkolobar, v
katerem velja absorpcijski zakon, je idempotenten.

Definicija 2.6. Nad polkolobarjem (A, ®, ®, 0, 1) lahko zgradimo polkolobar kva-
dratnih matrik A™" reda n, katerih elementi so vrednosti iz polkolobarja A. Se-
Stevanje in mnoZenje v matriCnem polkolobarju definiramo na obicajen nacin:

(A (&) B)z] = Qyj &) bij,

(AG)B’L] @aszbkz]a 1,j=12,...,n

Opozorimo, da znaki za operacije na levi in na desni strani enacb ne predsta-
vljajo istih operacij. Na levi so operacije, ki delujejo v matricnem polkolobarju
A™n na desni pa operacije, ki delujejo v polkolobarju A. Nevtralni element za
seStevanje v polkolobarju A™*" je matrika, katere elementi so enaki O (nevtralni
element za @& v polkolobarju A). Enota za mnoZenje v A™*" je matrika, ki ima
na diagonali elemente enake 1 (enota polkolobarja A) in izven diagonale ni¢lo 0
(tukaj potrebujemo zadnjo tocko definicije polkolobarja).

Trditev 2.1. MnoZica A™" je polkolobar za operaciji seStevanja in mnoZenja ter
za nevtralni element in enoto iz definicije Ce je polkolobar A poln, je poln
tudi matricni polkolobar A™™ in je zato zaprt za operacijo

~ DA~

k>0

Dokaz. Dokaz v [52]. O

Za izraCun zaprtja A* matrike A nad polnim polkolobarjem (A, ®,®,0,1)
lahko uporabimo Fletcherjev algoritem I}, opisan v [43]].

Strogo zaprtje A matrike A dobimo, e izbrisemo vrstico 7 v algoritmu l Ce
je seStevanje idempotentno, lahko matriko racunamo na mestu (ne potrebujemo
spodnjega indeksa v algoritmu).
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Algoritem 1 Fletcherjev algoritem.
1: function Fletcher(A)
2 Ay« A
3 for k. =1tondo
4: for:=1tondo
5
6
7

for j=1tondo
ari, j] < ap-1[7,7] ® ap-1[i, k] © (ap-1[k, k])* © ap-1[k, j]

aplk, k] < 1+ a[k, k]
return A, D> matrika A, je zaprtje matrike A

V polkolobarjih, v katerih velja absorpcijski zakon, lahko Fletcherjev algori-
tem poenostavimo tako, da v vrstici 6 izraCunamo vrednost ay[i, j ] < ax-1[%,7] @
ag-1[1, k] © ag_1[k, 7] (upostevamo (ax_1[k, k])* = 1).

V vecini polkolobarjev, ki se uporabljajo v analizi omrezij (z izjemo kombi-
natori¢nega polkolobarja), absorpcijski zakon velja.

Pomemben razred polkolobarjev predstavljajo polkolobarji, v katerih lahko
definiramo relacijo urejenosti.

Definicija 2.7. Dvomestna relacija < na mnozici A je delna urejenost, Ce je re-
fleksivna (a < a), tranzitivna (¢e velja a < b in b < ¢, potem velja a < ¢) in
antisimetri¢na (Ce velja a < b in b < a, potem velja a = b). Delna urejenost je
popolna (linearna) urejenost, Ce je vsak par elementov primerljiv (za vsak par
a,be Aveljaalia <balib<a).

Definicija 2.8. Polkolobar (A, ®,®,0,1) je urejen, e v njem obstaja delna ure-
jenost <, ki je usklajena z operacijama:

a®dc<b®czavsea,b,ce Aina<b,

a®czboGcincoOazcObzavsea,b,ce A,0<c,a<b.
Definicija 2.9. Ce je relacija <, definirana kot
a<b<3dceA:adc=0,
delna urejenost v A, potem tej relaciji pravimo naravna ureditev mnoZice A.

Ce je operacija sestevanje ® idempotentna, je A naravno urejena.
Ce je polkolobar A urejen, je urejen tudi polkolobar matrik nad A.
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2.1 Uporaba polkolobarjev v analizi omreZij

Ker imamo v omreZju uteZi na povezavah, ki opisujejo nek pojav, bi radi nasli
nacin, s katerim bi njihove vrednosti smiselno zdruzevali. Sama vrednost na po-
vezavi nam ne pove veliko o omreZju, ¢e je ne znamo uporabiti. Zanima nas, kako
ustrezno zdruZujemo vrednosti na razli¢nih povezavah.

Zgodita se lahko dva osnovna primera (slika [2.1)) — Zelimo zdruziti vrednosti
na vzporednih ali na zaporednih povezavah. Ce si povezave predstavljamo kot
potovanja med tockami, imamo intuitivno predstavo, kakSnim zahtevam morajo
operacije zadoScati. Naj seStevanje ustreza zdruZevanju vzporednih povezav in
mnoZenje zdruZevanju zaporednih povezav.

a a®b
b

a b a®b

Slika 2.1: Polkolobarsko seStevanje in mnoZenje v omreZzju.

Ce zdruZujemo povezave, no¢emo, da bi bila vrednost zdruZenih povezav od-
visna od vrstnega reda zdruZevanja, torej potrebujemo asociativnost. Zelimo imeti
moznost povedati, da povezava ne obstaja, zato potrebujemo ni¢lo 0. Zelimo, da
sta vzporedni povezavi enakovredni, saj nobena ni “prva.” Od tod zahteva po
komutativnosti za seStevanje. Pri mnoZenju vcasih Zelimo nekomutativnost, saj
velikokrat imamo “prvo” povezavo in naslednje. Kadar imamo namesto pove-
zav sprehode, Zelimo imeti pravilo, po katerem lahko zdruZimo njihove vrednosti.
Tukaj pride do izraza distributivnost.

IzkazZe se, da tem zahtevam ustreza algebrska struktura polkolobar, ¢e dodamo
Se tehni¢no zahtevo o obstoju enote za mnoZenje.

Definicija 2.10. Dani so omrezje N' = (V, L, w), polkolobar (A, ®,®,0,1) in
utezi w : L - A. UteZi w raz8irimo na vrednosti sprehodov in mnoZic sprehodov
v omreZju N :

* za nicelni sprehod p, v vozlis¢u v € V je vrednost sprehoda w(p,) = 1;

?
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* zaneniCelni sprehod 7 = vyl v1l2vs . .. £yv,, p > 1, v omreZju N je vrednost
sprehoda

w(m) =w(l) ew(ly) @ 0w, = w(l);

Lem

* prazna mnoZica sprehodov () ima vrednost w(()) = 0;

* Ce je A poln polkolobar, ima Stevna neprazna mnozica sprehodov P =
{m1,72,...} vomreZju N vrednost

w(P) =w(m)dw(m) & = E%w(w).

Zveza vselej velja za kon¢ne mnozZice sprehodov. Ce je polkolobar poln, jo
lahko razsirimo na Stevno neskonéne;

e Ce sta m = Vol1v1lavs . . . LU, In Ty = ugliurlous . . . [ u, taka sprehoda, da
je konec v, sprehoda 7 enak zaCetku u, sprehoda 7, lahko sprehoda 7, in
o staknemo v nov sprehod 7y o my = vol1v; . . Lpvpliugly . . lu,. Vrednost
staknjenega sprehoda je enaka

w(my omy) = w(m) ©w(m).

Trditev 2.2. Vrednosti sprehodov v grafu so tesno povezane z vrednostnimi matri-
kami: Naj bo A € A" vrednostna matrika omreZja N'. Oznacimo s PY, mnoZico
vseh sprehodov od vozlisca u do vozlisca v dolZine p, s ‘P, mnoZico vseh spreho-
dov od vozlis¢a u do vozliséa v in s fw mnoZico vseh nenicelnih sprehodov od
vozlis¢a u do vozlisc¢a v. Potem je

w(Pg,) = (A" )un-

Ce je osnovni polkolobar A poln in sta A* zaprtje matrike A in A strogo zaprtje
matrike A, potem je

w(P’l:’U) = (A*)U’U in w(ﬁuv) = (K)U’U

Ce je polkolobar absorpcijski, velja §e w(Py,) = w(Ew), kjer smo z Ey, oznadili
mnoZico vseh poti med vozliscema v in v.

Dokaz. Dokaz v [4]. ]

Velik del analize omreZij lahko izvedemo s pomocjo zaprtja, ki ga uporabimo
nad ustreznim polkolobarjem.
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2.2 Primeri polkolobarjev

2.2.1 Kombinatori¢ni polkolobar

Kombinatori¢ni polkolobar imenujemo polkolobar naravnih Stevil za obicajno se-
Stevanje in mnoZenje (N, +,-,0,1). Vcasih namesto naravnih $tevil uporabimo
druge Stevilske mnoZice, na primer E. Ta polkolobar je poln in zato tudi zaprt
za a* = Y50 a¥. Sestevanje ni idempotentno in ne velja absorpcijski zakon.

V analizi omreZij kombinatori¢ni polkolobar uporabljamo, kadar uteZ na po-
vezavi omreZja vidimo kot Stevilo nacinov za preckanje povezave. SeStevanje in
mnoZenje v kombinatori¢nem polkolobarju ustrezata pravilu vsote in pravilu pro-
dukta, ki smo ju vajeni iz kombinatori¢nega preStevanja [74].

Dano je omreZje z vozlis¢ema u in v ter vzporednima povezavama med njima.
Vrednost utezi na eni povezavi je enaka a, vrednost utezi na drugi povezavi je
enaka b. Od vozli¢a u do vozlis¢a v lahko pridemo na a + b nacinov. Ce imamo
v omreZju tri vozli§€a u, z in v ter zaporedni povezavi (u, z) z utezjo a in (z,v) z
utezjo b, potem lahko od vozlis¢a u do vozli§¢a v pridemo na a-b nacinov. Grafi¢ni
prikaz povedanega je predstavljen na sliki[2.2]

a a+b
b

Slika 2.2: V kombinatori¢nem polkolobarju Stejemo, na koliko nacinov lahko
pridemo iz enega v drugo vozlisce.

2.2.2 Polkolobar najkrajsih poti

Obicajno so dolZine poti nenegativne, zato je najpogostejSa definicija polkolobarja
najkrajSih poti (]R?g, min, +, 00, 0). Polkolobar je poln in komutativen (tudi polko-
lobarsko mnoZenje je komutativno). V njem velja absorpcijski zakon. Polkolobar
je zaprtin a* = min{0,a + a*} = 0 za vsak a € R}.
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V¢asih namesto mnoZice IRTJ; uporabimo mnoZico N. V tem primeru polkolo-
barju pravimo tropski polkolobar.

Motivacija za uporabo tega polkolobarja je klasi¢ni problem najkrajsih poti:
Dano je omrezje N = (V, £, w) z uteZjo w : £ — R in vozlide s € V (izvor).
Vrednost utezi w(u,v) predstavlja dolzino povezave od vozli§¢a u do vozliséa v.
Radi bi izracunali dolZine najkrajSih poti od s do drugih vozlis¢ v € V.

Spet vzemimo omreZji kot pri kombinatoricnem polkolobarju. Ko imamo
vzporedni povezavi med vozliSéema w in v in je vrednost na eni povezavi enaka
a, vrednost na drugi povezavi pa b, je najkrajSa pot od vozlis€a u do vozlisca
v dolzine min(a,b). Ce imamo zaporedni povezavi (u, z) z uteZjo a in (z,v) z
uteZjo b, je najkrajsa pot od vozlisca u do vozlis¢a v dolZine a + b. Grafi¢ni prikaz
povedanega je predstavljen na sliki[2.3]

min(a, b)

o« » - & o

a b a+b

Slika 2.3: V polkolobarju najkrajSih poti vrednosti na povezavah predstavljajo
dolZino poti.

Obicajen postopek za izracun dolZin d najkrajsih poti od izvornega vozlis¢a s

do drugih vozli¢ v € V \ {s} v omreZju N = (V, L, w) je, da definiramo d(s) = 0

in izra¢unamo razdaljo do vsakega vozlis¢a v € V \ {s} s pomo¢jo Bellmanove
enacbe

d(v) = I}gg{d(u) +w(u,v)}. (2.2)

2.2.3 Logicni ali povezanostni polkolobar

Logi¢ni ali povezanostni polkolobar je polkolobar ({0,1},v,A,0,1). V nekate-
rih znanostih ga (iz oCitnega razloga) imenujejo logicni ali Boolov polkolobar. V
analizi omreZij mu reCemo povezanostni polkolobar, saj s pomocjo tega polkolo-
barja dolocamo dosegljivosti vozliS€. Povezanostni polkolobar je poln, zaprt in
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a*=1v(ana*)=1zavsak ae{0,1}. Vnjem velja absorpcijski zakon.

Dosegljivost parov vozlis¢ v omreZju dolocamo s pomocjo zaprtja v polkolo-
barju matrik nad povezanostnim polkolobarjem.

Tudi tokrat najprej poglejmo primer vzporednih povezav med vozlis¢ema v in
v. Na eni povezavi je vrednost a, na drugi pa vrednost b. Vrednost 1 pomeni, da
je povezava prehodna; vrednost O pa, da je prekinjena. Vozlis¢e v je dosegljivo iz
vozlis¢a u natanko tedaj, ko je prehodna vsaj ena od povezav med njima, torej ko
je vsaj ena od vrednosti @ ali b enaka 1. Natanko v tem primeru ima izraz a v b
vrednost 1. V primeru zaporednih povezav (u, z) z uteZjo a in (z,v) z uteZjo b
morata biti za dosegljivost vozli§€a v iz vozli§€a u prehodni obe povezavi, kar je
res natanko tedaj, ko velja a A b = 1. Grafi¢ni prikaz povedanega je predstavljen

na sliki[2.4]
a avb
b

a b anb

Slika 2.4: V povezanostnem polkolobarju opazujemo obstoj poti.

Produkt dvojiskih matrik A in B na mestu uv je razli¢en od 0 natanko tedaj, ko
obstaja indeks (vozlisce) ¢, za katerega sta a,,; in by, enaka 1. Kvadrat sosednostne
matrike A omreZja \V, izracunan v povezanostnem polkolobarju, ima vrednost 1
na mestu uv natanko tedaj, ko v omreZju A/ obstaja sprehod od u do v dolZine 2.

V splosnem AF predstavlja sprehode dolZine k v omreZju N. VozlisCe v je
torej dosegljivo iz vozlis€a u, Ce je na mestu uv enica v kateri od potenc matrike
A. Relacijo dosegljivosti lahko opiSemo z matriko

IoeAoA’e ...,

ki je enaka zaprtju matrike A, Ce to zaprtje obstaja. Ker je povezanostni polko-
lobar zaprt, lahko s pomocjo operacije zaprtja A* izracunamo dosegljivost parov
vozlis¢ v omreZju.
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2.2.4 Geodezicni polkolobar

V mnoZici A = R} x N definiramo seStevanje

7, a<b
(a,i) ® (b,j) = | min(a,b),s i+j, a=b
7, a>b

in mnoZenje
(&,Z') © (baj) = (a+b,2])
Za ti operaciji je (A, ®, 0, (00,0), (0, 1)) poln zaprt polkolobar [4]] za zaprtje

e ] (0,00), a=0,i+0,
(a,7) _{ (0,1), sicer.

Imenujemo ga geodezicni polkolobar. Polkolobar ni idempotenten.

Geodezicni polkolobar je kombinacija polkolobarja najkrajsih poti (ta je prva
mnoZica v kartezicnem produktu) in kombinatori¢nega polkolobarja (ki je druga
mnoZzica v karteziénem produktu). Z njim hkrati izratunamo dolZino in Stevilo
najkrajsih poti med pari tock.

Poglejmo, kako seStevanje in mnoZenje tolmacimo na osnovnih dveh primerih.
V omreZju imamo vzporedni povezavi med vozliS§¢ema u in v, na prvi povezavi
je vrednost (a, ), na drugi pa vrednost (b, j). Najkrajsa pot je dolZine min(a, b),
enako kot pri polkolobarju najkrajSih poti, Stevilo najkrajSih poti pa je odvisno
od tega, kje dosezemo minimum. Ce je najkrajsa pot enoliéna, na primer tista,
ki poteka po povezavi z utezjo (a,1), se Stevilo najkrajsih poti ne spremeni in
ostane enako 7. Podobno velja, ¢e enoli¢na najkrajSa pot poteka po povezavi z
utezjo (b, 7). Ce sta dolZini poti po obeh povezavah enaki, se $tevilo najkrajsih
poti spremeni. Zdaj je enako vsoti ¢ + 7 Stevila najkrajSih poti prek obeh povezav.

Ce imamo v omreZju zaporedni povezavi (u, z) z uteZjo (a,4) in (z,v) z uteZjo
(b, 7), je dolZina najkrajse poti od u do v enaka a +b. Stevilo teh poti je enako i - j.
Grafi¢ni prikaz je na sliki[2.5]
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Cejea<b(alib<a)

(a,)

o

(6,4)

cejea=">

(a,)

(6,5)

(a,1) (b,4)

17

(a,) (ali (b, 7))

(a,i+7)

(a+b,i-7)

Slika 2.5: V geodezi¢nem polkolobarju iS§¢emo dolZino najkrajSe poti (prva kom-
ponenta) in Stejemo Stevilo poti z najmanjso dolzino (druga komponenta).
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Poglavje 3

Mere pomembnosti

Dolocanje pomembnosti vozliS¢ omreZja je eden temeljnih pristopov v analizi
omreZij. Zacetnik iskanja bolj ali manj osrednjih vozlis¢ v omreZju je Alex Bave-
las, ki je konec 40-ih let preteklega stoletja vodil skupino Group Networks Labo-
ratory na univerzi MIT ([7,18,163]]). Bavelas je bil med prvimi, ki so skuSali odnose
med ljudmi preslikati v omreZje. Njegovo zamisel o osrednji osebi v omreZju po-
nazorimo s primerom skupine Zensk, ki so delale v veliki tovarni oblacil. Vse
so govorile italijansko, le ena je znala tudi angles¢ino. Bavelas pravi: “It is di-
fficult to imagine that the English speaking member would be other than central
with respect to communication which had of necessity to pass through her ...”
(Tezko si je predstavljati, da Zenska, ki govori angleSko, ne bi bila osrednja za
komunikacijo, ki nujno poteka prek nje.)

Mere pomembnosti uvedemo zato, da bi izmerili tisto, kar nam pravi obCutek
— da so nekatera vozli$€a in / ali povezave v omreZju pomembnejSe od drugih.
Meram pomembnosti na neusmerjenih omreZjih pravimo mere srediS¢nosti, na
usmerjenih pa mere veljave. Omejili se bomo na pomembnosti vozlis¢. Pomemb-
nost vozlis¢a je skrita v zgradbi omreZja, ki mu vozlis€e pripada. Vsako vozlisce
v omreZju ima dolo¢en vpliv na vozliS¢a iz soseS¢ine, ima nek ugled med svo-
jimi sosedi, lahko si mislimo, da je bolj ali manj pomembno. Ni soglasja o tem,
kaj natanko pomembnost je in kakSen je najboljsi nacin za merjenje pomembno-
sti vozliS¢ [[15]. Naloga tistih, ki analizirajo omreZje, je, da poiscejo in izberejo
najprimernej$o metodo za dano omreZje in kontekst. Odlociti se morajo, kakSen
je namen raziskave. ObicCajna vpraSanja, ki si jih zastavljamo in ki jih reSujemo s
pomocjo mer pomembnosti, so: Katere so vplivne osebe v tem omrezju? Katere
ceste najpogosteje uporabljajo uporabniki cestnega omrezja? Katere spletne strani
so pomembne?

Mere pomembnosti uporabljamo v politiki, pri transportu, pri organizaciji
druzbenih skupin in v komunikacijskih omrezjih. Odgovori na vpraSanja o po-
membnih vozli§¢ih so uporabni v zdravstvu (koga in koliko ljudi je treba cepiti,
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kdo in kje bo razdeljeval gradivo z informacijami), v kriminalistiki (koga je treba
diskreditirati ali aretirati, da bo kriminalno omreZje propadlo, komu je treba po-
vedati napacCne ali zavajajoce informacije), v upravi (v katerih oddelkih je or-
ganizacija najbolj ranljiva, katerim zaposlenim je dobro povedati za nartovane
spremembe v podjetju) in drugod.

Raziskave o tem, kdo so klju¢ni igralci v danem omrezju, delimo tudi glede
na to, ali nas zanima posameznik (eno vozliSce) ali skupina (ve¢ vozli$¢). Tudi
to je odvisno od namena. Prvi pristop pri iskanju najpomembnejSe skupine je,
da izraCunamo pomembnost za vsa vozliS€a in izberemo £ vozlis¢, ki imajo naj-
veéje vrednosti. Vendar ni nujno res, da je optimalna mnoZica vozlis¢ tista, ki
je sestavljena iz vozlis¢, ki so samostojno optimalna. Obstajajo posebne mere
pomembnosti za skupine. Ve€ o teh merah v [22].

Vse mere pomembnosti vozliS¢ so funkcije, ki vozlisS¢em omreZja pripiSejo
realno vrednost, ¢ : )V — R. Razvili so jih tako, da vozli§¢a razvrstijo po pomemb-
nosti glede na njihov polozaj v omrezju. Kvantitativno merijo pomembnost, ki
jo razumemo na razli¢ne nacine glede na kontekst, ki nas zanima. ReCemo, da je
vozlis¢e v manj pomembno od vozli§€a u, e velja c(u) > ¢(v). Za veéino defini-
cij pomembnosti je mogoce pokazati, da je vozliS€e z najve¢jo mozno vrednostjo
osrednje vozlis¢e (usmerjene) zvezde.

Ker ni vsaka mera pomembnosti primerna za vsako omreZje, so sCasoma uve-
dli Se druge, posploSene mere, ki izhajajo iz narave problema, ki ga obstojece mere
niso opisale dovolj dobro ali dovolj u¢inkovito. Marsikatero mero pomembnosti
so razvili le za doloCen problem in zato obstaja precej literature, ki obravnava vsaj
eno mero pomembnosti ([19, 22} 146,47, 80]). Opisali jih bomo le nekaj.

Stopnja vozlis€a je verjetno najstarejSa mera za pomembnost vozlis¢a v om-
reZju. Nekatere mere temeljijo na sose$c€ini vozliSca, druge temeljijo na najkrajSih
poteh med vozlis¢i ali na nakljucnih procesih v omrezju. Spektralne mere po-
membnosti temeljijo na (levem) dominantnem lastnem vektorju vrednostne ma-
trike omreZja ali druge matrike, ki jo dobimo iz nje. Obstoj in enoli¢nost spek-
tralnih mer sledita iz teorije nenegativnih matrik (izrek [I.1] stran[5). Utemeljitev
uporabe lastnega vektorja kot mere pomembnosti je, da ni dovolj presteti Stevilo
sosedov vozlisca, upostevati je treba tudi njihovo pomembnost. Iz istega razloga
so razvili tudi druge rekurzivne mere pomembnosti, ki v raCunu upoStevajo po-
membnost ve€ vozli§¢ v omreZju.

Za vecino mer pomembnosti nepovezanost (le Sibka povezanost) omreZja pred-
stavlja teZavo — pri najkrajSih poteh se zgodi, da nekatera vozliS¢a niso dosegljiva
iz drugih (tistih, ki so v drugi komponenti), kar vodi do neskoncnih razdalj med
vozlis$¢i in do teZav pri meri dostopnosti ali do ni¢elnega Stevila najkrajSih poti pri
vmesnosti.

Za predstavo o tem, kaj merijo mere pomembnosti, poglejmo primer iz [22].
Namen primera je pokazati, da ni enega pravega nacina, na katerega izraCunamo
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pomembnost, in da isto situacijo lahko smiselno analiziramo na razlicne naCine
glede na vpraSanje, ki si ga zastavimo. Vsaka mera ima svojo intuitivno pod-
lago, ki jo lahko razumemo kot prestiZ, vpliv, nadzor, priljubljenost, pogostost,
veljavo, ugled itd. Vozlisce je lahko potrebno za transport ali za prenos informa-
cij po omrezju. Lahko je pomembno, ker je povezano s pomembnimi vozlisci.
Pomembnost je torej mocno povezana s kontekstom [20]].

V razredu je 30 ucenceyv, ki volijo razrednega predstavnika. Vsak ucenec lahko
voli enega od ostalih. Prvo vprasanje je, kdo zmaga na volitvah. Ustvarimo voli-
tveno omrezje — vozlisca predstavljajo ucence in povezava od ucenca A do ucenca
B obstaja, ¢e je ucenec A volil u¢enca B. V tej situaciji lahko reCemo, da je ucenec
pomemben, &e je zanj glasovalo veliko drugih u¢encev. Stevilo glasov predstavlja
vhodna stopnja vozliS¢a. Utemeljili smo uporabo prve mere pomembnosti, vho-
dne stopnje.

Drugacen pogled na isto situacijo da drugacno omreZje: Povezava med A in
B predstavlja, da je uCenec A preprical uCenca B, naj glasuje za njenega / njego-
vega najljubSega kandidata. Takemu omreZzju pravimo omreZje vpliva. Predpo-
stavimo, da je razred v grobem razdeljen v dve veliki skupini X in Y in da ima
neka oseba odnose s ¢lani obeh skupin. Ce ima ta oseba najljubSega kandidata
iz skupine X in preprica precejSen del skupine Y, da glasuje za tega kandidata,
je ta oseba pomembna, saj je bila posrednik vecine informacij med obema sku-
pinama. Na osnovi tega argumenta lahko reCemo, da je vozliS¢e pomembno, e
je potrebno pri prenosu informacij ali mnenj med ostalimi udeleZenci v omreZju.
Glavni predstavnik mer pomembnosti, ki sledijo temu vidiku, je vmesnost.

Poglejmo Se tretjo razli€ico iste situacije. Zgradimo omreZje ucencev Vv ra-
zredu, v katerem povezave nakazujejo, kdo je prijatelj s kom. Nekdo, ki je pri-
jatelj pomembne osebe, je lahko vplivnejsi od nekoga, ki ima prijatelje z nizkim
socialnim statusom. Pomembnost te vrste je povezana s pomembnostjo sosednih
vozlis¢ in ji pravimo rekurzivna mera pomembnosti.

Ze v tem preprostem primeru vidimo, da nobena od metod ni boljsa ali slabsa
od druge. Vsaka je dobra za iskanje odgovorov na nekatera vprasanja in je manj
primerna za druga.

V nadaljevanju opiSemo pet vrst pomembnosti: stopnjo, nakopicenost, do-
stopnost, vmesnost in rekurzivne mere. Na sliki [3.1] je poleg vozlis¢ omreZja
napisano, za katero mero pomembnosti je vozlis€e izbrano kot najpomembnejse.
VozlisCe 6 je najpomembnejSe glede na vhodno stopnjo, vozliSe 5 je najpomemb-
nejSe glede na vmesnost, vozliS¢e 4 glede na dostopnost in vozlisce 3 glede na re-
kurzivno mero pomembnosti na osnovi lastnih vektorjev. Najve¢jo nakopicenost
imata vozli§¢i 1 in 2.
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rekurzivna (l.v.)
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Slika 3.1: OmreZje in najpomembnejSa vozliS¢a glede na razlicne mere pomemb-
nosti.

3.1 Stopnja vozlisca

Volitve so pogost dogodek v druzbenih skupinah in vemo, katere osebe so pri tem
dogodku pomembnejse od drugih. Na volitvah zmaga tisti, ki dobi najvec gla-
sov. Stevilo glasov ustreza stopnji vozli§¢a v omreZju, v katerem obstoj povezave
(u,v) pomeni, da je oseba, ki jo predstavlja vozlis¢e u, volila osebo v.

Stopnja deg(v) je verjetno prva, najbolj enostavna in najbolj ocitna izbira za
merjenje pomembnosti. V usmerjenih omrezjih definiramo dve meri veljave glede
na stopnjo — izhodno outdeg(v) in vhodno indeg(v).

Mera pomembnosti glede na stopnjo je lokalna, saj je pomembnost vozlisca
odvisna le od njegovih sosedov. Meri vidnost ali potencial za komunikacijo z
ostalimi vozlis§¢i. Razlagamo si jo kot Stevilo priloZnosti vozlis¢a, da vpliva na
druge ali da nanj vplivajo drugi. Uporabljamo jo, e nas zanimajo rezultati volitev,
Sirjenje informacij, govoric, virusov, odpornosti, moc¢ in voditeljske sposobnosti
posameznika, zadovoljstvo, dostopnost znanja, izpostavljenost itd.

Stopnje vozlis¢ lahko izraunamo s pomocjo sosednostne matrike omreZja

outdeg(v) = (Ae),, indeg(v) = (e"A),,

kjer je e vektor samih enic.

Pomembnosti glede na stopnjo vozliS€a pogosto normaliziramo tako, da re-
zultat delimo z maksimalno moZno stopnjo v omreZju, n — 1. Normalizirana po-
deg(v) . « v . . e . v v . .
membnost — =1~ pomeni deleZ moznih povezav, ki jih je vozlisCe realiziralo. Nor-
malizacijo uporabljamo, da laZe primerjamo podatke v razli¢nih ali ne (krepko)

povezanih omreZjih.

3.2 Nakopicenost

Tudi nakopicenost je lokalna mera pomembnosti, ki je odvisna le od sosedov vo-
zlisca.
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Definicija 3.1. Najbo A = (V, £, w) enostavno omreZje brez zank. V omreZju N
vse morebitne neusmerjene povezave zamenjamo s parom nasprotno usmerjenih
povezav. Nakopicenost C'(v) vozlis¢a v v omreZju N definiramo kot deleZ obsto-
jec¢ih povezav med sosedi vozliS€a v v Stevilu vseh moZnih povezav med sosedi
vozlis¢a v. Torej
Cloy - LD
deg(v)(deg(v) - 1)

kjer je L(NN(v)) mnoZica povezav med sosedi vozli¢a v. Za vozlis¢e v, ki nima
sosedov ali ima samo enega soseda, definiramo C'(v) = 0.

Nakopicenost meri lokalno gostoto soseS¢ine vozliSca. Tezave pri uporabi na-
kopicenosti kot mere pomembnosti so v tem, da obicajno kot najgostejSe vrne
sosescine vozliS¢ z zelo majhno stopnjo. Zato ta mera ni uporabna v analizi po-
datkov. V programu Pajek uporabljamo popravljeno nakopicenost C'(v), ki je
definirana s

L(N
Oy - LY@
A(deg(v) - 1)
Popravljena nakopicenost C’(v) doseZe maksimalno vrednost 1 le na izoliranih

klikah stopnje A.
Pri Stetju uspelih povezav med sosedi vozliS¢a uporabimo dejstvo, da vsaka

.....

v. Stevilo trikotnikov v enostavnem neusmerjenem grafu je enako diagonalnim
vrednostim Vv tretji potenci sosednostne matrike omreZja (nad kombinatoricnim
polkolobarjem).

Za enostavne usmerjene grafe je Stetje trikotnikov malo teZje. Ozna¢imo T =
ATinS=A+T.S slikevidimo, da se vsak trikotnik (ki je doloCen s povezavo,
ki lezi nasproti obarvanega vozlis¢a) pojavi natanko enkrat v izrazu

AAA + AAT + TAT + TAA = AAS + TAS = SAS.

Diagonalni elementi matrike SA'S nam povejo Stevilo uspelih povezav med sosedi
ustreznega vozlisca.

3.3 Dostopnost

Dostopnost je eden od tradicionalnih indeksov, ki se uporabljajo v analizi druz-
benih omrezij [46]. Ce omreZje ni krepko povezano, lahko pri izracunu pride do
tezav, ki smo jih omenili v uvodu tega poglavja.

Definicija 3.2. Naj bo d,,,, dolZina (vrednost) najkrajSe poti od vozlisca u do vo-
zlis¢a v v omreZju N = (V, L, w). Izhodna dostopnost vozlis¢a v je definirana
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QO—
AAA TTT
TTT \. AAA
O—

AAT ATT
ATT AAT
TAT ATA
ATA TAT

]I

TAA TTA
TTA TAA

Slika 3.2: Stetje trikotnikov.

kot 1
n —
ocl(v) = ————,
( ) Z dvu
ueV\{v}

vhodna dostopnost vozlis¢a v pa podobno

n-1
icd(v) = ——=——.
Z duv
ueV~{v}

Dostopnost meri inverz vsote najkrajSih razdalj do vseh ostalih vozlis¢. Ker
Zelimo upostevati tudi velikost omreZja, izraz standardiziramo tako, da ga mno-
7imo z n — 1. Ce so uteZi razli¢ne od 1, izraz mnozimo $e z dolZino najkrajse poti
v omreZju. Vsota v imenovalcu je ustrezna vrsti¢na / stolpi¢na vsota v matriki
geodezi¢nih razdalj D = [dyy |uvey. Matrika D je zaprtje vrednostne matrike A
omreZja N nad polkolobarjem najkrajsih poti (E, min, +, 00, 0). Opozorimo, da
morajo biti vrednosti v vrednostni matriki nenegativne. Vrednost standardizirane
dostopnosti je med 0 in 1.

Mera pomembnosti glede na dostopnost izhaja iz problema nadzora omrezja.
Kako priti do dobrih informacij o tem, kaj se dogaja v omreZju, tako da nad-
zorujemo le kljuCne akterje? Priblizen odgovor na to vprasanje nam da vhodna
dostopnost.
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Se drugacen primer uporabe: Zelimo postaviti trgovino na tako mesto, da bo
skupna razdalja do kupcev v regiji najmanjSa. Tako bo pot do trgovine ¢im bolj
udobna za vse potencialne stranke. Iskanje primerne lokacije lahko reSimo tako,
da izraCunamo dostopnost v cestnem omreZju obmocja.

Dostopnost si lahko razlagamo tudi kot pri¢akovani ¢as, ob katerem bo infor-
macija pripotovala do izbranega vozlis¢a (v primeru Sirjenja govoric bo najpo-
membnejSe vozlisce glede na dostopnost prvo sliSalo govorico).

3.4 Vmesnost

Tudi vmesnost je eden od klasi¢nih indeksov za analizo druzbenih omrezij ([45,
401]).

Definicija 3.3. Vmesnost vozlis¢a v v omrezju N = (V, L, w) je definirana kot

1 Ny (V)
b(v) s — Zuwd®)
RO NP N
{v,u,w}|=3
kjer je n,,, Stevilo najkrajsih poti od u do w in 7, (v) Stevilo najkrajsih poti od u
do w, ki potekajo skozi vozlisce v. Ce je ny, = 0, je tudi 1y, (V) /M = 0.

Vmesnost je najpogosteje uporabljana mera pomembnosti, ki temelji na naj-
krajSih poteh v omrezju. Razmerje "’;’“—(v) lahko razumemo kot verjetnost, da
komunikacija med u in w poteka skozi vozlis¢e v. To pomeni, da izraCunana po-
membnost implicitno predpostavlja, da vsa komunikacija med vozliS¢ema poteka
po najkrajii poti. Ce ni tako, mnogokrat dobimo napa¢ne rezultate. Nekaj alter-
nativnih moZnosti so pomembnosti, ki jih definira Borgatti v [19].

Ce poznamo matriko

C-= [(duva nuv)]u,vEVa

kjer je d,, dolZina najkrajSe poti od « do v in n,,, Stevilo najkrajsih poti od u do
v, lahko enostavno dolo¢imo vrednost 7, (v) :

Ny * Myw, duv + de = duwa

M (V) = { 0, sicer.

Matriko C izraunamo kot zaprtje prirejene vrednostne matrike G omreZja nad
geodezi¢nim polkolobarjem (IRTg x N, ®,0, (00,0), (0, 1)), ki smo ga opisali v
razdelku [2.2.4] na strani [I6] Vrednostno matriko omreZja priredimo v matriko
G, katere elementi so pari [4]]

guv:{ (1,1), (uv)eL,

(00,0), sicer.
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Mero pomembnosti glede na vmesnost lahko izraunamo po postopku, ki je
zapisan v algoritmu [2| Trenutno najucinkovitejSi postopek za izraCun vmesnosti
je predlagal Brandes v [21].

Algoritem 2 Racunanje vmesnosti vozlisc.

1: sestavi matriko G
2: izraCunaj matriko C kot zaprtje matrike G nad geodezi¢nim polkolobarjem
3: forve)do

4: r <0

5 foruelV, wel do

6: if n[u,w] #0A{v,u,w}| =3 Ad[u,w] =d[u,v] + d[v, w] then
7: r < r+nfu,v] -nlv,w]/n[u,w]

8 bl <r/((n-1)-(n-2))

Vmesnost so uvedli v [45] kot odgovor na tezave mere pomembnosti glede na
dostopnost v omreZzjih, ki niso (krepko) povezana. V tem primeru je razdalja med
dvema vozliS€ema, ki ne leZita v isti (krepko) povezani komponenti, neskonéna.
Dostopnost nam torej ne da nobene informacije o omrezju, saj so vse vrednosti
enake %1

Zamisel, na kateri temelji mera pomembnosti glede na vmesnost, je problem
motenja delovanja omreZja. Kje moramo ukrepati, da bomo povzrocili najvec
motenj? Izracun vmesnosti za omreZje kriminalne dejavnosti bi povedal, katere
akterje je treba poslati v zapor, da bo omreZje, ki ostane po odstranitvi, ¢im bolj
ohromljeno. Lahko si predstavljamo tudi, da vmesnost meri, koliko nadzora ima
doloceno vozlis¢e nad prenosom informacij, ki so dostopne v omreZju. Predstavlja
indeks potenciala za varovanje, zdruZevanje, pogajanje. Pove, kakSen nadzor ima
vozlis¢e nad tokom v omreZju in kako pomembno je za povezanost ostalih delov
omreZja. Meri strateski poloZaj vozlisca.

3.5 Rekurzivne mere pomembnosti

Mere tega razdelka pri izraCunu pomembnosti vozliS¢a uporabijo tudi pomemb-
nosti okoliskih vozliS¢. Nekatere izmed njih so ene najstarejSih mer pomembnosti
(Katz), druge izhajajo iz analize druZbenih omreZij (Bonacich). Zadnja skupina
pripada velikemu razredu metod za analizo omreZja spletnih strani in hiperpove-
zav (HITS, pageRank).

Verjetno najbolj jasna oblika pomembnosti ostaja mera glede na stopnjo vo-
zliS€a. Ker marsikdaj Stevilo povezav ne odraZza dejanskega vpliva vozlis¢a v
omreZju, Wasserman in Faust v [80] govorita o merah pomembnosti, pri katerih
na pomembnost vozli§¢a rekurzivno vplivajo tudi pomembnosti sosednih vozlisc.
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Zamisel, ki stoji za tem, je: “Bolje je poznati nekaj vplivnih ljudi, kot veliko ljudi
brez vpliva.” Vse rekurzivne mere imajo podobno obliko.

Definicija 3.4. Naj bo A vrednostna matrika omrezja N = (V, £, w) in naj bo x
vektor vhodnih mer pomembnosti. Vhodna rekurzivna mera pomembnosti vozli-
$¢a v ima obliko

Ty = Q11 + AgpTo + o + ATy = Y Ty
u:(u,v)el

Podobno definiramo izhodno rekurzivno mero pomembnosti.

Vhodna pomembnost vozlis¢a v je linearna kombinacija vhodnih pomembno-
sti vhodnih sosedov vozli§€¢a v. V matri¢ni obliki lahko mnoZico zgornjih enacb
zapiSemo kot

ATz =2, (3.1)

3.5.1 Pomembnost na osnovi lastnih vektorjev

V enacbi je x lastni vektor matrike A7 ki pripada lastni vrednosti 1. Ta nima
neniCelnih resitev, ¢e 1 ni lastna vrednost matrike A”'. Ena reSitev je normalizacija
vrstic, tako da je vsota elementov v vsaki vrstici enaka 1. Potem ima normalizirana
matrika lastno vrednost 1 in obstaja resitev enacbe (3.1).

Vhodna lastna pomembnost, ki jo je predstavil Bonacich v [16], posplosi
enacbo (3.1)) na obiCajno enacbo za lastne vrednosti matrike A € R™". Pri tem
predpostavi, da je vhodna pomembnost vozlis¢a sorazmerna z uteZeno vsoto vho-
dnih pomembnosti sosedov.

Definicija 3.5. Vhodna lastna pomembnost vozliséa v v omrezju N = (V, L, w)
je definirana kot

ALy = Q1pX1 + AoyTo + *++ + Apy Ty = Z AL
wu:(u,v)el

Strnjeno jo zapiSemo v matri¢ni obliki
ATz = ). (3.2)
Ta enacba ima vedno nenicelno resSitev x.

V nekaterih primerih je bolje definirati izhodno pomembnost vozlis¢a v kot
kombinacijo izhodnih pomembnosti izhodnih sosedov. Po enakem premisleku
definiramo izhodno lastno pomembnost.



28 POGLAVIJE 3. MERE POMEMBNOSTI

Definicija 3.6. Izhodne lastne pomembnosti so komponente vektorja z, ki je resi-
tev enacbe
Ax = \z. 3.3)

V obeh primerih i§¢emo dominanten lastni par (transponirane) vrednostne ma-
trike omreZja A.

NajenostavnejSa metoda za izraCun dominantnega lastnega para je potencna
metoda (poglavje[d] stran[35)). Spomnimo se, da po Perron-Frobeniusovem izreku
(izrek [I.1] stran[3]) za krepko povezana omreZja obstaja natanko ena dominantna
lastna vrednost vrednostne matrike omrezja.

Ce omreZje ni krepko povezano, ima vrednostna matrika (z morebitnim preo-
Stevilcenjem vozliS¢) blo¢no obliko

N
0 D
V tem primeru dominantni lastni vektor ni nujno enolien in so mnenja o tem,
kako razlagamo rezultate, deljena. V vecini primerov ima desni lastni vektor
obliko [Z,0]7, kar pomeni, da nimamo informacije o pomembnosti za precejSen
del omrezja.

Kadar omreZje ni povezano, ima (morda preoStevil¢ena) vrednostna matrika

blo¢no diagonalno obliko. Naj bo

0.8000 0.7500 0 0
0.2000 0.2500 0 0
0 0 0.4000 0.5455
0 0 0.6000 0.4545

A_:

vrednostna matrika nepovezanega omreZja. Njene lastne vrednostiso Ay o = 1, A3 =
—0.1455 in A4 = 0.0500. Dominantna lastna vektorja, ki pripadata lastnima vre-
dnostima 1, sta vektorja v; = [0.9662,0.2577,0,0] in v, = [0,0,-0.6727,-0.7399].
Ker pripadata isti lastni vrednosti, je tudi njuna vsota v; + v, = [0.9662,0.2577,
-0.6727,-0.7399] ali katera koli linearna kombinacija vektorjev vy in vy tudi la-
stni vektor. Kako izberemo pravega? Odgovora na to vprasanje ni. Lastna vektorja
v1 1n vy ustrezata pomembnostim vozliS¢ v vsaki od komponent, kar je smiselno.
Dobrega nacina za primerjavo vrednosti pa nimamo.

V primeru nepovezanih omreZij se pojavijo Se dodatne tezave. Vrednosti, ki
jih dobijo vozlis¢a najvecje komponente, niso nujno nenicelne. Pogosto so naj-
viSje ovrednotena vozlis¢a, ki pripadajo majhnim krepko povezanim komponen-
tam, velikokrat komponentam, ki vsebujejo le dve vozlis¢i. Obicajno nas zanima
najvecja krepko povezana komponenta omreZja in ne majhne komponente, vendar
vozli§€a v najvecji komponenti najverjetneje ne dobijo visjih vrednosti od vozliS¢
v majhnih komponentah.
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Ce omreZje ni krepko povezano, se lahko uporabnik odloi, ali bo omreZje
razbil na krepko povezane komponente in izraCunal lastno pomembnost posebe;j
za vsako komponento. Druga moZnost je, da uporabi katero od drugih rekurzivnih
pomembnosti, o katerih govorimo v nadaljevanju, ki nimajo teZav z nepovezano-
stjo.

3.5.2 Katzova pomembnost

Motivacija za uporabo Katzove mere pomembnosti je preiskovanje vpliva na om-
rezje: kako ¢im bolj uCinkovito Siriti zamisli, (napac¢ne) informacije, material,
reklame, bolezni itd.

V svojem Clanku [58]] Katz opiSe mero pomembnosti, pri kateri na pomemb-
nost vozliSca v vplivajo vsa vozliSca, iz katerih je vozlisce v dosegljivo. V pristopu
uporabi uteZ «, s katero omili vpliv bolj oddaljenih vozlis¢. Utez « je lahko od-
visna od vsebine in akterjev omreZja. Konstanto o vidimo kot verjetnost uspeha
povezave: vrednost o = 0 pomeni, da tudi sosedi nimajo nobenega vpliva na voz-
liSce, vrednost v = 1 pa, da oddaljena vozlis¢a enako moc¢no vplivajo na vozliSce
kot njegovi sosedi.

Matemati¢en opis zamisli dobimo s potencami sosednostne matrike A omrez-
ja. Stolpi¢ne vsote matrike AP predstavljajo Stevilo vseh sprehodov dolzine p iz
drugih vozlis¢. IS¢emo stolpicne vsote matrike

T=aA+a?A%+--+aFA" +...= (I-aA) " -1,

kar je enakovredno [58]] reSevanju sistema linearnih enacb
1
(—I—AT)t: d, (3.4)
o

kjer je d vektor vhodnih stopenj. To velja, Ce je |[«A|| < 1. Vektor ¢ ima elemente
t,, ki so enaki vsoti ustreznega stolpca matrike T'.

Dobre izbire za 1/« so vrednosti med dominantno lastno vrednostjo matrike
A in podvojeno dominantno lastno vrednostjo. Za manj$e vrednosti 1/« je u€inek
oddaljenih vozlis¢ vedji.

Obicajno so mere pomembnosti normalizirane glede na Stevilo vseh moZnih
izidov. Uporabimo isto zamisel in delitelj elementa ¢, je Katz definiral z

m=a(n-1)+a?(n-1)P +a*(n-1)® + ..,

kjer smo oznadili (n—1)*) = (n-1)(n-2)--«(n - k). Dobra aproksimacija za m
je
m=(n-1)la" el (3.5)

ki se izboljSuje z n — oo.
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Definicija 3.7. Normaliziran Katzov vektor pomembnosti je %t, kjer je t reSitev
sistema (3.4) in m kot v enacbi (3.5)).

Za reSevanje linearnih sistemov obstaja precej metod, nekaj jih opiSemo v
nadaljevanju (poglavje ] stran[35).

Postopek deluje tudi za vrednostne matrike omrezja. V tem primeru potence
sosednostne matrike predstavljajo vrednosti poti in razlaga ni tako jasna.

3.5.3 Bonacichevi pomembnosti a in (c, 3)

Dominantni lastni vektor iz poglavja[3.5.1]je ena od standardnih mer pomembnosti
v omreZjih. Kot smo Ze omenili, pa pogosto pride do teZzav. Ena izmed teZav je
tudi ta, da imajo vozliS¢a z niCelno izhodno stopnjo tudi nicelno pomembnost.
Zato imajo tudi vozliSca, ki kaZejo na vozli§€a z ni¢elno pomembnostjo, nicelno
pomembnost. Pojav se §iri po omreZju in lahko se zgodi, da lastna pomembnost ne
da informacije o velikem Stevilu vozliS¢ v omrezju. Nekaj reSitev tega problema
je opisanih v [[17, 118} [71]].

Vsakemu vozliS§€u v lahko pripiSemo status s,, ki ni odvisen od povezav v
omreZju. Vektor s lahko odraZa ucinek zunanjega statusa, velikokrat pa ga defini-
ramo kot vektor samih enic.

Definicija 3.8. Dana sta vektor s in parameter a. Naj bo A vrednostna matrika
omreZzja . Bonacicheve pomembnosti o so komponente vektorja z, ki je reSitev
sistema

r=a(ATz) +s. (3.6)

Parameter o doloc¢a relativno pomembnost omreznih virov glede na zunanje vire,
ki jih opisuje vektor s.
V matri¢ni obliki lahko reSitev sistema (3.6)) zapiSemo kot

r=(I-aAT) s,

od koder hitro vidimo, da je Bonacicheva pomembnost « skoraj popolnoma enaka
Katzovi meri pomembnosti iz razdelka

Se eno resitev je Bonacich predlagal v [17] in je prav tako zelo podobna Kat-
ZoVvi.

Definicija 3.9. Bonacichevo pomembnost («, 3) za vozlisée v v omreZju N =
(V, L, w) definiramo z

co(a, B) = Y (o + Bey)tuy,

uey
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kar zapiSemo v matri¢ni obliki
c(a,B) =a(I-B3A) " Ae, (3.7)
kjer smo z e oznacili stolpec samih enic.

Parameter (3 pove, koliko pomembnosti vozlis¢a je prislo iz njegove sosescine.
Ce je /3 pozitivna, se status vozli§¢a poveluje s Stevilom povezav. To je res v
primerih, ko opazujemo npr. komunikacijska omreZja, v katerih se koli¢ina po-
samezniku dostopnih informacij povecuje s Stevilom informacij, ki so dostopne
njegovim kontaktom. Kadar Zelimo, da se status, mo€ ali vpliv vozli§€¢a povecajo
s povezavami z drugimi vplivnimi vozli§¢i, izberemo pozitivno .

V nekaterih situacijah je koristno poznati ljudi, ki nimajo veliko drugih mo-
Znosti (npr. pri kupcijah in barantanju). V tem primeru imamo prednost, ¢e smo
povezani z vozlisci, ki imajo majhno mo¢. Pomembnost vozlis¢a se zmanjSuje s
povezavami z mo¢nimi vozli§¢i in izberemo negativno 3. Najvecja razlika med
Bonacichevo («, 3) in Katzovo pomembnostjo je ta, da dovoljujemo negativno
(. Pomembnost («, 3) je prva mera, ki opisuje negativno odvisnost od Stevila
povezav, in ji pogosto reCemo kar mera pomembnosti za barantanje.

Velikost absolutne vrednosti parametra 3 pove vpliv oddaljenih vozlis¢. Ko
je 8 =0, je pomembnost za barantanje sorazmerna stopnji. Ko povecujemo |3,
(dosegljiva) oddaljena vozlis€¢a vedno bolj vplivajo na pomembnost vozlisca.

Iz enatbe (3.7) vidimo, da « vpliva samo na dolZino resitve. Ce o ne po-
damo, rezultat normaliziramo tako, da velja |c¢(«,8)[3 = n. Za normalizirane
pomembnosti potem ¢, (a, 3) = 1 pomeni, da vozli$¢e v nima posebnega poloZaja
v omrezju.

3.5.4 Kazalain viri (HITS)

Meri pomembnosti za kazala in vire so uvedli za pomo¢ pri iskanju po spletu,
vendar nista omejeni na uporabo v omreZzjih, ki izhajajo iz tekstovnega iskanja na
internetu. Posebej uporabni sta, kadar lahko na akterje omreZja gledamo na dva
nacina, na primer nasilnezi ali Zrtve, kupci ali prodajalci, ponudniki ali povprase-
valci itd.

V Casu, ko so algoritem prvi¢ predstavili, so se spletni iskalniki zanaSali na
indeksiranje spletnih strani in so ustvarjali strukturirano zbirko indeksiranih sple-
tnih strani. Vendar tako iskanje ne razlikuje med stranmi, ki ustrezajo izbranemu
vprasanju (kljucni besedi, ki jo vnesemo v iskalnik), in stranmi, ki so sploSno pri-
ljubljene. Iskali so nacin, kako zadetke ovrednotiti glede na poloZaj strani v sple-
tnem omreZju. Ustvarjalec strani v je pripisal pomembnost strani u, ko je vkljucil
povezavo do strani u na svojo stran. Kleinberg je v [S9]] definiral dve vlogi sple-
tnih strani — kazala (hubs) in vire (authorities). Stran, na katero se sklicuje veliko
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strani, je priljubljena. Takim stranem pravimo viri. Poleg takih strani obstajajo
Se strani, ki zdruZujejo sezname pomembnih strani. Pravimo jim kazala. Dobro
kazalo kaZe na dobre vire in na dober vir kaZejo dobra kazala (slika [3.3). Stran
dobi vrednost vira iz vrednosti kazal strani, ki kaZejo nanjo. Vrednost kazala dobi
iz vrednosti virov strani, na katere kaze. Kleinberg je definiral rekurzivni pravili
za posodabljanje vrednosti kazal in vrednosti virov, ki ju uporabimo iterativno. Za
pregled glejte tudi [[71].

Slika 3.3: Kazala (leva vozlis¢a) in viri (desna vozlis¢a) v omreZju.

Algoritem deluje na izbranem podomreZju interneta, ki ga dobimo iz tekstov-
nega iskalnika. S konstrukcijo podomreZzja se ne bomo ukvarjali in bomo predpo-
stavili, da je primerno podomreZje dano.

Definicija 3.10. Naj bo A sosednostna matrika izbranega podomrezja. Vsakemu
vozliS¢u v, ki predstavlja spletno stran, pripiSemo dve vrednosti: vrednost kazala
Z,, 1n vrednost vira y,. Vrednosti povezujejo rekurzivna pravila

/\yv = Z Ly = Z Ayp Ty = (AT-r)vv

w:(u,w)el uey
HITy = Z Yu = Z AyulYu = (Ay)m
u:(v,u)el uey

kar zapiSemo z matrikama
M =AATz in Ay = ATAy.
To pomeni, da so vrednosti kazal z in vrednosti virov y elementi dominantnih

lastnih vektorjev matrik AAT in ATA. Ce poznamo uporabnika, lahko iskanje
prilagodimo in izracun posplo§imo z vrednostno matriko.
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3.5.5 PageRank

PageRank je mera pomembnosti, ki jo Google uporablja za razvrstitev spletnih
strani. Zaradi Googleovega uspeha je precej literature, ki obravnava razne razli-
Cice algoritma, na primer [12| 23] 25,154} 162, [71]. Brin in Page sta prvic¢ opisala
racunanje pageRanka v njunem izvirnem Clanku [23]].

Na postopek pageRank lahko gledamo na dva bistveno razli¢na nacina — lahko
ga opiSemo kot oceno, pridobljeno z nakljuénim sprehodom v omreZzju, ali kot la-
stni vektor matrike, ki jo dobimo iz sosednostne matrike omreZja. Na kratko bomo
opisali oba nacina. Zaradi velikosti interneta je v praksi uporabljana razli¢ica na-
klju¢nega sprehoda, o kateri kasneje ne bomo vec govorili.

Nakljucni sprehod je stacionaren proces na vsakem neusmerjenem grafu. Po-
membnost vozli$€a, ki izhaja iz naklju¢nega sprehoda, definiramo kot Stevilo obi-
skov vozlis€a, ki jih sprehajalec opravi v nakljuénem sprehodu. V usmerjenih
grafih naklju¢ni sprehod ni nujno stacionaren proces, saj so vozliS§¢a z izhodno
stopnjo enako O (ponori) privlatujoca stanja. Ko enkrat pridemo v vozlis¢e z
nicelno izhodno stopnjo, ne moremo oditi iz njega. Da bo proces stacionaren,
sprehajalcu omogoc¢imo, da odide iz ponora.

Nakljucni sprehajalec pageRank simulira obnaSanje povprecnega uporabnika
interneta. Vecino Casa uporabnik klika povezave na straneh (brska), v€asih pa
vpiSe naslov spletne strani (skoCi). Osnovnemu modelu naklju¢nega sprehoda
dodamo skoke, ki se zgodijo z verjetnostjo ¢ in odpeljejo simuliranega uporabnika
na naklju¢no stran. Ta proces lahko enostavno opiSemo s sistemom enacb

q Pu
-4 a- S TR 3.8
P = (1-9) u:(u%:)ec outdeg(u) Y " (3-8)

kjer je p, vrednost pageRank vozlis€a v. Vsota teCe po vseh vhodnih sosedih
vozlis€a v.

Tipi¢no izberemo verjetnost skoka ¢ = 0.1. Majhne vrednosti ¢ bolje ohranijo
informacije o povezavah omrezja. Ce je ¢ = 0, proces ni nujno stacionaren in
pageRank ni dobro definiran. Ko je ¢ = 1, skoki prevladajo in vsa vozlis¢a imajo
enako vrednost pageRank, tj. %

Za zapis enakovredne matricne razlicice izracuna pageRank vrednosti vozlis¢
oznacimo sosednostno matriko omreZja z A in diagonalno matriko izhodnih sto-
penj z D. Potem ima normalizirana matrika S = D1 A vrsti¢ne vsote enake 1.
Kadar stran v nima izhodnih povezav, je vrstiCna vsota, ki ustreza v v matriki
A enaka 0 in ne moremo izraunati ustrezne vrstice v matriki S. V tem primeru
definiramo S, = % za vse u € V. Zdaj izracunamo matriko M kot

M=%1+(1—q)S, (3.9)



34 POGLAVIJE 3. MERE POMEMBNOSTI

kjer je 1 matrika samih enic. Matrika M je pozitivna in ima enoli¢en normiran
pozitiven levi lastni vektor z, tako da je 7™M = zT. Vrednost pageRank vozlis¢a
v je vrednost x,.

3.6 Kaj ¢e omrezje ni (krepko) povezano?

Vecina predstavljenih mer pomembnosti predvideva, da je omrezje krepko po-
vezano, sicer lahko pride do teZav. Za lokalne indekse, kakr$na sta stopnja in
nakopicenost, predpostavka o povezanosti nima posledic. V sploSnem pa ni tako.

Kot smo Ze omenili, imajo mere pomembnosti, ki temeljijo na najkrajSih po-
teh, teZave, ker v ne (krepko) povezanih omreZjih obstajajo pari vozlisc¢, za katere
je dolzina najkrajSe poti enaka oo.

Zelo naiven pristop je ta, da omejimo izraCun pomembnosti na podomrezja, v
katerih je mera dobro definirana. Npr. izraCunamo pomembnost vsakega vozliS¢a
glede na krepko povezano komponento, ki ji pripada. V vecini primerov uporabe
ta pristop ni najbolj smiseln.

V omreZju iz dveh krepkih komponent, od katerih je ena poln graf na dveh
vozlis¢ih, druga poln graf na n—2 vozliscih in n velik, bo tak pristop vrnil vrednost
dostopnosti enako 1 za vsa vozliS€a, Ceprav se zdi ocCitno, da so vozlis¢a iz velike
krepke komponente precej pomembnejsa od ostalih dveh vozlis¢.

Obicajno to tezavo odpravimo tako, da izraCunane vrednosti mere pomemb-
nosti pomnozimo z velikostjo komponente, kar ustreza intuiciji, da so vozlis¢a
velike komponente bolj pomembna. To se zdi smiselno, a tudi ni popolnoma za-
dovoljivo, Ce se mera pomembnosti ne obnasa sorazmerno z velikostjo omrezja.
In v primeru dostopnosti se ne.

Dodatna dva nacina, na katera lahko popravimo pomembnosti, uporabljata
inverzne dolzine poti in dodatne fiksne vrednosti za razdalje med nepovezanimi
vozlis¢i. Na koncu dobimo mero, ki ni¢ kaj ne spominja na izvirno in velikokrat
nima veliko skupnega z njo.

Izkaze se, da je Se vedno najboljSa izbira, da za resni¢no tezavne primere iz-
beremo pomembnost, ki s povezanostjo nima tezav.
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Numericni postopki

V tem poglavju bomo iz [36] povzeli najenostavnejSe numeri¢ne metode za ra-
c¢unanje dominantnega lastnega para matrike in za iterativno reSevanje sistemov
linearnih enac¢b. V naSem programu za analizo ¢asovnih omreZij zaenkrat upo-
rabljamo matri¢no predstavitev omreZja (poglavje [7] stran [59), zato bomo opisali
le metode, ki so jih razvili za polne matrike. Vse opisane metode delujejo bolj
ucinkovito, ¢e izberemo redko predstavitev matrike.

Ker se raCunanje lastnih parov in reSevanje sistemov linearnih enacb zelo po-
gosto uporabljata, ko je matrika zelo velika in redka, so bili razviti precej ucinko-
vitej$i iterativni algoritmi za take primere. Konvergenca teh postopkov je odvisna
tudi od elementov matrike in od tega, ali ima matrika posebno obliko. V veliki
velini iterativne metode za redke matrike temeljijo na podprostorih Krilova (Ar-
noldijev in Lanczosev algoritem za generiranje baze podprostora Krilova, v kate-
rem 1S¢emo priblizek za reSitev), obstaja pa tudi posplositev Jacobi-Davidsona, ki
iSCe reSitve na drugacen nacin.

Na tem mestu bomo bralca napotili drugam, ¢e ga zanima iterativno racunanje
lastnih parov [2] ali reSevanje linearnih sistemov [75] na velikih redkih matrikah.
V [40, [75] so zapisani tudi modeli redke predstavitve matrik in implementacije
mnoZenja z njimi. V primeru redkih matrik je ve¢inoma potrebno tudi predpo-
gojevanje [41, 73], to je dodaten korak v iterativnem algoritmu, v katerem spre-
menimo matriko tako, da je konvergenca hitrejSa. Za nadaljnje delo s ¢asovnimi
omreZji so zanimivi tudi lastni problemi parametriziranih matrik A (p), ki imajo
za elemente funkcije parametra p. Numeri¢ne metode za iskanje lastnih vrednosti
parametriziranih matrik so opisane v [26} 33} 137]].

35
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4.1 Potencna metoda

NajenostavnejSa metoda za izraun dominantnega lastnega para matrike je po-
tencna metoda. Postopek za izraCun dominantnega lastnega para matrike je zapi-
san v algoritmu 3]

Algoritem 3 Potencna metoda za izraun dominantnega lastnega para.

1: function power(A, zq, k = 100) > x¢ je zacetni pribliZzek za lastni vektor
2 for : =0to k do

3 Yis1 < Ax;

4: Tiv1 < Yis1/ | Vi1 | 2 > PribliZek za lastni vektor
5 if dovolj natan¢no then

6 A« xiTAxi > Priblizek za lastno vrednost
7 break

Trditev 4.1. Potencna metoda konvergira k dominantnemu lastnemu paru, ce je
| Ao/ Amax| < 1, kjer je Aa po absolutni vrednosti druga najvedja lastna vrednost
dane matrike. Red konvergence je odvisen od velikosti razmerja |Aa [ Amax| - Ko se
razmerje bliZa 1, postaja konvergenca vedno pocasnejsa.

Ce sta zaletni priblizek xq in dominantni lastni vektor x,,,, ortogonalna, po-
tencna metoda ne konvergira.

Dokaz. Dokaz v [36]. O

Precejsnja pomanjkljivost potencne metode je v tem, da ni stabilna, ko nare-
dimo veliko korakov, saj se razlika med vektorji (két med njimi) manjSa. Posebno
tezavo predstavlja tudi konvergenca, ki je zelo poCasna, Ce sta po absolutni vre-
dnosti najve&ji lastni vrednosti skoraj enaki. Ce imamo sre¢o in metoda hitro
konvergira, s poten¢no metodo zelo enostavno dobimo priblizek za dominanten
lastni par.

4.2 TIterativne metode za reSevanje sistemov linear-
nih enacb

NajenostavnejSe metode za iterativno reSevanje velikih sistemov linearnih enacb
oblike Ax = b so Jacobijeva, Gauss-Seidelova in SOR metoda.
Pri vseh treh metodah najprej razdelimo matriko A na tri dele

A=L+D+U,
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kjer so L, D in U strogo spodnje-trikotna matrika, diagonalna matrika in strogo
zgornje-trikotna matrika. Predpostavimo, da so vsi diagonalni elementi matrike
A razli¢ni od 0.

Definicija 4.1. Jacobijeva iteracija izraCuna priblizke za reSitev x linearnega sis-
tema Ax = b po formuli

2 =D (b (L+U)z").

Podobno deluje tudi Gauss-Seidelova iteracija, ki za izracun naslednjega pri-
blizka uporablja Ze izraCunane vrednosti na trenutnem koraku iteracije

:L',(gf) =(D+ L)’l(b - Ux,(gGS)).
Obe iteraciji lahko zapiSemo v obliki
M$k+1 = N[L’k +b= (M - A)l‘k + b,

za neko razbitje matrike A = M - N. Za vsako tako razbitje lahko definiramo
utstrezno iteracijo, ¢e je matrika M nesingularna. Iteracijo dobimo iz Ax = Mz -
Nz = b in zato z = M~'INx + M~1b = Rx + ¢. Za Jacobijevo iteracijo je M = D
in za Gauss-Seidelovo iteracijo je M = D + L.

Metoda SOR je izboljSava Gauss-Seidelove iteracije. Uvedemo relaksacijski
parameter w, s katerim uteZimo pribliZke iz prejSnjega in trenutnega koraka. Para-
meter izberemo med 0 in 1. Ce je w = 1, dobimo ravno Gauss-Seidelovo iteracijo.
Pri metodi SOR matriko A razbijemo na

wA = (D+wL)+ (wU - (1-w)D).
Definicija 4.2. Iteracija, ki jo izvajamo pri metodi SOR za dan parameter w, je

(D + wL)x,(j?R) =(-wU+(1- w)D)x,(CSOR) + wb.

Povejmo nekaj Se o konvergenci iterativnih metod za reSevanje linearnih sis-
temov.

Trditev 4.2. Iteracija x,1 = Rxy + ¢ konvergira k resitvi enacbe Ax = b pri
poljubnem zacetnem pribliZku x in pri poljubni desni strani b natanko tedaj, ko

Jje [ Amax(R)| < 1.
Dokaz. Dokaz v [36]. ]

Definicija 4.3. Matrika A je strogo diagonalno dominantna, ¢e velja

lajil > Y lagl, 7=1,2,....n.
i=1
i%j
Trditev 4.3. Ce je matrika A strogo diagonalno dominantna, potem Jacobijeva

in Gauss-Seidelova iteracija konvergirata za vsak zacetni pribliZek x.
Dokaz. Dokaz v [73]]. O
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(Kratek) pregled podrocja casovnih
omrezij

V Casovnem omreZju se prisotnost in dejavnost vozliS¢ in povezav lahko spremi-
njata skozi ¢as. Casovne podatke so dodali omreZjem na razli¢nih znanstvenih
podrocjih. Zacetki segajo v analizo transportnih omreZzij [9, 32], v naértovanje
projektov (CPM, Pert) v operacijskih raziskavah [64] in v omreZja omejitev v
umetni inteligenci [35]. Obstajajo tudi kvalitativni pristopi k analizi ¢asovnih
omrezij [l1,[79]. Za statisticni pristop glejte [60, 78]]. Nas§ pristop je kvantitativen.

Veliko v zadnjih letih opravljenih raziskav je bilo namenjenih dinami¢nim sis-
temom, ki so na prvi pogled razli¢ni. Najbolj se razvijajo podro¢ja komunika-
cijskih omrezij (oddajanje in prenaSanje sporocil, novic, telefonskih klicev, elek-
tronskih sporocil), transportnih omreZij (razvoz in prometni tokovi) in bioloSkih
omreZij (nevroznanost, genetika). Pregled najdete v [56) 57]. Vsaka znanstvena
disciplina raziskuje doloCene lastnosti, ki so za to podrocje najbolj zanimive. Po-
gosto so znotraj podrocja dolocene lastnosti tudi formalno zapisali. V ve¢ prime-
rih se je zgodilo, da so razlicno poimenovani pojavi v resnici pomenili isto, enako
ali vsaj zelo podobno stvar. Na primer koncept Casovne razdalje [82], Cas dose-
gljivosti [55]], zakasnitev informacije in Se kak drug izraz poimenujejo isto stvar
v razli¢nih okoljih. Podoben primer je tudi pojem potovanja [82], ki ga drugi
imenujejo Casovna pot, pot glede na Cas, pot z urnikom in podobno. Vsi izrazi
oznacujejo podobne, ¢e ne enake zamisli, vendar zadovoljivega formalnega opisa
Se ni.

Skupna tocka vseh raziskav je, da se omreZje spreminja s ¢asom in da sta
koli¢ina in hitrost sprememb preveliki in preve¢ pomembni za klasi¢no staticno
analizo. V teh omrezjih Casovne spremembe predstavljajo klju¢no informacijo.

Kot je (statiCen) graf naraven nacin za zapis staticnega omreZzja, Zelimo, da bi
nasli dinamicni (¢asovni) graf, s katerim bi lahko opisali zelo dinami¢na omreZja,
ki se spreminjajo s Casom. Vse definicije in postopki, ki so jih uvedli razisko-
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valci z razli¢nih podrocij, ocitno Zelijo doseci isto. To pove Ze sam izraz casovno
omreZje. Nekateri raziskovalci uporabljajo ¢asovne oznake na povezavah, drugi
pa govorijo o razvijajocem se grafu, ki ga definiramo kot zaporedje stati¢nih gra-
fov. PrecejSen del analize omreZij, v katerih so dostopni tudi ¢asovni podatki, de-
luje tako, da Casovno omrezje definiramo kot zaporedje stati¢nih grafov, ki pred-
stavljajo staticno sliko dinami¢nega omreZja v dolo¢enem trenutku. Takemu sta-
tiénemu grafu reCemo casovna rezina. Razlike so v tem, kaj storiti med razli¢nimi
rezinami. Obicajno vrednosti nekako zdruzimo v eno samo stati¢no vrednost.

Eden od moZnih opisov dinami¢nega omrezja je time-aggregated graph [48,
49,150] oblike

taG =V, L, TFE, fi,. oy fa, 1y oy Gy W1, - - Wiy ),

kjer je V mnoZica vozli§¢, £ mnoZica povezav in T'F predstavlja Zivljenjsko dobo
omreZja. Funkcije f; : V - R7F in g, : £ - RTF so preslikave vozlis¢ (povezav)
v Casovno vrsto, ki jo asociiramo z vozli$¢i (povezavami). Vrednosti w; predsta-
vljajo uteZi na povezavah, ki so odvisne od ¢asa (obicajno potovalne Case). Vsako
vozlis¢e in vsaka povezava ima pripisano ¢asovno vrsto, ki predstavlja case, ob
katerih je vozliS€e (povezava) prisotno v omreZju. Za to obliko zapisa je bil razvit
postopek za iskanje najhitrejSega potovanja med vozliS¢ema, ki se zacne v do-
lo¢enem trenutku, in najboljsi Cas, ob katerem zacCeti potovanje. Izkaze se, da
problema nista enostavna, saj ne velja, da je zaCetek najhitrejSega potovanja tudi
sam najhitrejSi. Zato poZreSna metoda odpove.

Pristop, ki se najbolj pribliZza enotni formulaciji, je pristop time-varying graph,
TVG, opisan v [29].

5.1 Zapis casovnega omrezja v obliki TVG

V tem razdelku bomo opisali nain zapisa Casovnega omreZzja, ki mu avtorji v
(28, 29] pravijo TVG (Time-Varying Graph). Na tem modelu temelji nas opis
casovnega omrezja.

TVG je opisan z mnoZico akterjev V in mnoZico relacij med akterji £. Relacije
so lahko razli¢nih vrst, ki so opisane z abecedo X.. Torej £ €V x V x 3. Pomen
mnoZice X je odvisen od problema. Lahko jo tudi izpustimo.

Ker TVG opisuje dinami¢no omreZje, predpostavimo, da relacije obstajajo
znotraj Casovnega intervala 7 ¢ N ali 7 ¢ RT§, ki mu pravimo Ziviljenjska doba
omreZja. Spremembe, ki se v opazovanem sistemu dogajajo skozi Cas, opiSemo s
pomocjo grafa TVG G = (V, L, T, p,(), kjer sta

piLxT {01}
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funkcija prisotnosti, ki opisuje, ali je doloCena povezava prisotna v omreZju v
danem trenutku, in

C:LxT->T

funkcija potovalnega casa, ki opisuje Cas, ki ga potrebujemo, da preckamo pove-
zavo v doloCenem trenutku.

Model lahko naravno posplosimo s funkcijo prisotnosti vozlis¢ ¢ : V x T —
{0,1} in s funkcijo Cakalnega ¢asa ¢ : V x T — T, ki opisuje ¢as Cakanja v
doloc¢enem vozliscu.

5.1.1 TVG in zaporedje ¢asovnih rezin

Zadan TVG G = (V,L, T, p,() definiramo ¢asovno rezino grafa TVG med Casov-
nima to¢kama ¢, in ¢, kot stati¢ni graf Glt1-12) = (V| LI1112)) ki vsebuje povezave
Lltt) = {0 e L£: Tt € [t1,t), p(¢,t) = 1}. Casovna rezina zdruZi vse interakcije v
dolo¢enem Casovnem obdobju v statiCen graf.

Ce razbijemo Zivljenjsko dobo 7 omreZja na zaporedje ¢asovnih intervalov
T= ([ti, ti+1)), i € I ¢ N, lahko definiramo in analiziramo pripadajoe zaporedje
¢asovnih rezin SF(t) = (Gltoty) Gltnt2) ).

Izbira dolZine intervalov je odvisna od omreZja, ki ga raziskujemo. Enak pri-
stop lahko uberemo tudi, Ce se intervali prekrivajo. Zanimiv je tudi primer, v
katerem tudi vozliS€a niso prisotna ves Cas.

Ker je vsak graf v zaporedju Casovnih rezin staticen, lahko na njem izracu-
namo katero od klasi¢nih mer za analizo omrezij. V tem primeru je zelo po-
membno, kako smo izbrali dolzine ¢asovnih intervalov. Ce je Cas diskreten, lahko
izberemo dolZino intervala enako najmanjsi ¢asovni enoti. Pogosto interval iz-
beremo tako, da ¢asovne tocke ty,t1,%s,... pomenijo Case, ob katerih se katera
od lastnosti omreZja spremeni. V tem primeru je zaporedje enakovredno mo-
delu razvijajocih se grafov iz [42]]. Drug ekstrem je, da izberemo en sam interval
[to,t1) = T . Potem zaporedje vsebuje le eno ¢asovno rezino, ki zdruZi vse interak-
cije znotraj Zivljenjske dobe omreZja. Ce razi§¢emo razvoj stati¢nih parametrov v
zaporedju ¢asovnih rezin, lahko za¢enjamo razumeti nekatere pojave v casovnem
omreZju [76].

Vse tiste mere, ki so osnovane na poteh, so v primeru zaporedja ¢asovnih rezin
vprasljive. V ¢asovnem omreZju poti postanejo potovanja, za katera nujno potre-
bujemo podatke o Casih. Takih mer ne moremo posploSiti na zaporedje staticnih
grafov, saj se lahko zgodi, da obstaja pot med vozliS¢ema u in v v vseh Casov-
nih rezinah, potovanje med njima pa ne obstaja. Analizo takih primerov moramo
delati na dinami¢nih omreZjih.
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5.1.2 Potovanja in razdalje med vozlisci v zapisu TVG

Zaporedje parov o = {({1,t1), ({2, t2), ..., (lk, tx)}, zaKatere ({1, Lo, . .., {x) pred-
stavlja sprehod v staticnem grafu G = (V, L), je potovanje, Ce velja p(¢;,t;) = 1
int;q > t; + ((¢;,t;) za vse i < k. VCasih je dobro dodati $e zahtevo, da mora
povezava obstajati ves Cas, ko potujemo prek nje, pp, 1+c(e.)] (6i) = 1.

Cas t; imenujemo odhod, &as tj, + (({y, ;) pa prihod potovanja o.

Potovanja imajo ve¢ dolZin — fizi¢no in ¢asovno. DolZina potovanja |o| = k
je enaka Stevilu povezav, ki jih prehodimo, trajanje potovanja pa je enako Casu
prihod — odhod.

Naj bo J* mnoZica vseh potovanj v danem TVG in J, mnoZica vseh poto-
vanj v danem TVG, ki se zatnejo v vozli§éu  in konéajo v vozlis¢u v. Ce tako
potovanje obstaja, pravimo, da je vozlis¢e v dosegljivo iz vozlis¢a u. Ocitno do-
segljivost ni simetri¢na ne glede na to, ali so povezave usmerjene ali ne.

Razdalje med vozlisci lahko definiramo na dva razli¢na nacina:

Grafovska razdalja d,, ;(v) od vozlis¢a u do vozlis¢a v ob Casu t je definirana
kot

dy+(v) =min{lo|: o € J,, odhod(o) > t}.

Za dan Cas t je potovanje z odhodom t’ > t in grafovsko razdaljo enako d, ;(v)
najkrajse potovanje.
Casovna razdalja czw(v) od vozliS¢a u do vozli§€a v ob Casu ¢ je definirana
kot
dy¢(v) = min{prihod(c) : o € J;:,, odhod(c) > t} —t.

Za dan Cas t je potovanje z odhodom ¢" > ¢ in prihodom ¢ + czw(v) prvo poto-
vanje. Za dan Cas ? je potovanje z odhodom ¢’ > ¢ in ¢asovno razdaljo enako
{mind,y(v) : t' > t} najhitrejse potovanje.

Algoritme za izracun najkrajSega, prvega in najhitrejSega potovanja so za po-
seben primer Casovnih omreZzij razvili v [82]].

Racunska zahtevnost standardnih problemov iz stati¢nih omreZij je v ¢asovnih
omreZjih lahko vecja. Na primer, problem iskanja krepko povezanih komponent
v ¢asovnem omreZju je NP-poln [11} 167].

5.2 Primeri casovnih omrezij

5.2.1 Omrezja citatov

OmreZja citatov dobimo iz bibliografskih baz podatkov kot sta Web of Science
(Knowledge) [81] in Scopus [[7/7]. V omrezju citatov vozlisCa predstavljajo iz-
brana dela (knjige, ¢lanki, porocila, patenti itd.). Med delom w in delom v obstaja
usmerjena povezava (u,v), ¢e delo u citira delo v. Zivljenjska doba omreZja je
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interval let od prvega do zadnjega objavljenega dela. Vozlisce v je v omreZju
prisotno od trenutka objave. Povezavo lahko opazujemo na dva nacina — lahko re-
¢emo, da je prisotna le tistega leta, ko je bilo delo objavljeno, lahko pa je prisotna
od trenutka objave naprej. OmreZju lahko dodamo Se druge podatke, npr. Stevilo
strani ali jezik, v katerem je delo napisano. Povezave del z avtorji, klju¢nimi be-
sedami in zaloZniki (revijami) obicajno predstavimo v obliki dvovrstnih omrezij.

5.2.2 Omrezja sodelovanj v projektih

OmreZzja sodelovanj v projektih pridobimo iz baz podatkov, kakr$na je Cordis
[30]. Mnozico vozlis¢ sestavljajo vse institucije, ki so sodelovale pri katerem
od projektov. Med vozliS¢ema obstaja povezava, Ce sta instituciji sodelovali pri
skupnem projektu. Zivljenjska doba omreZja je interval datumov (dni), za katere
so bili podatki zbrani. Vozli§¢a so v omrezju prisotna ves ¢as, povezave pa le na
casovnem intervalu, v katerem sta instituciji sodelovali pri skupnem projektu.

5.2.3 Omrezja KEDS/WEIS politi¢nih dogodkov

To so omreZja, v katerih so zapisani politi¢ni dogodki v kriticnih podrocjih (Sre-
dnji Vzhod, Balkan, zahodna Afrika) na podlagi dnevnih porocil. V¢casih je no-
vice zbiral KEDS (Kansas Event Data System), trenutno pa jih zbirajo pri Parus
Analytical Systems [70]].

Mnozica vozliS¢ vsebuje vse vpletene akterje (drZave, politicne skupine, med-
narodne organizacije itd.), povezave pa so usmerjene in opisujejo dogodke:

(datum, aktery, akters, dogodek)

Na datum datum je akter; storil dogodek proti akters. Razlicni dogodki dolo-
cajo razlicne relacije — dobimo vecrelacijsko omreZje z mnozico povezav, ki ima
razbitje glede na relacije, ki jim povezave pripadajo.

Zivljenjsko dobo spet doloa opazovano obdobje. Ker vedina akterjev obstaja
ves Cas, so vsa vozli§¢a stalno prisotna v omreZju. Cas, ob katerem so pristone
povezave v omreZju, je doloCen z dnevi, ob katerih sta se utrezna akterja soocala.

OmreZje bi lahko zapisali tudi kot enorelacijsko omreZje in informacije o vrsti
dogodka shranili poleg vrednosti na povezavi.

5.2.4 Drugi primeri

S ¢asovnimi omreZzji lahko opisujemo tudi rodovnike, omreZzja kontaktov, omreZzja
telefonskih klicev, vozne rede transportnih sluzb itd. Velik del ¢asovnih omreZij,
v katerih so potovalni in ¢akalni Casi bistvenega pomena, predstavljajo omrezja
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med sateliti, vozili in vec¢ina komunikacijskih omreZij. V teh primerih je jasno, da
lahko komunikacija poteka nemoteno tudi, ko omreZje v dolo¢enem trenutku ni
povezano. Lahko se celo zgodi, da nikoli ni povezano v smislu staticnega omrezja,
komunikacija pa poteka nemoteno. Pomislite npr. na omreZje elektronske poste.
Vec primerov je opisanih v [13].



Poglavje 6

Polkolobarji casovnih kolicin

Za opis Casovnih omreZij predlagamo posploSeno razli€ico pristopa, ki ga upora-
bljamo v programu Pajek [34]. Podoben je pristopu TVG. Clanki, ki uporabljajo
pristop TVG, vecCinoma raziskujejo potovalne ¢ase. V naSem pristopu obravna-
vamo tudi vrednosti na povezavah. V vecini primerov merijo intenzivnost ali
pogostost dejavnosti, lahko pa bi dodali vrednosti utezi, kapacitete, cene, dolZine
povezav, potovalne Case itd.

V Pajku poznamo dva nacina opisov ¢asovnih omreZij — glede na prisotnost in
glede na dogodke (Pajek 0.47, julij 1999). Nas pristop opisuje prisotnost vozlis¢
in povezav. V tem delu bomo razdelali le pristop, ki temelji na prisotnosti.

Definicija 6.1. Casovno omreZje N = (V,L£,T,P,W) dobimo tako, da obicaj-
nemu (stati¢cnemu) omreZju N = (V, L, P, W) dodamo ¢as 7. MnoZica T je mno-
Zica Casovnih tock ¢ € T, ki jo imenujemo Zivljenjska doba omrezja. Z mnozico P
oznacujemo mnozico ¢asovnih lastnosti vozlis¢ in z V¥ mnoZico ¢asovnih lastnosti
povezav (uteZi na povezavah) [5]. Zivljenjska doba 7 je obiajno ali podmnoZica
celih stevil 7 ¢ Z ali podmnoZica realnih $tevil 7 ¢ R. V Pajku uporabljamo
TcN.

Definicija 6.2. V ¢asovnem omrezju vozlis¢a v € )V in povezave ¢ € L niso nujno
ves Cas prisotne ali dejavne. Naj bo T'(v), T € P, mnozica ¢asovnih tock, ob
katerih je prisotno vozlis¢e v, in T'(¢), T € YW, mnozica Casovnih toCk, ob katerih
je prisotna povezava ¢. V ¢asovnem omreZju zahtevamo, da velja pogoj usklaje-
nosti: Ce je v trenutku ¢ prisotna povezava / (u,v), potem morata biti v trenutku ¢

.....

T(6(u,v)) € T(v) 0 T(v). 6.1)

Definicija 6.3. Staticno omreZje, ki vsebuje povezave in vozli$€a, ki so prisotna v
Casovnem omreZju ob Casu t € T, ozna¢imo z N (t) in mu re¢emo Casovna rezina

45
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omreZja ob Casu t. Naj bo 7' c T (na primer ¢asovni interval). Zamisel Casovne
rezine posplo§imo na mnozico 7 kot

N(T) = UN®).
teT’
Kadar nas zanimajo sprehodi v ¢asovnih omreZjih imamo obicajno na voljo
dve dodatni informaciji na povezavah:

Definicija 6.4. Potovalni ¢as 7€ W, 7: LxT — R}. Vrednost 7(¢,t) predstavlja
Cas, ki ga potrebujemo za preckanje povezave ¢, ce povezavo preckamo ob Casu ¢.
Ce funkcija 7 ni podana, lahko predpostavimo, da velja 7(¢,t) = 0 za vse povezave
leLinvsecCaseteT.

Definicija 6.5. UteZ w ¢ W, w : L x T — R, katere vrednost w(/,t) predsta-
vlja dolZino, ceno, tok itd. na povezavi £ v trenutku ¢. Ce funkcija w ni podana,
predpostavimo, da velja w(¢,t) = 1 za vse povezave ¢ € L in vse Case t € T. V
dolocenih primerih so lahko uteZi strukturirane.

Definicija 6.6. Sprehod v casovnem omreZju imenujemo potovanje. Potovanje
o(vg, vy, tg) od zaletnega vozlis€a vy do konénega vozlis€a vy z zaletnim ¢asom
to je konno zaporedje

(to,vo, (t1,41),v1, (t2,02), V2, . .., Vg2, (ti-1, Ci-1), V-1, (ks Ok ), Uk),

kjersowv; € V,i=0,1,...,k,inl; € L, t; € T,i=1,2,..., k. Trojice v;_1, (t;,(;)
povejo, da smo iz vozli§€a v;_; ob Casu ¢; startali prek povezave ¢;. Oznacimo {, =
to, ti=t;+7(¢;), i =1,2,... k. Zapotovanje mora veljati {;(v;_1,v;), t,_; <t;in
povezava {; mora biti prisotna v ¢asovnem intervalu [¢;,t/] zavse i = 1,2,... k.
Zahtevamo Se, da je ob Casu ¢y vozlisCe vy prisotno (po pogoju usklajenosti velja
tudi, da je vozli§Ce v; prisotno ob Casu ¢; in vozlisCe v;,; prisotno ob Casu ).

Definicija 6.7. Pravimo, da je potovanje regularno, Ce je vozlise v; prisotno v
omreZju ves Casovni interval [t/ ;,t;], ¢ = 1,2,...,k — 1. Medtem ko ¢akamo v
vozliscu na prehod prek naslednje povezave, mora biti vozlis¢e prisotno.

Definicija 6.8. Potovanje o ima (grafovsko) dolZino enako Stevilu k prepotovanih
povezav, |o| = k. Trajanje potovanja je enako t(o) = t; — t, in vrednost potovanja
je enaka

w(o) =w(ly,t1) @ w(la,ta) @ @ w(lg,ty) = () w(l,t)
(t,0)eo

za mnoZenje v ustreznem polkolobarju. Cas t, je zacetni ¢as potovanja, t; je
odhod in tffvje prihod (kon¢ni Cas potovanja). Koli¢ina t; -, je strogo trajanje
potovanja. Casom ¢; — t;_, pravimo ¢akalni ¢asi potovanja.
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Definicija 6.9. Najhitrejse potovanje je tisto, ki ima najmanjSe strogo trajanje,
prvo potovanje je tisto, ki ima najmanjSi Cas prihoda. Najkrajse potovanje je
potovanje z najmanjSo vrednostjo.

Definicija 6.10. Skok je potovanje znotraj izbrane ¢asovne rezine N (t). Skoki
imajo nicelni potovalni in ¢akalni Cas.

Definicija 6.11. Delu potovanja o (v, vk, to) od vozli§€a v; do vozlis¢a v; z zaCe-
tnim ¢asom t;,

(ti, vi, (tix1, liv1), Visas - - -, 021, (5, 45), 05),

pravimo odsek potovanja. Potovanje prvih odsekov je prvo potovanje, v katerem
je vsak odsek prvo potovanje med vozliS¢ema v; in v; z zaCetkom po Casu t;.

6.1 Casovne Kkoli¢ine

Poleg prisotnosti (odsotnosti) vozliS¢ in povezav se lahko ¢asovno spreminjajo
tudi njihove lastnosti. Naj bo a(t) vrednost lastnosti a v trenutku ¢. Predposta-
vimo, da vrednosti funkcije a(t) pripadajo polkolobarju (A, ®,®,0,1). Ker voz-
liSce ali povezava, katere lastnost opisuje funkcija a, lahko ne obstaja v nekaterih
trenutkih, funkcija a ni povsod definirana. Njeno definicijsko obmocje oznacimo
s T,. Za opis Casovnih sprememb lastnosti za celoten ¢as 7 uvedemo Casovne
kolicine.

Definicija 6.12. Naj bo (A, ®,®,0,1) polkolobar in naj funkcija a : T, - A
opisuje lastnost v omreZju, ki se spreminja s Gasom. Casovna kolic¢ina é: T - A
je razsiritev funkcije a,

o | oat), teTy,
“(t)‘{o, teTNT,.

Opozorimo, da smo vrednost Casovne koli¢ine, ko vozlisCe ali povezava ne
obstaja, dolocili kot nevtralni element za seStevanje ustreznega polkolobarja A,
ki je tudi ni¢la za mnoZenje. To pomeni, da bo vrednost potovanj (staknjenih
zaporednih potovanj) enaka O (neobstojeCe potovanje), ¢e eno izmed zaporednih
potovanj ne obstaja.

V nadaljevanju casovne koli¢ine oznaujemo z a namesto z a.

6.2 Enostavni ¢asovni polkolobarji

Najprej se omejimo na primer, ko so potovalni in ¢akalni ¢asi v omreZju ves Cas
enaki nic.
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Definicija 6.13. Naj bo A+ mnoZica vseh ¢asovnih koli¢in nad polkolobarjem A
zalas T, A7 = {a : T — A}. Oznaka A lahko oznaluje tudi razsirjen polko-
lobar Ag, Ce je to potrebno. V mnozici ¢asovnih koli¢in A7 definiramo vsoro
(spomnimo se, da vsota ustreza vzporednima povezavama)

(a@b)(t) = a(t) @ b(t),
in produkt (ustreza zaporednima povezavama)
(a@b)(t) =a(t) ©@b(t).

Operaciji na levi strani delujeta v mnozici Ay Casovnih koli¢in nad polkolo-
barjem A za Cas 7, operaciji na desni strani pa v polkolobarju A.

Trditev 6.1. Za operaciji iz definicije[6.13]je At polkolobar z nevtralnim elemen-
tom 0(t) =0, t € T, in enoto za mnoZenje 1(t) =1, t € T.

Dokaz. Lastnosti polkolobarja A sledijo iz lastnosti polkolobarja A, saj sta ope-
raciji definirani po toCkah. O]

Definicija 6.14. Naj bo A kombinatori¢ni (povezanostni, geodezi¢ni itd.) polko-
lobar. Polkolobarju A+ pravimo enostavni ¢asovni kombinatoricni (povezanostni,
geodezicni itd.) polkolobar.

Nad enostavnimi ¢asovnimi polkolobarji lahko definiramo polkolobar matrik
z elementi, ki so ¢asovne koli¢ine (trditev [2.1] stran[J).

Definicija 6.15. Matrikam in vektorjem, ki imajo za elemente Casovne koliCine,
pravimo casovne matrike in casovni vektorji.

Vrednostne matrike Casovnega omrezja brez potovalnega in ¢akalnega Casa
vsebujejo elemente iz enostavnega ¢asovnega polkolobarja Ar. Ker vrednosti a(t)
in b(t) v definicijah ustrezata isti Casovni tocki ¢, morata biti potovalni in ¢akalni
¢as v omrezZju nielna za vse Case iz 7. Uporaba tega polkolobarja v ¢asovnih
omreZjih je omejena na skoke in ne na splo$na potovanja, da imata operaciji smi-
sel.

6.3 Polkolobar narascajocih funkcij

Definicija 6.16. Funkcija f je naras¢ajoca, e velja f(x) > f(y) za vse x,y iz
njenega definicijskega obmocja, za katere je x > y.

Pravimo, da je funkcija f povecujoca, Ce velja f(x) > x za vse x iz njenega
definicijskega obmocja.
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Trditev 6.2. MnoZica

A= { f:N > N; funkcija f je naraicajoca in povecujoca

je polkolobar za operaciji

f®g=min(f,g),
fog=gef.
Nevtralni element za seStevanje je funkcija f = oo in enota za mnoZenje je funkcija

identitete [ = id. Za domeno in kodomeno funkcij f bi lahko vzeli tudi mnoZice
R{,Z ali R.

Dokaz. Asociativnost in komutativnost seStevanja in nevtralni element so ocitni.
Prav tako sta oCitni asociativnost za mnoZenje in enota za mnoZenje. Preverimo
Se oba distributivnostna zakona:

(fe(geh))(z)=(fomin(g,h))(x)
= (min(g,h) o f)(x)
= min (g(f(x)), h(f(x)))
= (foge foh)(x),
((g@h)o f)(x) = ((min(g,h)) © f)(x)
= (fomin(g,h))(x)
= min(f(g(x)),f(h(:):))), saj je f naraS¢ajoca
=(gofeho f)(x).

Distributivnostna zakona veljata. Nevtralni element je tudi ni¢la, saj je f povecu-
joca funkcija:

(f@oo)(x) =o0o(f(x)) =00 in (000 f)(x)=f(oo(x))=f(c0) = co.
Torej je mnozica A polkolobar. ]

Definicija 6.17. Polkolobarju A iz trditve [6.2] pravimo polkolobar narasc¢ajocih
Sfunkcij.

Polkolobar naras¢ajocih funkcij je poseben primer algebre endomorfizmov iz
[52]. Je poln, idempotenten (min(f,f) = f) in zaprt za f* = 1 & f© f* =
min(id, f* o f) = id, saj sta f* in f povecujoci in naras€ajoci funkciji. Velja
tudi absorpcijski zakon (min(id, f) = id), ker je f poveCujoCa.
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6.4 Polkolobar prvih potovanj

Spomnimo se Bellmanove enacbe (enacba (2.2)) na strani[14) za klasi¢en problem
najkrajsih poti:
d(v) = min{d(u) +w(u,v)},

kjer d(v) pomeni dolZino najkrajSe poti od vozlis¢a s do vozli€a v in velja d(s) =
0.

Pois¢imo podobno enacbo za iskanje prvih potovanj v ¢asovnem omreZju. Naj
¢asovna koli¢ina a,,, opisuje potovalni ¢as prek povezave (u, v). Najbo T'(u, v, tg)
prvi €as, ob katerem lahko pridemo v vozlis¢e v, ¢e zanemo v vozliScu u ob Casu
to. Potem velja

T(U,, u, t()) = to
in
T(u,0.t0) = min (tZTI(IEB’tO)(t + awv(t))) | 6.2)
Ce Zelimo izratunati trajanje potovanja, rezultatu odstejemo zaletek potovanija t,.

Podobno kot smo iz Bellmanove enacbe dobili polkolobar najkrajSih poti, Ze-
limo tudi za ta primer definirati ustrezen polkolobar. To ni ravno o€itno, saj imamo
tri operacije, dva minimuma in seStevanje. Radi bi poiskali polkolobar, v katerem
bosta operaciji @ in ® dali ravno enacbo (6.2)). Kot vedno lahko za¢nemo z dvema
vzporednima in z dvema zaporednima povezavama.

Poglejmo, kako lahko enacbo razumemo s potovanji v omreZjih. Vidimo,
da je pametno definirati funkcijo (€asovno koli€ino), ki vrne prvi Cas, ob katerem
lahko pridemo v izbrano vozlisce, ki bo odvisen tudi od zaCetnega vozlis¢a in
zacetnega Casa.

Recimo, da Zelimo opraviti potovanje po dveh zaporednih povezavah (u,w)
in (w,v). Prvi ¢as, ko lahko pridemo v vozli§¢e w prek povezave (u,w), opisuje
Casovna koli¢ina f, prvi Cas, ko lahko pridemo v vozlis¢e v prek povezave (w,v),
pa opisuje Casovna koli¢ina g. Potem to potovanje izgleda nekako takole (glej

sliko[6.1):

o 4 ft) ta 9(t2)

Slika 6.1: Prikaz potovanja po zaporednih povezavah.
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V vozlis¢u u od zacetka potovanja ¢y po¢akamo na nek ugoden trenutek ¢4, ko
pre¢kamo povezavo (u,w). Ta del potovanja se konca ob Casu f(¢;). Potem v vo-
z1is¢u w ¢akamo na ugoden trenutek ¢, ko preckamo povezavo (w,v). Potovanje
se konca ob Casu g(t,). Zanima nas prvi Cas, ob katerem lahko pridemo iz vozli-
S¢a u v vozlisce v prek vozlis€a w, ¢e zacnemo ob Casu ty. V jeziku polkolobarjev
nas zanima f © g. To lahko zapiSemo kot

(feg)(to) = min g(t).

toxf(t1)
Ce sta f in g naras¢ajoci funkciji, se enacba poenostavi v

(f o g)(to) = g(f(t0)) = (g f)(to)-

Poglejmo Se, kaj se zgodi pri potovanju po vzporednih povezavah. Eno od mo-
znosti prikazuje slika[6.2] Potovanje zacnemo ob Casu ¢, in ¢akamo do primernega
Casa tq, ko se splaca iti prek spodnje povezave, na kateri prvi ¢as prihoda opisuje
funkcija g. To potovanje se konca ob Casu g(t;). Ce Zelimo iti prek zgornje po-
vezave, na kateri prvi Cas prihoda opisuje funkcija f, cakamo na primeren cas t,
in kon¢amo potovanje v trenutku f(¢3). Prvi Cas, ob katerem lahko iz vozlis¢a u
pridemo v vozli§€e v, je manjsi od Casov f(t2) in g(1).

f
o
to & 9(t1) f(t2)

Slika 6.2: Prikaz potovanja po vzporednih povezavah.

To zapiSemo z

(f ® 9)(to) = min (f(t2), 9(1)) = min (f(t), 9(1)).

to>tq
Ce sta f in g naras¢ajoci, se enacba poenostavi v

(f @ g)(to) = min(f(t0), 9(to))-

Primerno seStevanje je f®g = min{ f, g} in primerno mnoZenje je f®g = go f.
To sta ravno operaciji v polkolobarju naras¢ajocih funkcij iz razdelka[6.3]

Naj vrednosti ¢asovne koliCine a predstavljajo potovalni Cas prek povezave ob
Casu t. Opozorimo, da je ob Gasih ¢ € T\ T, vrednost a(t) = co. Casovni koli¢ini
a priredimo funkcijo f takole:

ars £+ J(t) = min{r +a(r)}. ©3
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Funkcija f je naras¢ajoca in povecujoca, Ce je a > 0, kar je logi¢na predpostavka,
saj potovalni &asi niso negativni. Ce je a Easovna koli¢ina, ki opisuje potovalni
Cas prek povezave (u,v), tako prirejeno funkcijo f razumemo kot prvi Cas, ob
katerem lahko pridemo iz vozlis¢a u v vozlis¢e v, Ce potovanje zaénemo ob Casu
t.

Potovanje v ¢asovnem omreZju s ¢akalnimi in potovalnimi Casi lahko preve-
demo na seStevanje in mnoZenje funkcij, prirejenih ¢asovni kolicini a, v polkolo-
barju monotonih funkcij.

Definicija 6.18. Najbo N = (V, L, T, a) asovno omreZje in naj Casovna koli¢ina
a:T — T oznaluje potovalne ¢ase. Casovni koli¢ini a priredimo funkcijo f kot
v enacbi (6.3). Polkolobar

T = ({f:T—»T},min,O,oo,id)

imenujemo polkolobar prvih potovanj.

6.5 Posploseni geodezicni polkolobar;ji

PosploSene geodezi¢ne polkolobarje definiramo po zgledu geodezi¢nega polkolo-

barja (razdelek [2.2.4] stran[16)).

Definicija 6.19. V mnoZici 7 x A, kjer je mnoZica 7 enaka 7 = (R¥, min, +, 0o, 0)
ali 7 = (N, min, +,00,0) in (4,®,®,0,1) poljuben poln polkolobar (recimo
kombinatori¢ni polkolobar, povezanostni polkolobar, polkolobar najkrajsih poti,
geodezicni polkolobar itd.), definiramo operaciji sestevanje B in mnoZenje ® kot

a, T <0,
(1,a) 8 (0,b) = | min(r,0),{ a®b, T=o0,
b, T>0

(1,0)® (0,0) =(T+0,a0b).

Trditev 6.3. MnoZica T x A je polkolobar za sestevanje ® in mnoZenje ®. Nevtralni
element za seStevanje @ je (00, 0) in enota za mnoZenje = je (0,1).

Dokaz. Konstrukcija je enaka tisti za geodezi¢ni polkolobar in lastnosti polkolo-
barja sledijo po enakem postopku kot v [4]] iz lastnosti operacij v polkolobarjih T
in A. O

Definicija 6.20. Polkolobarju G4 = (T x A 8, R, (c0,0), (0, 1)) pravimo po-
sploSeni geodezicni polkolobar.
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6.6 Potovalni polkolobarji

Naslednje vprasanje je, kaj storimo, ¢e imamo na povezavah ve¢ vrednosti, na
primer potovalni ¢as in Stevilo nacinov, kako pridemo prek povezave, ali potovalni
cas in dolZino poti.

Naj casovna koli¢ina a : 7 — 7T opisuje potovalni Cas prek povezave in naj
Casovna koli¢ina i € A7 nad izbranim polkolobarjem (A, ®, ®, 0, 1) opisuje neko
drugo informacijo o povezavi.

V tem primeru Zelimo izracunati vrednost

(fin)(t) = IrTlZitn(a(T)vLT), P i(o)|.

g:ArgminT>t (a(T)+7)
o>t

Prva komponenta f ostane enaka kot v polkolobarju prvih potovanj (enacba
(6.3)) in pove prvi Cas, ob katerem lahko pridemo prek povezave po trenutku
t. V drugi komponenti n seStevamo (v izbranem polkolobarju A) vrednosti na
povezavah, na katerih doseZemo minimalen prvi Cas in ki se za¢nejo po Casu .

Izraz ne izgleda prevec lepo, zato najprej definiramo transformacijo

(a,i) = (a’,3),

a'(t) =a(t)+t.

Od tod vidimo, da Zelimo

(Fm@) = [mina(r), @ i) (6.4

o':AI‘gl’niIlT>t a’(r)
o>t

Zadnji izraz enostavneje zapiSemo s pomocjo seStevanja v ustreznem posplo-
Senem geodezi¢nem polkolobarju G 4. Enacbo (6.4) lahko zapiSemo kot

(f,n)(t) = (a'(7),i(7))- (6.5)

T>t

Velja f e Tinn e Ar.

6.6.1 Operacije v potovalnih polkolobarjih

Transformacija iz enacbe (6.5)) ¢asovnima koli¢inama a, ki predstavlja potovalni
Cas, in 4, ki predstavlja neko drugo informacijo o povezavi, priredi par (f,n), ki
pripada mnoZici

Ga(T) ={(f;n); feT, neAr}.
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Definicija 6.21. Na mnoZici parov funkcij G4(7) definiramo sestevanje < in
mnoZenje & 7

((f.n) & (g.m)) (1) = (f.n) (1) B (g,m) (1),
((f.n) © (9.m))(#) = ((go £) (1), n(t) @ m(f(1))).

Operacija & je seStevanje v posploSenem geodezi¢nem polkolobarju G 4 (defi-
nicija[6.19). Operacija © je mnoZenje v polkolobarju A.

Definiciji seStevanja in mnoZenja lahko preberemo takole: Ce imamo na izbiro
vzporedni povezavi, izberemo tisto, ki se prej konca, in ohranimo vrednost, ki je
dodana izbrani povezavi. Ce se obe povezavi koncata ob istem asu, sestejemo
obe dodani vrednosti.

Ce imamo staknjeno potovanje na dveh zaporednih povezavah, se potovanje
konca takrat, ko se konca odsek prek druge povezave. Odsek prek druge povezave
se lahko zacne le po Casu, ko lahko prvi¢ pridemo prek prve povezave (Cas f(t)).
Vrednost na drugi komponenti staknjenih povezav je vrednost, ki je napisana na
prvi povezavi, e gremo na pot po Casu ¢, krat vrednost, ki je napisana na drugi
povezavi, ¢e gremo na pot po Casu f(t).

Prva komponenta para pove prvi Cas, ob katerem lahko pridemo v izbrano
vozliS€e. Druga komponenta za prvo potovanje pove vrednost, odvisno od pol-
kolobarja A. Ce je A kombinatoriéni polkolobar, druga komponenta pove 3tevilo
potovanj prvih odsekov. Ce je A polkolobar najkraj$ih poti, druga komponenta
pove najkraj¥o dolZino potovanja prvih odsekov. Ce je A geodezini polkolobar,
nam druga komponenta (urejeni par) pove dolZino in Stevilo najkrajSih potovanj
prvih odsekov.

Trditev 6.4. MnoZica G 4(T) je za operaciji iz definicije polkolobar. Ney-
tralni element je par konstantnih funkcij (co0,0). Enota za mnoZenje je (id,1).
Druga komponenta enote je konstantna funkcija.

Dokaz. Asociativnost, komutativnost in nevtralni element za seStevanje sledijo iz
lastnosti posploSenega geodezic¢nega polkolobarja.
Pokazimo, da je (id, 1) enota za mnoZenje

((f.n) & (id, 1))(t) = (f(t),n(t) © 1) = (f,n)(D),
((id, 1) & (f,m)(t) = (f(t). 1on(t)) = (f.n)(?).
in da je (o0, 0) ni¢la za mnoZenje
((£,n) @ (20,0))(t) = (o0,n(t) ©0) = (c0,0),
((00,0) © (f,n))(t) = (f(0),0 ©n(0)) = (c0,0), saj je f povetujoca.
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Pokazimo Se asociativnost mnoZenja in oba distributivnostna zakona. Najprej
asociativnost:

(((f;n) @ (g,m)) & (h,1))(#) = ((go £)(t),n(t) ©m((1))) & (h(t),r(t))

= ((hogo /)(®),n(t) em(f(t)) @ r((go f)(1)))
((f.n) & ((g,m) & (h,1)))(t) = (f,n) (1) & ((ho g)(t),m(t) @ 7(g(1)))

= ((hogo /)(®),n(t) om(f(t)) @ r(g(f(1)))).

Ocitno v obeh primerih dobimo enak rezultat, torej asociativnost mnoZenja velja.
Preverimo Se distributivnost:

((h,r) & (f,n))(t) = ((f o h)(2),r(t) @ n(h(t))),
((h,r) & (g,m))(t) = ((g 0 h) (1), 7(t) @m(h(t)))

((h,r) © (f,n) & (h,r) & (9,m))(t) = (min(f(h(t)), g(h(t))),

r(t) @n(h(1)), F(h(t)) < g(h(t))
r(t) @ (n(h(t)) @ m(h(t))), f(h(t))=g(h(D)) |-
r(t) @m(h(t)), F(h(#)) > g(h(t))

Uporabili smo distributivnost v polkolobarju A. Poglejmo, kaj dobimo na drugi
strani enakosti za distributivnost:

n(t), F(t) <g(t)
((f;n) & (g,m))(t) = | min(f (1), 9(1)),y (n@m)(t), [(t)=9(t) [,
m(t), f(t)>9()

kar mnozimo z leve (h,r)(t)< in dobimo

n(h(t)), F(h()) < g(h(t))
(min(f, g) e h)(t),r(t) @ (n@m)(h(1)), f(h(t))=g(h(D)) [
m(h(t)), f(h(t)) > g(h(t))

Torej leva distributivnost velja. Ce mnozimo ((f,n) 4 (g,m))(t) z desne strani
&(h,r)(t) pa dobimo

n(t), f(t) <g(t)
(homin(f,9))(t), (n@m)(t), [f(t)=g(t) or(min(f(t),9(t)))|,
m(t), f(t)>g(t)
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kar je enako rezultatu naslednjih racunov

((f;m) & (h,r))(#) = ((he f)(@), n(t) @ r(f(1))),
((g,m) & (h,r))(t) = ((hog)(t), m(t) @r(g(t))),

kar seStejemo s ¢ v

n(t) or(f(1)), h(f (1)) <h(g(1)),
min(h(f(2)),h(g(?))),{ n(t) or(f(#)) @m(t) @r(g(?)), h(f(t))=h(g(t)), |-
m(t) @ r(g(t)), h(f(t)) > h(g(t))

Desna distributivnost velja, saj so f, g in h naras¢ajoce funkcije in je mnoZenje ®
v polkolobarju A distributivno.
Torej veljata oba distributivnostna zakona in je G 4(7) res polkolobar. [

Definicija 6.22. Naj bo A kombinatori¢ni (povezanostni, geodezicni itd.) polko-
lobar. Polkolobarju
(GA(T)7 P, 0, (oo, O)a (Zda 1))

pravimo potovalni kombinatoricni (povezanostni, geodezicni itd.) polkolobar.

6.6.2 Vmesnost glede na potovanja prvih odsekov

Kot smo Ze omenili, imajo pari funkcij (f,m) iz potovalnih polkolobarjev raz-
licne pomene. Najbolj enostavna uporaba potovalnih polkolobarjev je posploSitev
vmesnosti iz razdelka

Definicija 6.23. Vmesnost glede na potovanja prvih odsekov po Casu t definiramo
kot B

1 Myw(v) t

b,(t) = ————= — .
D=0 D0 & ®
{v,u,w}|=3

Z 1., (t) smo oznacili Stevilo potovanj prvih odsekov od u do w. Casovna koli¢ina
Nuw(v)(t) predstavlja Stevilo potovanj prvih odsekov od u do w, ki potekajo skozi

.

V stati¢nih omreZjih predpostavimo, da vsa komunikacija poteka prek najkraj-
Sih poti. Tukaj predpostavimo, da poteka le prek potovanj prvih odsekov. V ca-
sovnem omreZzju v sploSnem ne velja, da vsako prvo potovanje od v do w vsebuje
prvo potovanje od v do v in prvo potovanje od v do w. Kot protiprimer poglejmo
omreZje na sliki[6.3] UteZi na povezavah so potovalni ¢asi in Stevilo (nacinov) po-
vezav. Potovalni Cas prek povezave (u, v) je enak 2 ob Casu 1 in 3 ob Casu 2. Med
vozlis¢ema v in w je potovalni €as enak 2 ob Casu 5. Izven teh Casov povezave ne
obstajajo.
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Med vozlis¢ema u in v obstaja k prvih potovanj, ki se koncajo ob ¢asu 3. Med
vozlis€ema v in w obstaja n prvih potovanj. Med vozlis¢ema u in w obstaja (m +
k)-n prvih potovanj. Tezava nastane, ker ne razlikujemo med ¢akanjem v vozlis¢u
v in potovanjem po povezavi. Povezave (u,v) z uteZjo (3,m) v polkolobarju
ne uposStevamo, saj ni med prvimi potovanji od u do v in torej ni vsebovana v
potovanju prvih odsekov od u do w.

Ce Zelimo upostevati vsa prva potovanja, pride do teZav. Podobno se zgodi,
¢e Zelimo poiskati potovanja, v katerih ¢akalni ¢asi niso dovoljeni ali so vnaprej
predpisani. Oba problema ostajata neresena.

(3,m) (2,n)
@ @W@ ®
0 1 3 5) 7

(2,k)
Slika 6.3: Prvo potovanje ne vsebuje nujno samo prvih odsekov.

Vrednosti 72, () in 7., (t) lahko dobimo iz zaprtja B ¢asovne vrednostne
matrike omreZja nad potovalnim kombinatori¢nim polkolobarjem na podoben na-
¢in kot to storimo v staticnem primeru. Matrika B vsebuje pare ¢asovnih koli¢in
oblike ( f.u(t), nuu(t)). Vrednost f,,(t) je enaka prvemu &asu, ko lahko iz voz-
lis¢a u pridemo v vozlisée v, Ce potovanje zatnemo ob Casu t. Vrednost n,, (%)
pove Stevilo potovanj prvih odsekov, ki se zacnejo v vozliS€u u po Casu ¢ in se
koncajo v vozlis¢u v ob Casu f,,(t).

Ko poznamo matriko B, izraCunamo

nuw(v)(t) = N (1) * N (fun (1)),

e velja fuu(t) = fow(fuu(t)). Sicer je vrednost 1,,(,)(t) enaka (oo, 0).
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Poglavje 7

Casovna omrezja brez potovalnih in
cakalnih casov

V tem poglavju bomo pokazali, da lahko vecino obicajnih pristopov in algoritmov
za analizo statiénih omreZij naravno raz§irimo na ¢asovna omreZja brez potovalnih
in Cakalnih ¢asov. Pri tem uporabljamo ustrezne enostavne ¢asovne polkolobarje
(definicija[6.14).

Postopki, ki smo jih razvili za analizo asovnih omreZij brez potovalnih in
cakalnih Casov, so dostopni kot Pythonska knjiznica TQ (Temporal Quantities —
casovne koliCine) na spletni strani http://pajek.imfm.si/doku.php?
id=tqg. Razvijamo tudi uporabniku prijaznejsi program lanus (po zgledu pro-
grama Pajek).

Omejimo se na omreZja, ko so potovalni in ¢akalni €asi enaki ni¢. Operacije
v enostavnih ¢asovnih polkolobarjih so definirane po tockah in vsi algoritmi za
casovne matrike konvergirajo pod istimi pogoji kot za staticne matrike. Racuni
s ¢asovnimi matrikami so enakovredni racunom na kon¢nem zaporedju static-
nih matrik. Zato, da lahko ustvarimo programsko podporo za delo s ¢asovnimi
omreZji, se omejimo na casovne koli¢ine, ki so odsekoma konstantne funkcije.
Potem jih lahko opiSemo v obliki [Casovni interval [;, vrednost v; ¢asovne koli-

¢ine a na intervalu /],
k

a = ((Iz, Ui))izl'

V sploSnem so intervali /; lahko razli¢nih tipov (polodprti, zaprti, odprti). Od-
locili smo se, da izberemo intervale oblike [s;, f;). Tudi vrednost v; je lahko struk-
turirana. Na primer v; = (w;, ¢;, 7;) predstavlja uteZ w;, kapaciteto ¢; in potovalni
Cas 7; ali v; = (d;, n;) predstavlja dolZino najkrajse poti d; in Stevilo najkrajsih poti
n;.

Veljatimora s; < f;zai=1,...,kin fi_y <s;zai=2,... k.

V nasi predstavitvi je Cas diskreten in omejen, torej 7 = [tmin, tmaz ] € N.

59


http://pajek.imfm.si/doku.php?id=tq
http://pajek.imfm.si/doku.php?id=tq

60 POGLAVIJE 7. CASOVNA OMREZJA BREZ POTOVALNIH CASOV

Take Casovne koliCine predstavimo z zaporedjem urejenih trojic
k

a= ((Si, o> Ui))izl'

V predstavljenih primerih bomo uporabljali Pythonski zapis za ¢asovne koli-
¢ine. Koli€ini a in b v Pythonu predstavimo kot seznam trojic:

a=1[(, 5 2), (6 8, 1), (11, 12, 3), (14, 16, 2), (17, 18, 5),
(19, 20, 1)1

b= [(2, 3, 4, (4, 7, 3), (9, 10, 2), (13, 15, 5), (16, 21, 1)]

Trojice seznama so narai¢ajoce urejene po prvem &lenu s;. Casovna koli¢ina
a ima na intervalu [1,5) vrednost 2, na intervalu [6,8) vrednost 1, na intervalu
[11,12) vrednost 3 itd. Izven opisanih intervalov ima vrednost enako nicli polko-
lobarja. Casovni koli¢ini a in b grafi¢no predstavimo na sliki 7goraj.

V seznamski predstavitvi Casovnih koli¢in operaciji @ in ® iz Casovnega pol-
kolobarja izratunamo kot

a(t)®b(t), teT,nT,
(a@®b)(t) =1 a(t), teT,\Tp,
b(t), teTy~\T,
in
(a@b)(t)=a(t)ob(t), teT,nT,.
Rezultate zopet izrazimo s seznami trojic.

Psevdokoda algoritmov za seStevanje sum in mnoZenje prod ¢asovnih koli€in,
zapisanih v tej obliki, je opisana v algoritmih [] za seStevanje in [5| za mnoZenje.
Oba postopka delujeta nad izbranim enostavnim ¢asovnim polkolobarjem (kom-
binatori¢ni, povezanostni, geodezi¢ni itd.). Operaciji seStevanja in mnoZenja iz-
branega necasovnega polkolobarja izracunata funkciji sAdd in sMul. Algoritma
temeljita na zlivanju urejenih seznamov.

Funkcija length(a) vrne dolzino (Stevilo elementov) seznama a. Funkcija
get(a) vrne zadnji element seznama a in prestavi kazalec na naslednji element.
Ce je seznam prazen, vrne strazarja (oo, 00, 0). Izraz (s, f,v) < e razdeli element
e v njegove dele. Izraz c.append(e) doda element e na konec seznama c. Funkcija
standard(a) v seznamu a zdruZi sosedne ¢asovne intervale z enako vrednostjo v
en sam interval.

Vsota s in produkt p ¢asovnih koli¢in a in b, ki ju izraCunamo z opisanima
algoritmoma, sta grafi¢no prikazana na spodnji polovici slike Predstavitev v
Pythonu je

s = [(1, 2, 2, (2, 3, 6), (3, 4, 2), (4, 5, 5), (5, 6, 3),
(6, 7, 4y, (1, 8, 1), (9, 10, 2), (11, 12, 3), (13, 14, 5),
(14, 15, 7), (15, 16, 2), (16, 17, 1), (17, 18, 6),
(18, 19, 1), (19, 20, 2), (20, 21, 1)]

p=1[0(2, 3, 8), (4 5 6), (6, 7, 3), (14, 15, 10), (17, 18, 5),
(19, 20, 1)]
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adb:

a®b:
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10 15 20
wMax = 10

15 20
wMax = 10

1 5 10 15 20
wMax = 10

wMax = 10

Slika 7.1: SeStevanje in mnoZenje ¢asovnih koli¢in.
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Algoritem 4 SeStevanje Casovnih kolicin.

function sum(a, )
if length(a) = 0 then return b

1:

2

3 if length(b) = 0 then return a

4: < [ ]; (Sau faava) < get(a); (Sba fb;vb) < get(b)
5: while (s, < 00) v (s, < 00) do

6 if s, < s, then

7 Sc <= Sas Ue <= Vg

8 if s, < f, then f. < s;; 5, < s

9 elsef. < fu; (Sa; fa,va) < get(a)

10: else if s, = s, then

11: Se < 845 fe < min(fo, f1); ve < sAdd(va, vp)
12: Saesbefc; fd<_fa

13: if f4 < fy then (su, fo,v,) < get(a)
14: if f, < f; then (s, fy,vy) < get(D)
15: else

16: Se < Spy Ve < Up

17: if s, < f, then f. < s,; sp < s,

18: elsef. < fu; (s, fo, vp) < get(b)

19: c.append((Se, fe,ve))

20: return standard(c)

Algoritem 5 MnoZenje ¢asovnih kolicin.

1: function prod(a,b)

2 if length(a) - length(b) = 0 then return | ]

3 C < []7 (Saafaava) <—get(a); (Sbafbavb) <_gel‘(b)
4: while (s, < 00) v (s, < 00) do

5: if f, < s then (s, fu,v,) < get(a)

6 else if f;, < s, then (s, fi, vp) < get(b)

7 else

8 Se < max(Sq, $p); fe < min(fo, fo); ve < sMul(v,, vy)
9: c.append((sec, fe,ve))

10: if f. = f, then (s,, f,,v,) < get(a)

11: if f. = f, then (sy, fy,v;) < get(D)

12: return standard(c)
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a .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

adb:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

a®b:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Slika 7.2: SeStevanje in mnoZenje ¢asovnih koli¢in — rast prostorske zahtevnosti.

Najbo [, = length(a) inl, = length(b). Ce imata operaciji @ in ® iz osnovnega
polkolobarja konstantno ¢asovno zahtevnost O(1), sta zahtevnosti seStevanja in
mnoZenja Casovnih koli¢in O(l, + [,). Primer na sliki [7.2| pokaZe, da je vsota v
najslabSem primeru skoraj Stirikratne dolZine obeh argumentov in produkt skoraj
dvakrat toliko dolg kot argumenta. Ker smo privzeli 7 = [tmin, timaz] © N, je
dolzina seznama, ki opisuje ¢asovne koli¢ine, omejena z L = t,,4; — tinin. TOrej
sta Casovni zahtevnosti operacij v enostavnem casovnem polkolobarju najvec reda
O(L).

V trenutni razli¢ici knjiznice TQ uporabljamo predstavitev omreZja \ z vre-
dnostno matriko A = [auy |uvey,

G = { w(u,v), (wv) €L,

0, sicer.

Casovna koli¢ina w(u, v) predstavlja uteZi na povezavi (u,v). Vrednost 0 je nev-
tralni element enostavnega ¢asovnega polkolobarja (¢asovna koliCina, ki je enaka
OzavseteT).

Natancnejsi opis casovnega omreZzja dobimo z uporabo ¢asovnih vektorjev za
opis lastnosti vozlis¢.

7.1 Enostavne operacije

7.1.1 Skupna vrednost

V¢asih bomo uporabljali zdruzeno ali skupno vrednost dane ¢asovne kolicine a =
ko " . . .
((sl-, fivi) )i: | 1z enostavnega Casovnega kombinatori¢nega polkolobarja. Skupno
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vrednost >a definiramo kot
k
Ya= Z(fl - Si) *V;.
i=1

IzraCunamo jo s funkcijo total. Na primer Xa = 23 in Xb = 30. Vedno velja
Ya+YXb=%(a+b).

7.1.2 Casovne stopnje

Produkt ¢asovne matrike in Casovnega vektorja definiramo enako kot za stati¢ne
matrike in vektorje. Obstajata levi in desni produkt casovnega vektorja in ¢asovne
matrike.

Naj bo A ¢asovna matrika velikosti n x m, vektor x ¢asovni vektor dolZine n
in vektor y ¢asovni vektor dolzine m. Levi produkt matrike A z vektorjem y je
vektor x = (y" ® A)T. Desni produkt matrike A z vektorjem x je vektory = A®x.
Operaciji delujeta nad polkolobarjem casovnih matrik.

V knjiznici TQ smo obe mnoZenji Casovne matrike s ¢asovnim vektorjem im-
plementirali kot funkciji MatVecMulL( A, ) in MatVecMulR( A, x).

Za stati¢no omreZje s sosednostno matriko A izraCunamo vektorja vhodnih in
izhodnih stopenj vozliS¢ z mnoZenjem matrike in vektorja nad kombinatori¢nim
polkolobarjem. Enako velja za asovna omreZzja

indeg=e® A in outdeg = A © e,

kjer so e stolpec dolzine n = |V| z vsemi vrednostmi enakimi ¢asovni koli¢ini
1, indeg Casovni vektor vhodnih stopenj in outdeg Casovni vektor izhodnih sto-
penj vozlis¢. Operacija ® je mnoZenje v enostavnem ¢asovnem kombinatori¢nem
polkolobarju.

7.1.3 Dejavnost in privlacnost

Operaciji seStevanje in mnoZenje ¢asovnih koli¢in lahko uporabimo za enostavno
analizo Casovnega omreZja. Naj bo A = [Gyy]uwey Vrednostna matrika ¢asov-
nega omrezja in a,, ¢asovne koli€ine, ki imajo pozitivne realne vrednosti. Pomen
vrednosti a,,, je intenzivnost dejavnosti vozlis§¢a u proti vozliSéu v.

Definicija 7.1. Dejavnost skupine vozliS¢ V; proti skupini vozliS¢ V, definiramo
kot

act(Vl,Vg) = Z Z Ay -

ueVy veVy
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Operacije opravljamo nad enostavnim ¢asovnim kombinatoricnim polkolobarjem.
Dejavnost vozlis¢a act(u) je enaka

act(u) =act({u}, V~{u}) = Y au.

veV\{u}

Definicija 7.2. Da pri pomembnosti vozli§¢a u € V upoStevamo tudi njegov polo-
Zaj v omrezju, definiramo koeficient privlacnosti vozlis¢a u, att(u), kot

1 QAyy
tt =— .
) (U) A vevz\:{u} aCt(U)

Ulomek 7 predstavlja deleZ dejavnosti vozlis¢a v, Ki si jo deli z vozlis¢em
(v)

u. Iz 0 < agi[’é‘v) < 1 izhaja, da velja

avu

<A.
yact(v) ©

veVN{u

Torej velja 0 < att(u) < 1 za vse u € V. Najveéjo vrednost privla¢nosti dobijo
vozliSca, ki so koren zvezde v neusmerjenem omreZju ali koren proti srediScu
usmerjene zvezde v usmerjenem omreZzju.

7.1.4 Zaprtje

Ce je osnovni polkolobar (A, ®,0,0,1) zaprt, je zaprt tudi polkolobar matrik nad
njim. Za ¢asovno koli¢ino a nad zaprtim polkolobarjem velja 7, = 7. Prire-
jen Fletcherjev algoritem (algoritem [T} stran [I0) za izracun (strogega) zaprtja v
absorpcijskem ¢asovnem polkolobarju je zapisan v algoritmu @ Casovna zahtev-
nost algoritma 6je O(n?- L).

Algoritem 6 Zaprtje ¢asovne matrike nad absorpcijskim ¢asovnim polkolobarjem.

1: function MatClosure(R, strict = False)

2 n < nRows(R)

3 C<R

4 for k=1tondo

5: for u = 1tondo

6 for v =1tondo

7 Clu,v] < sum(C[u, v],prod(Clu, k], C[k,v]))
8 if —~strict then C[k, k] < sum(1,C[k, k])

9 return C
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7.1.5 Prisotnost vozlis¢ in povezav

V prejSnjih razdelkih smo opazovali casovna omreZja, v katerih so vozlis¢a ves
Cas prisotna. Prisotnost vozliS¢ ob razli¢nih ¢asih lahko opisemo s funkcijo 7" :
V- Ar,

T(u) = (50, 1))}, zaueV,

ki pove, da je vozli§e u prisotno v omreZju v Casovnih intervalih [s;, f;), i =
1,2,... k.

NajmanjSo potrebno prisotnost 7, ki ustreza pogoju usklajenosti (zveza
(6.1), stran za vozliS€e u € V, dolo€imo iz povezav Casovnega omreZja s po-
mocjo enacbe

Tuin(u) = |J binary(ay).

LeLl:
ueeXt(£)

Izraz ext(¢) oznaCuje mnozZico krajis¢ povezave ¢ in a, je Casovna kolilina,
ki pripada povezavi ¢. Funkcija binary postavi vse nenicelne vrednosti v ¢asovni
koli¢ini na 1. V knjiznici TQ prisotnost 7, izracunamo s funkcijo minTime.

Prisotnost ¢ lahko uporabimo za izraun podomreZja danega ¢asovnega om-
rezja, ki je opisano z matriko A. PodomreZje vsebuje samo vozlisca, ki so prisotna
Vv ¢, in povezave, ki ustrezajo pogoju usklajenosti glede na q.

Najprej definiramo postopek extract(p, a) = b, kjer je p dvojiska casovna koli-
¢ina in a sploSna ¢asovna koliCina, kot

b(t) = a(t) @ p(t) = { &(t), zii;} nTa,

Naj bo B ¢asovna matrika podomreZja, ki je doloeno s prisotnostjo q. Vre-
dnost v matriki B, ki ustreza povezavi /(u,v) € L, dolo¢imo kot

by = extract(q(u) nq(v),ap).

V knjiznici TQ je ta operacija zapisana v funkciji MatExtract(q, A).

7.2 Casovna razbitja, dosegljivost, Sibka in krepka
povezanost

Casovna razbitja opiSemo s Gasovnimi koli¢inami a = ((si, fi,vi))le, kjer vre-
dnosti v; € N pomenijo pripadnost razredom (skupinam) razbitja. Vrednost v; = j
pomeni, da enota, ki jo opisuje koli¢ina a, pripada razredu j v ¢asovnem inter-
valu [s;, f;). S Casovnimi razbitji opiSemo spreminjanje komponent ¢asovnega
omrezja.
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V Casovnem omreZju, ki ga opisuje dvojiSka casovna matrika A, izraCunamo
zaprtje A* nad ¢asovnim povezanostnim polkolobarjem. Matrika A* predstavlja
matriko relacije dosegljivosti (Ce je vrednost v trenutku ¢ na mestu uv enaka 1, je
takrat vozlis¢e v dosegljivo iz vozli§¢a u, sicer pa ne).

Casovno matriko §ibke povezanosti W dobimo kot
W=(AuAT)" (7.1)
in ¢asovno matriko krepke povezanosti S kot
S=A"n(A"T, (7.2)

kjer operaciji U in N ustrezata ® in © iz ¢asovnega povezanostnega polkolobarja,
ki ju izvedemo po komponentah.

Najbo R = A = A ® A* ¢asovna matrika, ki opisuje relacijo stroge do-
segljivosti v danem omreZju. Potem Casovna vektorja inReach = inDeg(R) in
outReach = outDeg(R)) vsebujeta Casovne koliline, ki opisujejo Stevilo vozlis¢ v
danem trenutku, iz katerih je dano vozlis¢e v dosegljivo (inReach|[v]) oziroma so
dosegljiva iz danega vozli§¢a v (funkcija outReach[v]).

7.2.1 Casovna Sibka povezanost

Funkcija weakConnMat(A)) za dano ¢asovno matriko omreZja A izracuna pripa-
dajo¢o matriko Sibke povezanosti W (enacba (7.1))). Vsaka asovna rezina N (t),
t € T, matrike W je ekvivalencna relacija, ki jo lahko strnjeno opiSemo s pripa-
dajo¢im Casovnim razbitjem.

Casovno matriko ekvivalen¢ne relacije E spremenimo v pripadajote &asovno
razbitje p tako, da upoStevamo dejstvo, da na vsakem ¢asovnem intervalu ekviva-
lentna (v naSem primeru Sibko povezana) vozlis¢a dobijo enako vrednost na tem
intervalu v produktu matrike z vektorjem. Vzamemo produkt nad kombinatoric-
nim polkolobarjem in izberemo vektor z i—tim elementom enakim 2¢. Potem ima
vsak element produkta v dvojiskem zapisu enice na mestih, ki ustrezajo indeksom
vozli$¢ v isti komponenti.

Postopek je implementiran kot funkcija egMar2Part(E), ki je opisana v algo-
ritmu [/| Algoritem ima le teoreti¢no vrednost. Uporabili bi ga lahko le na zelo
majhnih omreZjih. V knjiZnici TQ namesto vrednosti 2¢ vzamemo 7;, kjer je 7
neka permutacija, in izracun nekajkrat ponovimo ter primerjamo rezultate.

Ko dobimo ¢asovno razbitje, razrede preostevil¢imo z zaporednimi naravnimi
Stevili s pomogjo funkcije renumPart(p) (algoritem ).
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Algoritem 7 Casovno ekvivalencno relacijo zapisi kot Casovno razbitje.

1: function eqMat2Part(F)

2: SetSemlrmg(combmatorlal)

3: < [[(0,00,2%)] for i = 1 to nRows(F)]
4

5

p < MatVecMulR(E,v)
return renumPart(p)

Algoritem 8 Preostevilci razrede Casovnega razbitja.

: function renumPart(p)

C{}tq=1]

1

2

3 for a e pdo

4: r<|[]

5: for (s., fu,ca) € ado
6: if ¢, ¢ C then C[c,] < 1+ length(C)
. rappend((so. fu. Clea]))

8 q.append(r)

9 return ¢

7.2.2 Casovna krepka povezanost

Postopek strongConnMat(A) za dano ¢asovno matriko omrezja A doloci pripa-
dajoco ¢asovno matriko krepke povezanosti S (enacba (7.2)). Ustrezen produkt
dvojiskih ¢asovnih matrik A in B izraunamo s funkcijo Matinter(A,B). Za
dolocitev razbitja na krepke komponente spet uporabimo funkcijo egMat2Part na
matriki krepke povezanosti S.

Casovna zahtevnost algoritmov za izralun razbitja na Easovne §ibko in krepko
povezane komponente je O(n3 - L). V knjiznici TQ obe matriki in razbitji iz-
racunamo s pomocjo strogega zaprtja nad enostavnim ¢asovnim povezanostnim
polkolobarjem.

7.2.3 Druga casovna razbitja iz ekvivalencnih relacij

Postopek, opisan v razdelku je uporaben za poljubno ¢asovno ekvivalenéno
relacijo na danem omreZju. Predela jo v pripadajoCe ¢asovno razbitje. V nadalj-
njem raziskovanju nameravamo poskusiti razviti postopke za tolmacenje razvoja
skupin (razredov), dolo€enih s casovnim razbitjem glede na (izpopolnjeno) klasi-
fikacijo sprememb iz [[68, 69], predstavljeno na sliki
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rojstvo smrt
t t+1 t t+1
Siritev skréitev
/ \
w - by =
t t+1 t t+1
zdruzevanje razdruzevanje
—— C—

a @ F g

t t+1 t t+1

preureditev
@7 X &
t+1

Slika 7.3: Spremembe skupin.
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Poglavje 8

Pomembnosti v casovnih omrezjih
brez potovalnih in ¢akalnih ¢asov

O casovnih stopnjah vozliS¢ in o tem, kako jih izraCunamo, smo govorili Ze v
razdelku[7.1.2

8.1 Casovna nakopicenost

Casovno nakopienost definiramo na enak nagin, kot smo to storili v razdelku
[3.2] na strani 22| Ker se omreZje s Casom spreminja, se spreminjata tudi $tevilo
sosedov in maksimalna stopnja.

Stetje trikotnikov v ¢asovnem omreZju ostane enako kot v statiGnem primeru in
je zapisano v algoritmu 9] v vrsticah 6-8. Najprej zagotovimo, da so na diagonali
casovne sosednostne matrike nicle (torej v omreZju ni zank), potem pa izracunamo
matriko S.

Ukaz VecConst(n,v) ustvari vektor velikosti n s ¢asovnimi koli¢inami, ena-
kimi v. Funkcija MatBin vse vrednosti v trojicah ¢asovne matrike postavi na 1
(iz vrednostne naredi sosednostno matriko). S funkcijo MatSetDiag( A, c) vse di-
agonalne elemente v matriki A spremenimo v vrednost c. Funkcija MatSym(A)
izraCuna ¢asovno matriko S = A @ T. Funkciji VecSum in VecProd po komponen-
tah seStejeta / zmnoZita Casovna vektorja. Podobno vlogo ima tudi Veclnv(a) =
[invert(a;), i =1,...n]. Funkcija invert(a) = [(s, f, 1/v) for (s, f,v) € a] deluje
v enostavnem ¢asovnem kombinatori¢nem polkolobarju. Funkcija MatProd izra-
cuna produkt ¢asovnih matrik. Ker potrebujemo le diagonalne vrednosti matrike
SAS, smo napisali $e posebno funkcijo MatProdDiag, ki izracuna le diagonalne
elemente produkta matrik.

Za izratun nakopiCenosti vozlis¢ je treba rezultat normalizirati. Stevilo sose-
dov vozlis¢a v dobimo z izraunom stopnje v vrstici 9 (ne upoStevamo usmerje-

71
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nosti povezav). Maksimalno $tevilo sosedov A lahko razumemo na dva nacina:
lahko izberemo maksimalno Stevilo sosedov v doloceni ¢asovni tocki (type = 2)
ali maksimalno Stevilo sosedov za celotno Zivljenjsko dobo omreZja (type = 3). Ce
izberemo type = 1, algoritem izraCuna klasi¢no nakopicenost vozlis¢. Pri izracunu
maksimalne ¢asovne stopnje A smo uporabili seStevanje nad maxmin polkolobar-
jem (R, max, min, —oo, o).

Casovna zahtevnost algoritma @ jeO(n3-L).

Algoritem 9 Casovna nakopi¢enost.

1: function clusCoef (A, type = 1)

2: #type =1 - standard clustering coefficient

3: # type = 2 - corrected clustering coefficient / temporal degMax
4: # type = 3 - corrected clustering coefficient / overall degMax
5: SetSemiring(combinatorial)

6: n < nRows(A); ve < VecConst(n, [(0,00,-1)])

7: B < MatSetDiag(MatBin(A),0)

8: S « MatBin(MatSym(B))

9: deg < MatVecMulR(S, VecConst(n, 1))
10: if rype = 1 then
11: fac < VecProd(deg, VecSum(deg, ve))

12: else

13: SetSemiring(maxmin); 6 < 0

14: for d € deg do § < sum(0,d)

15: if rype = 3 then

16: A < max([v for (s, f,v) € d])

17: d < [(0,00,A)]

18: SetSemiring(combinatorial)

19: degm < VecSum(deg, ve); fac < 0

20: for d € degm do fac.append(prod(9,d))

21: tri < MatProdDiag(MatProd(S, B), S)
22: return VecProd(Veclnv(fac), tri)

8.2 Casovna dostopnost

Casovna dostopnost je definirana kot v razdelku na strani Kot v stati¢-
nih omreZzjih tudi v Casovnih omreZjih za izracun dostopnosti najprej izracunamo
matriko D = [dy, |, vep dolZin najkrajsih poti d,,, med vozlis¢ema u in v. Izracu-
namo jo kot zaprtje ¢asovne matrike A nad enostavnim ¢asovnim polkolobarjem
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najkrajsih poti. Vrednosti ¢asovnih koli¢in v matriki A so lahko poljubna nene-
gativna realna Stevila.

Vektor dostopnosti vozliS¢ izracunamo tako, da najprej seStejemo ¢asovne raz-
dalje do drugih vozliS¢ nad enostavnim ¢asovnim kombinatoricnim polkolobar-
jem. Postopek za izraCun ¢asovne dostopnosti je zapisan v algoritmu [0} ki ima
¢asovno zahtevnost O(n3 - L).

Algoritem 10 Casovna dostopnost.

1: function closeness(A, type = 2)
2: #type: 1 - output, 2 - all, 3 - input
3: s < startTime(A); f < finishTime(A); n < nRows(A)

4: SetSemiring(path)

5: D < MatClosure( A, strict = True)

6: SetSemiring(combinatorial)

7: k< (2-|type-2|)- (n-1); fac < [(0, 00, k)]
8: forv=1tondo

9: d<0

10: for v =1tondo

11: if v # v then

12: if rype < 3 then d < sum(d, D[v,u])
13: if rype > 1 then d < sum(d, D[u,v])
14: cl[v] < prod(fac,invert(d))

15: return c/

8.3 Casovna vimesnost

Casovno vmesnost definiramo na enak nacin kot v stati¢nih omreZjih (razdelek
[3.4] stran[25)),
1 N (V)
b(v) = ——F—— .
(v) (n-1)(n-2) zue:v Nuw

{v.u,w}l=3
Tako kot v staticnem omreZju tudi v ¢asovnem omreZju najprej izracunamo zaprtje
C = [(duv, "uv) Juwey prirejene Casovne matrike G omreZja nad enostavnim ¢asov-
nim geodezi¢nim polkolobarjem. Prirejeno ¢asovno matriko G = [(d, 1n)uy |u.vey
dobimo iz ¢asovne vrednostne matrike A tako, da vsak neniCelni element matrike
A zamenjamo s ¢asovno koli¢ino, ki ima vrednost (1, 1) za vse Case, ob katerih
je izvirna ¢asovna kolicina razli¢na od O:

(1), l(u,v) e L, teT,,
(d ) (t) = { 0 sicer.
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V Casovnem omreZju sta razdalja d in Stevilo najkrajSih poti n ¢asovni koliCini.

S funkcijo berweenness, zapisano v algoritmu|[I 1] transformiramo matriko om-
reZzja A v matriko G in izraunamo njeno strogo zaprtje C nad enostavnim ca-
sovnim geodezi¢nim polkolobarjem. V nadaljevanju uporabljamo operacije eno-
stavnega Casovnega kombinatori¢nega polkolobarja in izraCcunamo ¢asovni vek-
tor vmesnosti b. Funkcija between (algoritem iz Casovnih koli¢in d[u,v] in
n[u,v] izraCuna vrednost, ki ustreza stavku

if d[u, w] = d[u,v] + d[v, w] then n[u,v] - n[v,w]/n[u, w].

Spet uporabimo zlivanje seznamov. Casovna zahtevnost algoritmall 1|je O(n3-L).

Algoritem 11 Casovna vmesnost.

1: function betweenness(A)

2 n < nRows(A); G < MatSetVal( A, (1,1))
3 SetSemiring(geodetic)

4: C' < MatClosure(G, strict = True)

5: SetSemiring(combinatorial)

6:  fac < [(0,00,1/(n=1)/(n-2))]

7

8

9

forv=1tondo

r<0
: for u=1tondo
10: for w =1tondo
11: if (Clu,w]#[])A(u#w)A(u#v)A(v+w)then
12: r < sum(r, between(C[u,v], Clv,w], Clu,w]))
13: b[v] < prod(r,fac)
14: return b

8.4 Rekurzivne mere pomembnosti

8.4.1 Pomembnost na osnovi lastnih vektorjev

NajenostavnejSa numericna metoda za izraCun dominantnega lastnega vektorja je
poten¢na metoda (poglavje @] stran[35)).

Implementacija potenéne metode za Casovne matrike je zapisana kot funkcija
eigTemp v algoritmu [I3] Algoritem vrne priblizek za dominantni lastni vektor z,
pribliZzek za dominantno lastno vrednost ev in parameter convergence, ki pove, ali
se je algoritem koncal, ker je dosegel Zeleno natanénost (v tem primeru ima vre-
dnost True), ali ne (ima vrednost False). Funkcija MatVecRight( A, z) izraCuna
produkt Az za Casovno matriko A in Casovni vektor x, funkcija normalize(x)
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Algoritem 12 Operacija zlivanja za izracun ¢asovne vmesnosti.

1:
2
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:

15:
16:
17:
18:
19:
20:

21:
22:
23:
24
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:

32:

function between(a, b, c)
if length(a) = 0 then return [ |
if length(b) = 0 then return [ |
if length(c) = 0 then return [ |
r[]

(Sas fa,Va) < get(a); (sp, fo,vp) < get(D); (s¢, fe, ve) + get(c)
if isTuple(v,) then (d,, c,) < v,

if isTuple(vy) then (dy, c,) < vy
if isTuple(v.) then (d., c.) < v,
while (s, < 00) V (s, <00) V (5.< 00) do

Sp < max(sa, Sb, Sc); fr <~ min(faa fba fc)
if f, < s, then

(Sll7 fmva) < get(a)
if isTuple(v,) then (d,,c,) < v,

else if f; < s, then

(s, fo, 0) < get(D)
if isTuple(vy) then (dy, cy) < vy

else if f. < s, then

(e, fe,ve) < get(c)
if isTuple(v.) then (d., c.) < v,

else
if d, + dy = d.. then r.append((s,, fr,cq - cv/ce))
if £, = f, then

(Scw fas Ua) <« get(a)
if isTuple(v,) then (d,, c,) < v,

if f. = f, then

(b, fo, v) < get(D)
if isTuple(vy) then (dy, cy) < vy

if f,. = f. then

(8¢, fesve) < get(c)
if isTuple(v.) then (d., c.) < v,

return standard(r)
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implementira ¢asovno razliCico izraza /| x||y. Funkcija test_dif (z,y) pois¢e ma-
ksimalno vrednost (skozi ¢as) norme |z —y||2, ki jo v vrstici 6 primerjamo z dopu-
stno napako. Ce smo dosegli Zeleno natancnost fol, izstopimo iz zanke. PribliZzek
za dominantno lastno vrednost izraCunamo izven zanke, da se izognemo veckra-
tnemu mnoZenju z matriko. Funkcija scalProd(x,y) izracuna skalarni produkt
dveh Casovnih vektorjev x in y. Vrstica 9 predstavlja ¢asovno razli¢ico racuna
A=zTAx.

Algoritem 13 Casovna poten¢na metoda.

1: function eigTemp(A, x,tol = 1075, maxIter = 100)

2 convergence < False

3 for : = 0 to maxIter do

4: z_old < x

5: x < normalize(MatVecRight( A, z))

6 if test_dif(x, x_old) < tol then

7 convergence < True

8 break

9: ev < scalProd(x, MatVecRight( A, x))
10: return (x, ev, convergence) > x je pribliZzek za dominantni lastni vektor

in ev je pribliZzek za dominantno lastno vrednost

Izrek 8.1. Casovna potencna metoda konvergira natanko tedaj, ko staticna po-
ten¢na metoda konvergira za vsako matriko A(t), t € T, asovne rezine omreZja.

Dokaz. Sestevanje in mnozenje ¢asovnih koli¢in v enostavnih ¢asovnih polkolo-
barjih ustrezata operacijam funkcij po tockah. Za vsak ¢ € 7 vrednosti Casovnih
koli¢in opisujejo stati¢no omreZje — ¢asovno rezino N (t) Casovnega omrezja N
Zato se pogoji za konvergenco staticnih matrik po tockah prenesejo na Casovne
matrike. Funkcija test_dif v algoritmu preverja maksimalno razliko za vse Case.
Ker je Zivljenjska doba kon¢na mnoZica, iz konvergence po tockah izhaja tudi, da
ta maksimum konvergira k 0. ]

Posledica 8.1. Naj bosta \i(t) in A\2(t) lastni vrednosti z najvecjima absolutnima
vrednostma matrike A(t) casovne rezine omreZja. Red konvergence je enak p =
max{|X2(t)/ A1 (t)|, t € T}. Casovna potencna metoda konvergira za vrednosti
< 1 in konvergenca je pocasnejsa za vrednosti i blizu 1.

Dokaz. Casovna potenéna metoda po trditvi stran konvergira v ¢asovni
tocki ¢, kadar je razmerje |\o(¢)/A1(¢)] < 1. Red konvergence izratunamo po
tockah in pois¢emo maksimum kon¢ne mnoZice. ]
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Opozorimo, da iz dokaza izreka(8.1|izhaja, da Casovna potencna metoda lahko
konvergira za neke Case ¢ € T in divergira za druge. Za izhod iz zanke podamo
dva pogoja. Prvi pogoj je Zelena natancnost fol, ki ima privzeto vrednost enako
1079, drugi pogoj pa je najvedje Stevilo iteracij maxlter s privzeto vrednostjo 100.

Za izracun vhodne lastne pomembnosti (funkcija inEig) in izhodne lastne po-
membnosti (funkcija outEig) uporabimo Casovno potencno metodo. Oba postopka
sta zapisana v algoritmu Funkcija MatTrans(A) izrauna transponirano ma-
triko ¢asovne matrike A. Funkcija VecConst(n) ustvari Casovni vektor razsezno-
sti n, ki ima vse komponente enake enoti casovnega polkolobarja. Funkcija nu-
mlInv(a) zamenja vrednosti ¢asovne koli¢ine z njihovimi inverzi in ohrani ¢asovne
intervale. Funkcja numVecProd(a,x) izraCuna produkt ¢asovne koli¢ine a in ¢a-
sovnega vektorja z. V vrstici 2 (ali 6) izraCunamo priblizek za dominantni lastni
par Casovne vrednostne matrike A7 (ali A) z zaCetnim priblizkom (Easovnih) enic.
V wvrstici 3 (ali 7) vektor delimo z lastno vrednostjo.

Algoritem 14 Casovna lastna pomembnost.

1: function inEig(A)
2 (z, ev, conv) < eiglemp(MatTrans(A), VecConst(len(A)))
3 x < numVecProd(numInv(ev), )

4 return (z, conv)

5: function outEig(A)

6 (z,ev, conv) < eigTemp( A, VecConst(len(A)))

7 x < numVecProd(numInv(ev), )

8 return (z, conv)

8.4.2 Katzova pomembnost

Za izraCun resitve sistema linearnih enacb smo uporabili Jacobijevo metodo (po-
glavjed] stran[35)). Implementacija Jacobijeve metode za reSevanje sistema Az =
b, kjer sta A in b Casovna matrika in ¢asovni vektor, je zapisana v algoritmu[I5]kot
funkcija jacobi. Podamo dva pogoja za izhod iz zanke: kadar doseZzemo Zeleno
natancnost fol resitve ali kadar izvedemo doloceno Stevilo korakov iteracije maxl-
ter. V vrstici 2 izracunamo inverz diagonalne matrike D, v vrstici 3 pa izraCunamo
matriko B = - (L + U) tako, da diagonalne elemente matrike A postavimo na vre-
dnost 0 (kar v na$i predstavitvi pomeni, da jih izpustimo) in negiramo vrednosti
ostalih elementov. V vrstici 6 izraCunamo naslednji priblizek za reSitev enaCbe
kot ¢asovno razliCico stavka z,, = invD(Bx + b). V vrsticah 7-9 preverimo, ali
smo dosegli Zeleno natan¢nost, in zakljucumo racunanje, ¢e smo jo.
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Algoritem 15 Casovna Jacobijeva iteracija.

1: function jacobi(A, b, x, tol = 1075, maxIter = 100) > x je zaCetni pribliZek za
reSitev sistema enacb
invD < MatSetDiagVec(vecInv(diag(A)))
B « MatMinus(MatSetDiagZero(A))
convergence < False
for i = 1 to maxIter do
xn < MatVecRight(invD, VecSum(MatVecRight(B, x),b))
if test_dif(x,xn) < tol then
convergence < True
break
T < xn
return (xn, convergence)

N B I A A S

—_
- O

Izrek 8.2. Casovna Jacobijeva iteracija konvergira natanko tedaj, ko staticna Ja-
cobijeva iteracija konvergira za vse matrike A(t), t € T, Casovnih rezin omreZja.

Dokaz. Razlaga je enaka kot v dokazu izreka[8.1] stran Sestevanje in mnozZe-
nje Casovnih kolicin sta definirana po toc¢kah, zato operacije na casovnih matrikah
ustrezajo operacijam na zaporedju staticnih matrik. Pogoji za konvergenco static-
nih matrik se prenesejo na ¢asovne matrike. [

Posledica 8.2. Ce so vse matrike casovnih rezin omreZja strogo diagonalno do-
minantne, c¢asovna Jacobijeva iteracija konvergira za vsak casovni vektor, ki je
zacetni pribliZek za resitev linearnega sistema Ax = b.

Dokaz. Konvergenca stati¢nih matrik sledi iz trditve stran O

Podobno kot ¢asovna poten¢na metoda tudi Casovna Jacobijeva iteracija lahko
konvergira za nekatere Case ¢ € 7 in divergira za druge. Parameter konvergence
ima vrednost True, ¢e konvergira za vse Case, za katere so vrednosti ¢asovnih
koli¢in nenicelne.

Algoritem za izracun Katzove pomembnosti (razdelek [3.5.2] stran [29)) za ¢a-
sovna omreZja je zapisan v algoritmu [I6] Jacobijeva metoda konvergira za strogo
diagonalno dominantne matrike (poglavje ] stran [35). V algoritmu za izracun
Katzove pomembnosti vhodni parameter a, ki ustreza « iz definicije Katzove po-
membnosti, lahko izpustimo.

Posledica 8.3. Kadar parameter a ni podan, ga algoritem izracuna na tak
nacin, da zagotovi konvergenco casovne Jacobijeve iteracije.
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Dokaz. V vrsticah 4-9 parameter a izraCunamo iz maksimuma vseh stolpi¢nih
vsot (vhodnih stopenj) matrike A, tako da je 1/a malo vecje od tega maksimuma.
Potem je matrika v enacbi (3.4] stran [29) strogo diagonalno dominantna in itera-
cija konvergira po posledici[8.2] [

V vrsticah 10-13 izra¢unamo B = %I—AT in v vrstici 14 izraCunamo pribliZzek
za resitev enacbe Bt = d z zacetnim pribliZkom samih ¢asovnih enic. V vrsticah
15-17 normaliziramo reSitev s primernim m.

Algoritem 16 Casovna Katzova pomembnost.
1: function karz(A, a = Null)

2 n < len(A)

3 d < MatVecLeft( A, VecConst(n)) > Casovne vhodne stopnje
4: if a = Null then > Izracunaj a, ¢e ni podan.
5: max < 0
6

7

8

9

for i =1 to len(d) do

if VecMax(d[i]) > maz then
max < VecMax(d[i])

a < 0.999/mazx

10: B <« n x n ¢asovna matrika
11: fori=1tondo
12: B[i][i] < [(1,00,1/a)]
13: B < MatDiff( B, MatTrans(A))
14: (t,conv) « jacobi(B,d, VecConst(n))

15: m <« (n-1)! a* 1 el/a
16: m < [(1,00,1/m)]
17: return (numVecProd(m,t), conv)

8.4.3 Bonacichevi pomembnosti o in (a, 3)

Casovna razli¢ica Bonacicheve pomembnosti (razdelek stran [30)) je zapi-
sana v algoritmu Parameter a v algoritmu ustreza parametru « iz definicije.
Ce vektor zunanjih statusov s ni podan, ga v vrstici 3 dolo¢imo kot vektor Easov-
nih enic. ReSitev linearnega sistema izraCunamo s pomocjo ¢asovne Jacobijeve
iteracije (algoritem [15)).

Casovna razli¢ica Bonacicheve pomembnosti (v, 8) je zapisana kot funkcija
bonacich in je opisana v algoritmu Parametra a in b v algoritmu ustrezata
parametroma « in [ iz definicije. Uvedemo pomoZno spremenljivko normB, ki
pove, ali je treba reSitev normalizirati, kot smo opisali na koncu razdelka[3.5.3|na
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Algoritem 17 Casovna Bonacicheva pomembnost c.

1: function alpha(A, a, s = Null)
2 if s = Null then
3: s < VecConst(len(A))

4: return jacobi(MatSum(MatEye(len(A)),
numMatProd([(1, 00, -a)], MatTrans(A))), s, VecConst(len(A)))

strani [30| za primer, ko « ni podana (to storimo v vrstici 10). Casovno razli¢ico
stavka b, = aAe izraCunamo v vrstici 6 in ¢asovno razlic¢ico stavka B = I — bA
izraCunamo v vrstici 7. Za izraCun resitve enacbe uporabimo ¢asovno Jacobijevo
iteracijo z zaCetnim pribliZkom samih ¢asovnih enic.

Algoritem 18 Casovna Bonacicheva pomembnost (v, ).

1: function bonacich(A, b, a = Null)
2 normB < False

3 if ¢ = Null then

4: a<1

5: normB < True
6

7

8

9

bl < numVecProd([(1,00,a)], MatVecRight( A, VecConst(len(A))))
B <« MatSum(MatEye(len(A)), numMatProd([(1,00,-b)], A))

(z, conv) <« jacobi(B,bl, VecConst(len(A)))

if normB then

10: x < numVecProd([(1,00,+\/len(A))], normalize(x))

11: return (x, conv)

8.4.4 Kazala in viri (HITS)

RazliCica algoritma HITS za izraCun kazal in virov (razdelek [3.5.4] stran [31) za
¢asovna omreZja je zapisana v algoritmu [20]

Za izracun lastnega sistema matrike A" A smo uporabili u¢inkovitejsi algori-
tem, v katerem ni treba ra¢unati produkta A7 A. Postopek je zapisan v algoritmu
[19 kot funkcija singTemp. Podoben je algoritmu [I3] razlika je v vrsticah 5 in 9,
kjer z matriko AT mnoZzimo z uporabo funkcije MatTransVecRight.

Vrednosti pomembnosti vozliS¢ kot kazala in kot vira izraCunamo v algoritmu
20]tako, da najprej v vrstici 2 izratunamo lasten sistem matrike A7 A.. Uporabimo
zaCetni priblizek Casovnih enic. Tako dobimo vrednosti virov y. V vrstici 3 iz
vektorja y izraCunamo vrednosti kazal, ki jih shranimo v vektor . V vrsticah 4—6
jih umerimo glede na lastno vrednost.
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Algoritem 19 Potenc¢na metoda za izracun dominantnega lastnega para AT A.

1: function singTemp(A, x, tol = 1076, maxIter = 100)

2 convergence < False

3 for i = 0 to maxIter do

4: z_old < x

5: x < normalize(MatTransVecRight( A, MatVecRight( A, x)))
6 if test_dif(x, x_old) < tol then

7 convergence < True

8 break

9: ev < scalProd(x, MatTransVecRight( A, MatVecRight( A, x)))
10: return (z, ev, convergence)

Algoritem 20 Kazala in viri (algoritem HITS).

1: function hits(A)

2: (y, evy, conv) < singTemp( A, VecConst(len(A)))
3: x < normalize(MatVecRight(A,y))

4: evInv < numlnv(evy)
5

6

7

y < numVecProd(evInv,y)
x < numVecProd(evinv,x)
return (z,y) > x je vektor vrednosti kazal in y je vektor vrednosti virov

8.4.5 PageRank

Razli¢ica izraCuna pomembnosti pageRank (razdelek [3.5.5] stran[33)) za ¢asovna
omreZzja je zapisana v algoritmu V vrstici 4 izraCunamo vektor izhodnih sto-
penj in v vrsticah 5-7 izraCunamo matriko S. V vrstici 5 uporabimo funkcijo
vecInvPR, ki vraca vektor inverzov vrednosti (kadar je stopnja enaka 0, ima ustre-
zna komponenta vrednosti enake % za vse Case t € 7)) in matriko, ki ima v vrsticah,
ki ustrezajo vozlis¢em z nicelno izhodno stopnjo, ¢asovne enote. Vrstica 6 spre-
meni originalno matriko tako, da so v vrsticah, ki ustrezajo vozlis¢em z nicelno
izhodno stopnjo, same enice. V vrstici 7 normaliziramo matriko glede na izhodne
stopnje vozlis¢. To storimo s pomocjo funkcije DiagMatProd(x, A) namesto z
mnoZenjem matrik, da je algoritem ucinkovitejSi. Ta funkcija izracuna produkt
diagonalne matrike, ki ima na diagonali vektor x, in matrike A. V vrstici 8 izra-
¢unamo matriko M, pri ¢emer s funkcijo constantMat ustvarimo matriko z vsemi
vrednostmi, enakimi % za vse ¢t € 7. Levi lastni vektor matrike M izraCunamo
kot desni lastni vektor matrike M”. Na koncu rezultat normaliziramo. Funkcija
norml normalizira vektor glede na prvo normo, kar pomeni, da je vsota kompo-
nent vektorja enaka 1 za vse Case.
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Algoritem 21 Casovni algoritem pageRank.

1: function pageRank(A, q = 0.15)

2: n < len(A)

3: S < n x n Casovna matrika

4: s < MatVecRight( A, VecConst(n)) > vektor izhodnih stopenj

5: (S, s) < vecInvPR(S, s)

6 S « MatSum(A, S)

7 S <« DiagMatProd(s, S)

8 M « MatSum(numMatProd([(1,00,1-q)],5),
numMatProd([(1, 00, q)], constantMat(n,[(1,00,1/n)])))

9: (z,ev, conv) < eigTemp(MatTrans(M ), VecConst(n))

10: return norml ()

Posledica 8.4. Casovni algoritem pageRank vedno konvergira.

Dokaz. Matrika M iz enacbe (3.9), stran [33] je pozitivna in ima po izreku [I.1]
stran [5] enoli¢no lastno vrednost, ki ima najvecjo absolutno vrednost. Torej po
izreku [8.1] stran[76] ¢asovna poten¢na metoda konvergira. O

8.4.6 Nekaj besed o casovni zahtevnosti algoritmov za racuna-
nje rekurzivnih mer pomembnosti v ¢asovnih omreZzjih

Naj n oznacuje Stevilo vozliS¢ v omreZju, m Stevilo povezav in £ Stevilo itera-
cij iterativnih algoritmov (algoritmi [13] [I5]in[19). Ker smo predpostavili, da je
T < N, je dolzina Easovnih koli¢in, ki opisujejo omreZje, omejena z Zivljenjsko
dobo omreZja, ki jo ozna¢imo z L. Operaciji v osnovnem polkolobarju sta obicajni
operaciji v premi¢ni piki in zahtevata konstanten as, tj. O(1).

V zacetku poglavja|/| smo pokazali, da seStevanje in mnoZenje ¢asovnih koli-
¢in zahtevata najve¢ O(L) Casa. Zato je ¢asovna zahtevnost mnoZenja dveh Ca-
sovnih vektorjev enaka O(nL) in Casovna zahtevnost mnoZenja asovne matrike
s Casovnim vektorjem O(n2L). Casovna zahtevnost mnoZenja dveh asovnih ma-
trik je O(n3L).

Od tod sledi, da imajo vsi algoritmi za izraCun rekurzivnih mer pomembnosti
v ¢asovnih omreZjih ¢asovno zahtevnost najve¢ O(kn2L).

Casovna zahtevnost algoritma sledi iz zahtevnosti operacij v ¢asovnem
polkolobarju. Funkciji v algoritmu [I4] imata enako zahtevnost, saj je funkcija
eigTemp glavni del izraCuna. To velja tudi za algoritem Produkt matrik v
vrstici 7 bi imel ¢asovno zahtevnost O(n3L), e ne bi posebej implementirali
produkta z diagonalno matriko. Tudi algoritem [I5]ima ¢asovno zahtevnost enako
O(kn2L), najvedji del prinese vrstica 6. Funkcijo jacobi uporabimo v vrstici 14
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algoritma v vrstici 4 algoritma [I7|in v vrstici 8 algoritma V vseh prime-
rih funkcija jacobi predstavlja najvec;ji del izraCunov, torej imajo tudi ti algoritmi
enako ¢asovno zahtevnost. Izracun lastnih vektorjev in lastnih vrednosti matrike
ATA v algoritmu [19|ima z na$o implementacijo enako zahtevnost. Ce bi zmno-
zili matriki in izracunali lastne vrednosti produkta, bi ¢asovna zahtevnost narasla
na O(kn3L). Rezultat te funkcije je glavni del algoritma 20} ki ima zato enako
casovno zahtevnost.

8.5 Mere pomembnosti in dolo¢anje skupin v ¢asov-
nih omrezjih

Izbrana ¢asovna mera pomembnosti nam daje vpogled v spreminjanje vloge posa-
meznih vozliS¢ v omreZju. Ker je v vec¢jih omreZzjih pregled vseh vozliS¢ prezaple-
ten, se obi¢ajno omejimo na skupino nekaj najpomembne;jsih ali za nas zanimivih
vozli$¢. Pri tem imamo ve¢ moZnosti:

* skupina C C V je doloCena vnaprej in casovno nespremenljiva; to smo upo-
rabili v razdelku 9.3.1;

* skupino C c V sestavlja k v celotnem obdobju najpomembnejsih vozlis¢; to
smo uporabili v razdelku 9.2;

* Casovno skupino C(¢) € V v danem trenutku ¢ sestavlja prvih k& vozlis¢
glede na najvecje vrednosti (v trenutku t) izbrane mere pomembnosti; to
smo uporabili v razdelku 9.3.2.

Analizo omejimo na vrednosti v ¢asovnem vektorju mer pomembnosti, ki
ustrezajo vozlis¢em iz izbrane skupine C.

Za dolocanje skupin bi lahko uporabili tudi postopka prerezov (cuts) in otokov
(islands), razvita v [83]. PosploSitev obeh postopkov na ¢asovna omreZja je ena
od tem, ki se jih nameravamo lotiti v nadaljnjem raziskovanju.
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Poglavje 9

Analiza casovnih omrezij

9.1 Testna casovna omrezZja

Testna ¢asovna omreZja smo izbrali tako, da so dovolj majhna, da lahko bralec
ro¢no preveri dobljene rezultate.

Slika 9.1: Prvi primer ¢asovnega omreZja. Vse povezave, ki niso oznacene, imajo
vrednost [(1,9,1)].

Za ¢asovno omrezZje na sliki[9.1smo v tabelo 0.1] zapisali pripadajoce ¢asovne
vhodne in izhodne stopnje. Vidimo, da ima vozliS§¢e 5 na ¢asovnem intervalu
[1,5) izhodno stopnjo 2. Ker povezava (5,7) od Casovne tocke 5 ne obstaja vec,
se izhodna stopnja vozli¢a na intervalu [5,9) zmanj$a na 1.

Tudi rezultati obeh funkcij za izraCun dosegljivosti so predstavljeni v tabeli
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8¢, Casovna
t za prvi primer

TV v

Tabela 9.1: Casovne vhodne in izhodne stopnje vozli

opicenos

Sibko in krepko razbitje in ¢asovna nak

sSOovno S1

omrezja.
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Iz vozli¢a 6 je na Casovnem intervalu [1,5) dosegljivih 8 vozli§¢, na Casov-
nem intervalu [5,9) pa so iz vozli§¢a 6 dosegljiva tri vozlis¢a (4, 5 in 6).
Zapisana sta tudi casovno Sibko razbitje in ¢asovno krepko razbitje. Vozlisce
12 je izolirano. Vozlis€a 13, 14 in 15 so Sibka komponenta na casovnem intervalu
[2,8). Na casovnem intervalu [ 1, 3) imamo $e dve $ibki komponenti: komponento
{1,2,3} in komponento {4,5,6,7,8,9,10,11}.
IzraCunali smo tudi klasi¢no in izboljSano nakopicenost.

»( 4
[(1,4,1),(6,9, 1)

Slika 9.2: Drugi primer ¢asovnega omreZzja. Vse povezave, ki niso oznacene,
imajo vrednost [(1,9,1)].

Na sliki [09.2] je narisan drugi primer ¢asovnega omreZja, ki je razsirjena raz-
li¢ica omreZja na sliki 3 v [4]. Za to omreZje smo izracunali ¢asovno izhodno
dostopnost vozli$¢ in asovno vmesnost.

Najprej zapiSimo nekaj izbranih elementov strogega zaprtja D Casovne sose-
dnostne matrike omreZzja. Vrednosti ¢asovne koli¢ine D[3, 1] pomenijo, da je
dolZina najkrajSe poti od vozlis¢a 3 do vozlis¢a 1 na Casovnem intervalu [3,7)
enaka 3, na Casovnem intervalu [7,9) pa 5. Izven teh intervalov vozlis¢e 1 ni
dosegljivo iz vozlisca 3.

D[3,1] = [(3, 7, 3), (7, 9, 5)]

D(4,6] = [(1, 4, 1), (4, 6, 5), (6, 9, 1)]
D[6,3] = [(3, 5 6), (5, 9, 4)]

D[7,6] = [(1, 9, 4)]

Casovne vrednosti izhodne dostopnosti za drugi primer ¢asovnega omreZja so
zapisane v tabeli[9.2]

IzraCunali smo tudi vmesnost za drugi primer ¢asovnega omreZzja. Najprej
zapisSimo nekaj izbranih elementov strogega zaprtja matrike A nad enostavnim
¢asovnim geodezi¢nim polkolobarjem, to je casovne matrike C. Nekaj elementov
te matrike za drugi primer ¢asovnega omreZzja je:
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Tabela 9.2: 1zhodna dostopnost za drugi primer ¢asovnega omrezja.

1: [(1, 9, 0.4375)]
2 : [(1, 3, 0.0000), (3, 5, 0.4375), (5, 9, 0.5833)]
3 : [(1, 3, 0.0000), (3, 7, 0.4375), (7, 9, 0.3889)]
4 : [(1, 3, 0.0000), (3, 4, 0.4375), (4, 6, 0.3500),
(6, 7, 0.4375), (7, 9, 0.3500)]
5 : [(1, 3, 0.0000), (3, 7, 0.4375), (7, 9, 0.3500)]
6 : [(1, 3, 0.0000), (3, 5, 0.2917), (5, 9, 0.3500)]
7 : [(1, 3, 0.0000), (3, 7, 0.4375), (7, 9, 0.3500)]
8 : [(1, 3, 0.0000), (3, 5, 0.3500), (5, 9, 0.4375)]
C[1,7] [(1, 9, (3, 4))]
Clz,2) = [(1, 3, (4, 4)), (3, 4, (4, 6)),
(4, 5, (4, 5)), (5, 9, (2, 1))]
cr4,6] = [(1, 4, (1, 1)), (4, 6, (5, 3)), (6, 9, (1, 1))]
C[5,5) = [(1, 9, (1, 1))]
Cr6,31 = [(3, 5, (6, 2)), (5, 9, (4, 1))]
cl7,e]l = [(1, 3, (4, 2)), (3, 4, (4, ©6)),
(4, 6, (4, 3)), (6, 7, (4, ©)), (7, 9, (4, 2))]

Vrednost ¢asovne koli¢ine C[4, 6] pove, da med vozlis¢em 4 in vozliscem 6
na Casovnih intervalih [1,4) in [6,9) obstaja usmerjena povezava, na asovnem
intervalu [4,6) pa sta vozli§¢i povezani s tremi najkraj$§imi potmi dolZine 5. Za-
poredja vozlis¢ na teh poteh so (4,7,8,2,5,6), (4,7,1,3,5,6) in (4,7,1,2,5,6).

Vrednosti Casovne vmesnosti za drugi primer ¢asovnega omreZja so zapisane
v tabeli

Tabela 9.3: Casovna vmesnost za drugi primer ¢asovnega omreZzja.

1 : [(3,4,0.250), (4,6,0.275), (6,7,0.250), (7,9,0.143)]

2 : [(1,3,0.345), (3,4,0.405), (4,6,0.419), (6,7,0.405), (7,9,0.607)]
3 : [(1,3,0.059), (3,4,0.095), (4,6,0.105), (6,7,0.095), (7,9,0.059)
4 : [(1,3,0.167), (3,4,0.250), (4,5,0.176), (5,6,0.105), (6,9,0.179)]
5 : [(1,3,0.167), (3,4,0.250), (4,5,0.348), (5,6,0.276), (6,9,0.179)]
6 : [(1,3,0.119), (3,4,0.095), (4,6,0.054), (6,7,0.095), (7,9,0.179)]
7 : [(1,3,0.119), (3,4,0.405), (4,5,0.469), (5,6,0.327), (6,7,0.262),

(7,9,0.179) ]
8 : [(1,3,0.309), (3,4,0.250), (4,6,0.248), (6,7,0.250), (7,9,0.524)]

Algoritme za izracun rekurzivnih mer pomembnosti iz razdelka |8.4| na strani
smo testirali na omreZju s slike Casovne spremembe omreZja smo oznadili
z uteZmi na povezavah in ¢rtkanimi povezavami takole:

Polne povezave so prisotne v omreZju ves opazovani ¢as, to je na intervalu
[1,9). Na ¢asovnih intervalih [1,3) u [7,9) je vrednost uteZi na teh povezavah
enaka 1, na intervalu [3,7) pa je vrednost uteZi enaka Stevilu, ki je zapisano na
povezavi (nekatere povezave ohranijo vrednost 1). Crtkane povezave so prisotne
le znotraj intervala [5,9). Na intervalu [5,7) je vrednost uteZi na povezavi enaka
Stevilu, ki je napisano na povezavi, na intervalu [7,9) pa so vse utezi enake 1.
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Slika 9.3: Tretji primer Casovnega omreZja.

89

Casovne koli¢ine, ki opisujejo rekurzivne mere pomembnosti za testno &a-
sovno omreZzje, so predolge, da bi jih zapisali v celoti. ObicCajno nas zanimajo le
spremembe v vrstnem redu vozlis¢, ki ga doloca pomembnost. V tabelo [9.4] smo
zapisali zaporedje vozliS¢ glede na vrednost izbrane pomembnosti na razli¢nih

¢asovnih intervalih.

Cas [1,3) Cas [3,5) as [5,7) Cas [7,9)
vhodni 452176 |547126 |465127 |6542.1.7
1. vekt.
izhodni 7.13.6 3,176 63.14725 | 7613452
1. vekt.

Katz 251476 |547126 |564172 |562147
a=0.15

Bonacich 1254673 | 1452763 | 5146273 | 5126473
o =0.85

Bonacich

5015 713,62 31,672 3614725 | 6713452
Kazala 3.6.1.7.2 37.6.12 367.1245 | 63.7.12.45
viri 125467 | 152476 | 514276 | 512467
gajg%ﬁa;k 4251763 | 4571263 | 6451723 | 6452173

Tabela 9.4: Vrstni red vozliS¢ tretjega primera ¢asovnega omreZja glede na Ca-
sovne vrednosti pomembnosti.

Iz tabele vidimo, da nekatere mere pomembnosti ostanejo enake 0 za dolo¢ena
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vozlis€a znotraj danega intervala. Na primer vozlis¢a 2, 4 in 5 na ¢asovnem in-
tervalu [1, 3) manjkajo v vrstici, ki pripada izhodni lastni pomembnosti. To lahko
opazimo tudi s slike, saj imata na tem ¢asovnem intervalu vozli$¢i 4 in 5 izhodno
stopnjo enako 0 in vozlis¢e 2 kaze le na vozlisce 4, ki ima ni¢elno pomembnost.

Druga zanimiva opomba je, da mere pomembnosti vrnejo podobne rezultate,
Ce jih razdelimo v dve skupini: v prvi skupini so metode, za katere so pomembna
vozli$c€a tista, ki imajo “ve¢ vhodnih povezav” (vhodna lastna pomembnost, Kat-
zova pomembnost, Bonacicheva pomembnost «, viri). Druga skupina izbira voz-
lis¢a, ki imajo ve€ “izhodnih povezav” (izhodna lastna pomembnost, Bonacicheva
pomembnost («, ), kazala, pageRank).

9.2 Omrezje Reutersovih novic o teroristicnem na-
padu 11. septembra 2001

OmreZje novic o teroristicnem napadu smo dobili iz CRA (Centering Resonance
Analysis) omreZij, ki sta jih ustvarila Steve Corman in Kevin Dooley na Arizona
State University [31]]. OmreZje je zasnovano na vseh novicah, ki jih je o dogodku
objavila agencija Reuters v zaporednih 66 dneh po napadu na ZDA 11. septembra
2001.

Vozlis¢a omreZja so besede in med besedama obstaja povezava, Ce se poja-
vljata v istem stavku. UteZ na povezavi pove Stevilo pojavitev besed v istem
stavku. OmreZje ima n = 13332 vozli§¢ (razli¢nih besed, ki so se pojavljale v
novicah) in m = 243447 povezav, od tega 50859 z utezjo, ve€jo od 1. V omreZju
ni zank.

Omrezje novic, ki jih je o napadu 11. septembra objavila agencija Reuters,
so uporabljali za testno omreZje na Viszards visualization sekciji konference Sun-
belt XXII International Sunbelt Social Network Conference, ki je potekala v New
Orleansu v ZDA med 13. in 17. februarjem 2002.

OmreZje smo iz oblike Pajek transformirali v obliko Ianus, ki jo uporabljamo
v knjiznici TQ. Najprej smo dolocili najpomembnejSa vozlis€a; izraCunali smo
njihove skupne Casovne pogostosti in nato izbrali podomreZje 50 najdejavnejsih
vozliS¢ znotraj opazovanih 66 dni. Ta vozli§¢a so zapisana v tabeli[9.5]

Ce dobljeno omreZje narisemo, vidimo, da predstavlja skoraj poln graf. Zato
smo odstranili vse ¢asovne povezave, ki imajo uteZ manjSo od 10. Pripadajoci
graf je predstavljen na sliki[9.4] Izolirana vozli§¢a smo odstranili.

Za vsako od 50 vozlis¢ smo dolocili ¢asovno dejavnost (razdelek [7.1.3] stran
[64) in jo grafi¢no predstavili. S pregledom rezultatov smo nasli Sest tipicnih vzor-
cev dejavnosti (slika[9.5). V vseh diagramih na sliki leZijo vrednosti na intervalu
[0,200] — najvecja dejavnost za besedo Wednesday je vecja od 200.
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Tabela 9.5: 50 najpogostejSih besed v omreZju novic o teroristicnem napadu.

n | beseda Yfreq n | beseda dfreq
1 | united_states 15000 || 26 | terrorism 2212
2 | attack 10348 || 27 | day 2128
3 | taliban 6266 || 28 | week 2017
4 | people 5286 || 29 | worker 1983
5 | afghanistan 5176 || 30 | office 1967
6 | bin_laden 4885 || 31 | group 1966
7 | new_york 4832 || 32 | air 1962
8 | pres_bush 4506 || 33 | minister 1919
9 | washington 4047 || 34 | time 1898
10 | official 3902 || 35 | hijack 1884
11 | anthrax 3563 || 36 | strike 1818
12 | military 3394 || 37 | afghan 1775
13 | plane 3078 || 38 | flight 1775
14 | world_trade_ctr | 3006 || 39 | tell 1746
15 | security 2906 || 40 | terrorist 1745
16 | american 2825 || 41 | airport 1741
17 | country 2794 || 42 | pakistan 1714
18 | city 2689 || 43 | tower 1685
19 | war 2679 || 44 | bomb 1674
20 | tuesday 2635 || 45 | new 1650
21 | pentagon 2620 || 46 | buildng 1634
22 | force 2516 || 47 | wednesday | 1593
23 | government 2380 || 48 | nation 1589
24 | leader 2375 || 49 | police 1587
25 | world 2213 || 50 | foreign 1558

Osnovne besede so besede, ki imajo visoko Stevilo pojavitev v prvem tednu po
11. septembru in manjSe, pocasi padajoce vrednosti v kasnejSem obdobju. Pred-
stavnik te skupine na sliki [0.5] je beseda hijack, ostali pripadniki pa so airport,
american, attack, city, day, flight, nation, New York, official, Pentagon, people,
plane, police, president Bush, security, tower, United States, Washington, world
in World Trade Center. To so besede, ki opisujejo dogodek.

Sekundarne besede so reakcija na dogodek. V njihovih vrednostih ni velikih
razlik. To skupino lahko razdelimo na tri podskupine: a) skupino pocasi zami-
rajocih besed, ki jo predstavlja beseda bin Laden (country, foreign, government,
military, minister, new, Pakistan, tell, terrorism, terrorist, time, war, week); b)
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inister

bomb
foreign

government

security

pres_bush washington

Slika 9.4: Omrezje 11. september.

skupino stacionarnih besed, ki jo predstavlja beseda taliban (afghan, Afghanistan,
force, group, leader); in c) skupino obcasnih besed z nekaj skoki, ki jo predstavlja
beseda bomb (air, building, office, strike, worker).

Obstajajo trije posebni vzorci — dva periodicna (Wednesday in Tuesday); in
en epizodicen (anthrax).

Izracunali smo tudi Casovno privlacnost (razdelek stran [64)) in pripada-
joco skupno privlacnost za vsa vozli§¢a omreZja. Izbrali smo 30 vozliS¢ z najvecjo
skupno vrednostjo privla¢nosti. Ta vozli§¢a so zapisana v tabeli[9.6] Na sliki[9.6]
grafi¢no predstavimo ¢asovne vrednosti privlaénosti za izbranih Sest besed. Za
vse diagrame na sliki so vrednosti privlaénosti z intervala [0, 0.2].

Ce primerjamo vrednosti dejavnosti s slike z vrednostmi privlacnosti s
slike @ na skupnih besedah (taliban, bomb, anthrax), opazimo, da so vrednosti
korelirane (ocitno velja, da nielna dejavnost pomeni tudi nicelno privlacnost),
vendar razli¢ne v podrobnostih.

Na primer besedi taliban in bomb imata na zacetku obdobja majhno vrednost
privlacnosti, saj sta bili obrobni osnovnim besedam. Besedi taliban in Kabul
imata vedno vecjo privlacnost proti koncu opazovanega obdobja.
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hijack : [T o b e et

taliban :

abbal

bomb : hmm

Wednesday :

Wk Lo b o

b

L
h :
anthrax e ﬂ“ Ww

Slika 9.5: Oblike dejavnosti vozlis¢.
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i

Pakistan : JH_WHﬂHﬂTW

taliban :

Kabul :  nsnndld M}WMH H
bomb : I —— mﬁﬂ‘{ | Hm%wﬂﬂkﬂ
anthrax : . e HW hn

Slika 9.6: Vzorci privlacnosti.



9.2. REUTERSOVE NOVICE O TERORISTICNEM NAPADU 95

Tabela 9.6: Trideset besed z najve¢jim koeficientom privlacnosti v omreZju novic
o teroristicnem napadu.

n | beseda Yatt n | beseda Yatt
1 | united_states | 12.216 || 16 | war 2.758
2 | taliban 7.096 || 17 | force 2.596
3 | attack 7.070 || 18 | new_york 2.590
4 | afghanistan 5.142 || 19 | government | 2.496
5 | people 5.023 || 20 | day 2.338
6 | bin_laden 4.660 || 21 | leader 2.305
7 | anthrax 4.601 || 22 | terrorism 2.202
8 | pres_bush 4374 || 23 | time 2.182
9 | country 3.317 || 24 | group 2.072
10 | washington 3.067 || 25 | afghan 2.040
11 | security 2.939 || 26 | world 1.995
12 | american 2.922 || 27 | week 1.961
13 | official 2.831 || 28 | pakistan 1.943
14 | city 2.798 || 29 | letter 1.866
15 | military 2.793 || 30 | new 1.851

9.2.1 Rekurzivne mere pomembnosti v omreZzju novic o terori-
sticnem napadu

Rekurzivne mere pomembnosti (razdelek [8.4] stran smo izracunali na podo-
mreZju 50 najdejavnejSih vozIlisc.

Metodi za lastni pomembnosti ne konvergirata dovolj hitro z zacetnim pribliz-
kom samih enic. Tudi razvrstitev vozliS¢ pageRank ne pove prav veliko o po-
membnosti vozlis¢, saj precej naklju¢no skace tako v vrednosti kot v tem, katero
vozlis¢e ima najvecjo vrednost pomembnosti na casovnem intervalu.

Ostale metode razdelimo v dve skupini. Prva skupina ustreza vpraSanjem:
“Na katere besede najbolj kaZejo novice? Kam so usmerjene? Kaj je koncen
cilj?” Vse metode najveckrat kot najpomembnejse vrnejo besede attack, afgha-
nistan in anthrax. Metode iz te skupine so Katzova pomembnost, izraCunana na
transponirani matriki omreZja, vrednost kazala, Bonacicheva pomembnost «, iz-
raunana na transponirani matriki omreZja, in Bonacicheva pomembnost («, 3).
Vrednost pomembnosti vozlis¢ se s asom zmanjsuje.

Druga skupina odgovarja na vprasanja: “Iz katerih besed se Sirijo novice? Kaj
je zaCelo dogajanje?” in vse rekurzivne mere pomembnosti najveckrat pripisejo
najve¢jo pomembnost besedi United States, razen v prvem tednu po napadu, v
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katerem ima najvec¢jo pomembnost beseda World Trade Center. Metode iz te
skupine so Katzova pomembnost, vrednost vira, Bonacicheva pomembnost « in
Bonacicheva pomembnost («, /3), izraCunana na transponirani matriki omreZja.

Kot primer rezultata metode iz prve skupine zapiSimo Stevilo pojavitev be-
sed z najvi§jo Bonacichevo pomembnostjo «, izraCunano na transponirani ma-
triki omreZja. Najvecjo pomembnost ima 50-krat beseda attack, desetkrat beseda
afghanistan, Stirikrat beseda anthrax in enkrat beseda leader.

Kot primer iz druge skupine zapiSimo Stevilo pojavitev besed z najvecjo Kat-
zovo pomembnostjo. Skozi Cas je 49-krat najpomembnejSa beseda United States,
sedemkrat beseda World Trade Center, Stirikrat beseda washington, dvakrat besedi
taliban in war, enkrat besedi world in wednesday.

9.3 Franzosijevo omreZje nasilja v Italiji

Iz Casopisov, izdanih v obdobju med januarjem 1919 in decembrom 1922, je Ro-
berto Franzosi zbral podatke o objavljenih nasilnih dejanjih — interakcijah med
razlicnimi politicnimi skupinami in drugimi skupinami ljudi v Italiji. Iz zbranih
podatkov smo ustvarili Franzosijevo ¢asovno omrezje nasilja v Italiji [44]]. Vo-
zlis¢a v omreZju predstavljajo vpletene skupine ljudi (na primer people, police,
fascists, communists, socialists, workers). UteZi na povezavah povejo Stevilo na-
silnih interakcij med skupinama (povezava (u,v) z uteZjo 3 pomeni, da je sku-
pina u storila tri nasilna dejanja nad skupino v). Casovne koli¢ine na povezavah
omreZja Stejejo nasilna dejanja v enem mesecu za vse mesece znotraj Stirih let.

9.3.1 Dejavnost v Franzosijevem omreZju nasilja v Italiji

Na Franzosijevem Casovnem omreZju nasilja smo najprej izraCunali dejavnosti
skupin vozlis¢ (razdelek [7.1.3] stran[64)). Dolo¢ili smo ¢asovne koli¢ine

police = act({police}, V) + act(V, {police}),
fascists = act({fascists}, V) +act(V, {fascists}) in
all = act(V, V).

Vrednosti rezultatov so graficno prikazane na sliki Ko primerjamo rezultate o
silovitosti nasilnih dejanj policije, nasilnih dejanj faSistov in vseh nasilnih dejanj,
vidimo, da je bila vecina nasilnih dejanj v prvih dveh letih (1919 in 1920) plod
policijskega nasilja. Naslednji dve leti (1921 in 1922) so skoraj vsa nasilna dejanja
zagreSili faSisti.
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Slika 9.7: Nasilna dejavnost policije, faSistov in skupna nasilna dejavnost.

9.3.2 Rekurzivne mere pomembnosti za Franzosijevo omrezZje
nasilja v Italiji

Na Franzosijevem omreZju nasilja v Italiji smo uporabili tudi algoritme za izraCun
rekurzivnih mer pomembnosti (razdelek [8.4] stran[74)).

NajlepSe rezultate dobimo z algoritmom kazala in viri, kar smo pricakovali
glede na naravo omreZja. Skupine lahko vidimo kot nasilneze (tiste, ki nasilje
izvajajo) ali kot Zrtve (tiste, nad katerimi je bilo storjeno nasilno dejanje).

Ustvarili smo ¢asovno premico, na kateri so vidne spremembe pomembnosti
vozliS¢. Vrednosti kazal so prikazane na sliki Casovne tocke so meseci in vi-
Sina simbolov je enaka vrednosti normalizirane (glede na prvo normo) vrednosti
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kot kazala. Oblika tocke (krogec, pika ali kriZec) ustreza skupini, ki ima v do-
lo¢enem mesecu najvisjo vrednost pomembnosti. S slike [9.8| jasno vidimo, da je
v nekem trenutku nasilje policije prevzelo nasilje faSistov. To se zgodi v ¢asovni
tocki 23, ki ustreza novembru 1920. S slike na desni strani vidimo, da je nekaj
Casa policija ohranila nekaj svoje nasilne dejavnosti in bila druga glede na nasilna
dejanja, kasneje pa je popolnoma izginila.
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skupina policije s krogci. Druge skupine so predstavljene kriZci.

Vrednosti virov so orisane na sliki [9.9] Tukaj ni jasnega trenda in izgleda,
da nasilna dejanja v opazovanem obdobju niso bila omejena na posebno skupino
ljudi. To se sklada z zgodovinskimi podatki.

Z ostalimi rekurzivnimi merami pomembnosti dobimo podobne rezultate, le
meja ni vedno tako ocCitna. Za vhodno lastno pomembnost imajo najvisjo vrednost
pomembnosti 24-krat workers, workers (agricultural) ali socialists in 14-krat un-
defined, people ali protesters. Poleg teh so Se tri druge skupine dobile najvecjo
pomembnost v mesecu (enkrat police in dvakrat fascists).

Izhodna lastna pomembnost vrne meSanico police (4), protesters (3), ? (3),
undefined (2), workers (2), workers (agricultural) (1) in republicans (1). Prva
pojavitev skupine fasistov je v Casovni tocki 23 (november 1920). FaSisti imajo
najvisjo vrednost pomembnosti do konca ¢asovnega obdobja, razen v Stirih mese-
cih (ko imajo najvec¢jo pomembnost skupine the right, ?, workers ali police).

Pomembnost pageRank za ¢ = 0.15 vrne 18-krat fascists, pojavitve se zacnejo
s ¢asovno tocko 22 (oktober 1920), ki jo potem prekinejo workers (3), people (3),
undefined (2) in police. Do tega trenutka imamo meSanico police (6), undefined
(5), people (4), socialists (3), war affected in the right.
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Slika 9.9: Najvisje vrednosti virov Franzosijevega omreZja skozi €as (levo) in dve
najvisji vrednosti virov (desno). Skupine delavcev, kmetov in socialistov so nari-
sane s ¢rnimi pikami. Skupine nedefiniranih, ljudi in protestnikov so predstavljene
s krogci. Druge skupine so oznacene s krizci.

Zdi se, da so nasilneZi precej bolj jasni kot Zrtve, zato smo izracunali Katzovo
pomembnost in Bonacichevo pomembnost o na transponirani matriki omreZja.

Bonacicheva pomembnost o za o = 0.9 vrne 17-krat police do ¢asovne tocke
23 (drugi z najvisjo pomembnostjo do tega Casa so thugs, undefined in dvakrat
workers). Po ¢asovni tocki 23 imamo 23-krat fascists, ostali pa so thugs, police
in dvakrat workers.

Katzova mera pomembnosti 16-krat vrne police in po enkrat thugs, undefined,
protesters in ?. Po Casovni tocCki 23 se pojavlja le skupina fascists. Bonacicheva
pomembnost («, 3) vrne enak rezultat.

Te rezultate povzamemo Vv tabeli v kateri smo zapisali Stevilo pojavi-
tev skupin police, fascists in drugih skupin z najvisjo vrednostjo za razlicne re-
kurzivne mere pomembnosti. Stetje za vsako pomembnost je razdeljeno v dva
stolpca: v prvem stolpcu je Stevilo pojavitev pred novembrom 1920, v drugem pa
Stevilo pojavitev po novembru 1920 (vkljucujoce). V tabeli so zapisani podatki za
mere pomembnosti, ki dajejo informacije o nasilneZih. Iz tabele jasno vidimo, da
je v vseh primerih fasisticno nasilje osrednje v objavljenih novicah po novembru
1920. Pred tem Casom je osrednje policijsko nasilje. Zaradi ni¢elnih vrednosti
pomembnosti na nekaterih intervalih, se vsote pojavitev v stolpcih ne ujemajo.
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skupina izhodni | Bonacich| Bonacich

ljudi kazalo | pageRank Lvekt. o o, B Katz
policija | 15 | O 6 1 4 1 17 |1 16 |0 [16 |0

fagisti |0 |26 |1 18 {0 |21 |0 |23 |0 [25]0 |25

drugi |5 |0 14 | 8 1213 |4 |3 |4 [0 |4 |0

Tabela 9.7: Povzetek najvecjih vrednosti mer pomembnosti pred novembrom
1920 in po njem za nasilneZe v Franzosijevem omreZju.
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Zakljucek in prihodnje delo

V disertaciji smo opisali nov algebraicen pristop k analizi ¢asovnih omrezij, ki
temelji na pojmu casovnih koli¢in nad izbranimi polkolobarji. Definirali smo
polkolobarje za analizo asovnih omreZij brez potovalnih in ¢akalnih Casov, za
iskanje prvih potovanj in za analizo ¢asovnih omreZij, ki imajo poleg potovalnega
Casa Se dodatne informacije na povezavah.

Nas opis Casovnega omreZzja se izogne eksplicitnemu zapisu prisotnosti voz-
1is¢ in povezav, kot so funkcije f; in g; iz opisa Casovnega omreZja v obliki time-
aggregated graph in funkcije p in v iz opisa v obliki TVG. Prisotnost oz. odso-
tnost vozli§¢ in povezav implicitno opiemo s pomo&jo ni¢le polkolobarja. Ce
Zelimo eksplicitno povedati, kdaj sta izbrano vozlisce ali povezava prisotna, to Se
vedno lahko storimo z dvojiSko ¢asovno kolicino, v kateri enica pomeni prisotnost
in nicla odsotnost povezave ali vozliS¢a. NajpomembnejSa razlika med nasSim in
drugimi zapisi je v tem, da nacina opisa time-aggregated graph in TVG dovo-
ljujeta le eno vrsto Casovnih uteZi na povezavah (potovalni ¢as). Velika prednost
naSega opisa je v moznosti, da na povezavi ali v vozlis¢u dovolimo strukturirane
vrednosti. Na§ opis ¢asovnega omreZja dovoljuje, da poleg potovalnega Casa na
povezavi opiSemo tudi dodatne informacije, ki so prav tako lahko odvisne od Casa.
Poznamo lahko $e npr. dolZine poti, Stevilo nacinov za prehod povezave, ki imajo
ob razli¢nih Casih razli¢ne vrednosti.

Za Casovna omreZja brez potovalnih in ¢akalnih ¢asov smo predstavili algo-
ritme, ki so posploSitve standardnih metod za analizo staticnih omreZij. Osredo-
tocili smo se predvsem na mere pomembnosti vozliS¢ v omreZju. Pristop predsta-
vlja vzdolZno alternativo tradicionalnim razbitjem ¢asovnega omreZja na ¢asovne
rezine. Glavni prednosti pristopa sta, da lahko podatke in rezultate zapiSemo s
pomocjo Casovnih koli¢in, ki so zelo naraven nacin za opis Casovnih lastnosti
omreZja, in da uporabniku ni treba paziti na Casovne intervale, na katerih so defi-
nirane ¢asovne rezine. Primerne intervale izberejo operacije v ¢asovnih polkolo-
barjih. Zato je analiza lahko precej bolj u¢inkovita.
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Na ¢asovna omreZja brez potovalnih in ¢akalnih ¢asov smo posplosili vecino
najpogosteje uporabljanih mer pomembnosti in nekatere druge klasicne prijeme v
analizi omreZij. S pomocjo ¢asovnih mer pomembnosti lahko dolo¢imo skupine
najpomembne;jSih vozliS¢ v ¢asovnem omreZju in njihov razvoj znotraj Zivljenjske
dobe omrezja. Opazimo lahko tudi menjavo vlog dolocCenih vozliS¢. Opisali smo
tudi nacin, s katerim lahko poljubno ekvivalen¢no relacijo na vozlis¢ih Casovnega
omreZja zapiSemo s pomocjo ¢asovnega razbitja. Pristop smo uporabili za zapis
razvoja Sibkih in krepkih komponent omrezja. V prihodnosti bi lahko definirali
relacije, ki bodo bolje opisale zazelene lastnosti vozlisc.

Vse opisane algoritme in Se nekaj drugih smo programsko podprli s Python-
sko knjiznico TQ, ki je dostopna na spletni strani http://pajek.imfm.si/
doku.php?id=tqg. Zaceli smo tudi z razvojem programa lanus, ki bo zmoZno-
sti knjiZznice TQ nudil na uporabniku prijazen nacin (kot to dela program Pajek za
statiCna omreZzja).

Trenutna razli¢ica knjiznice TQ je osnovana na matri¢ni predstavitvi ¢asovnih
omreZij, s katero ima vecina algoritmov ¢asovno zahtevnost O(n3L) ali O(kn?L).
Zaradi precej visoke Casovne zahtevnosti je uporaba prikazanih algoritmov ome-
jena na srednje velika omreZja (velikosti do nekaj tiso¢ vozliS€). Ker so velika
omreZja obicajno redka (m = O(n)), bi lahko v prihodnosti razvili u¢inkovitejse
algoritme, ki bi uporabljali grafovsko (redko) predstavitev omrezja. Poleg tega bi
lahko uporabili druge iterativne algoritme za racunanje lastnih parov in za reSeva-
nje sistemov linearnih enacb, ki so bili razviti prav za velike redke matrike.

Na podoben nacin kot smo to storili za opisane mere, bi v prihodnosti lahko
razvili tudi algoritme za druge mere in indekse, ki se uporabljajo v analizi staticnih
omreZij.

Rezultati, ki jih dobimo s ¢asovnimi postopki, so precej veliki (obsezni). Poi-
skati bo treba ucinkovitejSe nacine za vizualizacijo in pregledovanje rezultatov.

V algoritmih v vecini primerov uporabljamo kombinatori¢ni polkolobar. V
nadaljevanju bi lahko uporabili linearno algebro nad drugimi polkolobarji, ¢e bi
raziskali pomen takega izraCuna v omreZju. Zanimivo bi bilo raziskati tudi pomen
nedominantnih lastnih parov.

Zdi se tudi, da bi lahko nadaljevali v smeri napovedovanja razvrstitve vozlis¢
v omreZju za kratek Cas naprej v prihodnosti, ¢e bi uporabili teorijo perturbacij
lastnih vektorjev.

Za primer, ko potovalni Casi niso enaki nié, je treba razviti Se racunalniSko
podporo in nove metode, ki ne bodo izhajale iz staticnega omreZja. V tem pri-
meru so operacije precej drugacne in izkaZe se, da je problem potovanj precej
tezji od problema skokov. Najbolj obetavna (in uporabna) mera pomembnosti vo-
zIliS¢ v tem primeru izgleda nekaks$na posploSitev vmesnosti na Casovna omreZja
s potovalnim ¢asom. To zamisel smo nakazali Ze v disertaciji.

Z definicijami polkolobarjev in z operacijami, s katerimi lahko matemati¢no
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opisemo potovanja v ¢asovnih omreZjih, smo omogocili uporabo dodatnih infor-
macij v njihovi analizi. Pregledati bi bilo treba, katere metode iz stati¢nih omreZij
Jje mogoce posplositi tudi na ta primer, gotovo pa je bolj razburljivo poiskati mere
in pojme, ki bodo prirejeni ¢asovni razsezZnosti.
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