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Povzetek

C. Neumannov sistem opisuje gibanje delca na n-dimenzionalni sferi S™ v polju sil s kvadratnim po-
tencialom U(q1, ..., qn+1) = 2, ajqu-. Znano je, da je Neumannov sistem popolnoma Liouvilleovo
integrabilen. Prvi integrali Neumannovega sistema so integrali Uhlenbeckove. Poleg tega je kompleksen
Neumannov sistem algebraic¢no popolnoma integrabilen, nivojske mnoZice kompleksne momentne presli-
kave pa so afini deli kompleksnih torusov. Nivojske mnoZice realne momentne preslikave so potemtakem
njihovi realni deli.

V disertaciji natancno definiramo realne forme kompleksnega Neumannovega sistema. Realne forme so
Hamiltonovi sistemi na kotangentih sveZnjih nad hiperboloidi. PokaZemo, da so tudi novi sistemi po-
polnoma Liouvilleovo integrabilni in eksplicitno zapisemo njihove prve integrale (ohranitvene kolicine).
Kompleksen Neumannov sistem je poseben primer splosnejsega Mumfordovega sistema. Mumfordov sis-
tem je karakteriziran z Laxovo enacbo S LE(\) = [MC(X), LS(\)] v zancni algebri s1(2, C)[\, A71],
pri cemer so koeficienti UC, VC, WC matrike LC()\) polinomi dolocene oblike. Ce so uy, . .., up nicle
ustrezne realne forme polinoma UC, je topologija regularne nivojske mnoZice momentne preslikave re-
alne forme kompleksnega genericnega Neumannovega sistema doloc¢ena z lego nicel uy, . . . , u, glede na
konstante a1, . .., any1 in ostalih dolocenih parametrov sistema. Za dve druZini realnih form je topolo-
gija nivojskih mnoZic neodvisna od lege regularnih vrednosti momentne preslikave. Za eno od njiju so
nivojske mnoZice nekompakte. Opazimo, da so v posebnih primerih nicle realne forme polinoma UC
koordinate na enakoosnem hiperboloidu, ki je ustrezna realna forma kompleksne kvadrike (S”)C. De-
finiramo konicno-hiperboloidne koordinate na enakoosnih hiperboloidih, ki so posplositev Jacobijevih
elipticno-sfericnih koordinat na sferi S™.

Ker ima Neumannov sistem Laxovo enacho tudi v zancni algebri sl(n + 1, R)[\, A=), nam ta porodi Se
eno druzino prvih integralov sistema. V disertaciji je podana in dokazana zveza med omenjeno druZino
integralov in druZino integralov Uhlenbeckove.

Math. Subj. Class (2010): 37J35, 14H70, 70H06

Kljucne besede: integrabilni sistemi, Neumannov sistem, Arnold-Liouvilleove nivojske mnoZice, spek-
tralna krivulja, realne strukture, realne forme
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Abstract

C. Neumann system describes the motion of a particle on the sphere S™ under the influence of a quadra-
tic potential U(qy, ..., Qnt1) = Z;Lill ajqu. The Neumann system is completely Liouville integrable.
First integrals in involution are well known Uhlenbeck’s integrals. In addition, the complex Neumann
system is completely algebraically integrable and the regular level sets of the complex momentum map
are affine parts of complex tori.

In the dissertation, we precisely define real forms of the complex Neumann system. We obtain new Ha-
miltonian systems on the cotangent bundles of hyperboloids. We prove that the real forms are completely
integrable Hamiltonian systems and write down their first integrals (conserved quantities). The complex
Neumann system is an example of the more general Mumford system. The Mumford system is characte-
rized by the Lax equation % LE(X\) = [M©(X), LY(\)] in the loop algebra s1(2, C)[X\, A\~1]. Coefficients

UC, VC, W€ of the matrix LC()\) are suitable polynomials. If uy, ..., u, are roots of the appropriate
real form of the polynomial U, the topology of a regular level set of the moment map of the real form is
determined by the positions of the roots u, . . . , u, with respect to the constants a1, . . . ,an41 and to the
suitable parameters of the system. For two families of the real forms of the complex Neumann system, we
describe the topology of the regular level set of the moment map. For one of these two families the level
sets are noncompact. We observe that in some special cases the roots of a real form of the polynomial
UC determine coordinates on a suitable hyperboloid. We define conical hyperboloidal coordinates on
equiaxed hyperboloids and they can be interpreted as a generalization of the Jacobian elliptic spherical
coordinates on S™.

Since the Neumann system has another Lax equation in the loop algebra sl(n + 1, R)[\, \71], there exi-
sts another family of the first integrals in involution. In the dissertation, we also give the formula which
provides the relation between this family and the family of Uhlenbeck’s integrals.

Math. Subj. Class (2010): 37J35, 14H70, 70H06

Keywords: integrable systems, Neumann system, Arnold-Liouville level sets, specral curve, real struc-
ture, real form
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Poglavje 1

Uvod

Realna simplekti¢na mnogoterost (M?2",w) je 2n-dimenzionalna realna mnogoterost, ki je opremljena
s simplekti¢no, to je zaprto in nedegenerirano, 2-formo w. Naj bo dana funkcija H : M?" — R.
Trojico (M?",w, H) imenjemo Hamiltonov sistem na realni simplekti¢ni mnogoterosti, funkcijo H pa
Hamiltonova funkcija ali krajSe Hamiltonjan. Navadno, v Hamiltonovi mehaniki, je funkcija H vsota
kineticne in potencialne energije. S simplekticno formo w definiramo Hamiltonovo vektorsko polje
(simplekti¢ni gradient) X7 € x(M?") z enakostjo

w(Xg,§) =dH(S)
za vsak & € x(M?™). Poissonov oklepaj, ki pripada simplekti¢ni formi w, je potem preslikava
{,}:C*(M)xC®(M) — R
(f,9) — {fg} = w(Xy Xy) = dg(Xy).

Hamiltonov sistem diferencialnih enacb v lokalnih koordinatah x, ki je oblike
x(t) = Xu(x(t)),

je ekvivalenten sistemu
x(t) = {x(t), H} .
Hamiltonov sistem (M?", w, H) na simplekti¢ni mnogoterosti (M>?",w) je popolnoma (Liouville-
ovo) integrabilen, ¢e obstaja n funkcijsko neodvisnih prvih integralov H=H1, Ho, ..., Hy, ki paroma
Poissonovo komutirajo, to je

{H;,H;} =0  zapoljubna j,l € {1,...,n}.

Naj bo H= (Hy,...,Hy,): M* — R" momentna preslikava. Po Arnold-Liouvilleovem izreku vemo,
da so povezane komponente regularne nivojske mnoZice preslikave H difeomorfne T% x R™"* za nek
0 < k < n. Natako dobljenih nivojskih mnozZicah v akcijsko-kotnih koordinatah je sistem diferencialnih
enacb sistema linearen.

Naj bodo (¢,p) € T*R™*! ambientne koordinate in naj bo A = diag(a,...,a,+1) diagonalna
matrika z realnimi koeficienti. Neumannov sistem (natancneje C. Neumannov sistem) je Hamiltonov
sistem (T*S™, w, H), ki opisuje gibanje delca na sferi ™ = {q € R+ ‘ lg| = 1} s kvadratno potenci-
alno energijo, to je

n+1
Ug) =Y _ajq; = (g, Aq) .
j=1

1
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Simplekti¢na forma w na kotangentnem sveznju 7*S™ je kanoni¢na 2-forma w = Z”+1 dgj N dpj v
ambientnih koordinatah. Hamiltonova funkcija [ pa je podana s predpisom

H(q,p) = %(\tzlzlpl2 - <q7p>2> + %(2 — |ql*){q, Aq) . (1.1

Opomba 1 Naj bosta &,n € x(T*R"Y) (vektorski polji nad T*R" ). Potem lahko pisemo

n+1 n+1

Z&qqprrZépqp

n+1 9 n+1 P
p)=> 0 a.p)5—+ > 1 (@p)5—
1 8q]' — 8;0]'
j= j=
Potem je
n+1 n+1
= dg; Adp;(&,n) = Z&q
7j=1
Hamiltonjan H je modifikacija Hamiltonjana H*(q,p) = %(|¢/*[p|* — (¢.p)?) + %(q, Aq) glede na
kotangentni sveZzenj 1*S™ (glej [21], [22]). Hamlltonjan H (1 1) je pravzaprav tudi modlﬁkacua (glede
na kotangentni svezenj 77S™) Hamiltonjana h(q, p) | p|>+ <q, Aq), ki opisuje gibanje (n+1) delcev

v preprostem harmoni¢nem oscilatorju. V splosnem je taka modiﬁkacija opisana v [8]. Dobimo jo pri
racunanju Diracovega oklepaja in modificiranega Diracovega oklepaja. Za nas konkreten primer bomo
modifikacijo prikazali v Primeru 38. Hamiltonov sistem diferencialnih ena¢b Neumannovega sistema je
potemtakem sistem enacb

¢ = {¢,H}resn
pi = A{pj; H}resm,
ki je ekvivalenten sistemu
q = p
p = —Aq—(Ip]” — (g, Ag))q. (1.2)
Izhodisce nase Studije bo generi¢ni primer Neumannovega sistema, to je sistem s paroma razlicnimi kon-
stantami vzmeti ay,...,a,+1. Brez izgube sploSnosti lahko predpostavimo, daje a1 < as < ... <

an+1. Tak sistem je popolnoma Liouvilleovo integrabilen in je hkrati klasi¢en primer popolnoma al-
gebrai¢no integrabilnega sistema (glej [3], [23]). Prvi integrali genericnega Neumannovega sistema so
funkcije

= K2 (a.p)
F(qp)—q]—l—zajli_al za 1<j<n+1, (1.3)
=1 7
I#j
pri Cemer smo oznacili
K;i(q,p) = qjp — aipj - (1.4)

Integrale F; imenujemo integrali Uhlenbeckove. Zanje veljata zvezi:

n+1 n+1

dFj=1 in ) a;F;=2H.
i=1 j=1



Momentna preslikava Neumannovega sistema je preslikava

F=(F,...,F):T"S" — R"

Ce so konstante ay, ..., a4 pozitivne, je Hamiltonova funkcija H : 7*S™ — R prava funkcija; to
pomeni, da so praslike kompaktnih mnoZic kompaktne. Po Arnold-Liouvilleovem izreku so povezane
komponente regularne nivojske mnoZice momentne preslikave F' difeomorfne n dimenzionalnemu to-
rusu 7. Ce pa konstante ai, ..., a,+1 Niso nujno vse pozitivne, Hamiltonova funkcija H ni nujno
prava. Ce poleg tega tudi vsi prvi integrali niso prave funkcije, za analizo regularne nivojske mnozice
momentne preslikave potrebujemo nekaj orodij algebrai¢ne geometrije.

Opomba 2 Studije negenericnih (konfluentnih) primerov Neumannovega sistema najdemo v [9], [33],
[34], [35].

Laxova enatba Neumannovega sistema v zancni algebri s[(2, R)[A\,A7Y] = sl(2,R) ® R\, A7 je

enacba

d
L) = [MO), L),

kjer je [M(A), L(N)] = M(N)L(X) — L(A)M (). Pri tem je matri¢ni polinom L(A) s koeficienti v

]
Liejevi algebri s((2, R) oblike
_ (V) WX
= () ven) (10

Koeficienti U()), V(A) in W(A) matrike L(\) so Jacobijevi polinomi:

n+1 q2
Un) = AN -
j=1 J
n+1 P
V() = A(A)Z% 1.7)
i=1 !
n+1 p2
W) = A(A)(—H—Z)\_Ja])
j=1

kjer je A(\) = H?;l (A —a;). Matrika M ()\) Laxovega para je v splosnem P(L()\), \™1); za poljuben

polinom P(z, \~!) spremenljivk z in A~! (glej [1]). Navadno pa za P vzamemo P(z, \"!) = —zA™"

in izkaZe se, da je potem
(4,p) Ale2>
M )\ = ’
2 (—W —(¢,p)

oziroma za (q,p) € T*S™
(0 A+ pP?
M(\) = (_1 L)

Spektralna krivulja Hamiltonovega sistema z Laxovo enacbo %L(/\) = [M()\), L(\)] je doloCena s
karakteristi¢no enacbo det(L(\) — puI) = 0. Zato je spektralna krivulja Neumannovega sistema hiper-



4 POGLAVIJE 1. UVOD

elipti¢na krivulja z enaébo p2 = U(A\)W(X) 4 (V(X))2. Ce uporabimo (1.7), je

) , n+1 2 n+1—QkPk 2
peo= A(A)<;/\—ak< Z)\—al> ( /\_ak)>:

aR = aip? = Qkkalpl
— 20 - ko kPl _
()( Z)\—ak; Z(A—ak A—ay) Z A —ag)(A—ag)
k=1 k=1
=g " aip} qumz
— A2 A . k o k l _
()< =\ —ay ;(A ar)( kz A—ap)(A—ap)
I£k 1
n+1 2 n+l 9o o9
q 4} — 2qpRaipt + 4 p;
_ AQ A _ k o kLl e ) — 1.8
()< ;)\_ak ; (A —ax)(A —a) 49
1>k
n+1 2 n+1 K2
— 42() _ 4 k,l _
( )< 23 D a)
I£k
n+1 n+1 K]%l
o 2
- o= (% ) -
k=1 l#

Naj bodo Q = (Q1,...,Qnt1)in P = (P, ..., P,y1) kompleksne koordinate v C"*! in pigimo
Qj = qj,0 + igj1 ter Pj = pjo + ip;1. Definirajmo produkt v kompleksnem (@, P)c := Z"H Q;P;

in naj bo Q2 = (Q, Q)c.

C. Neumannov sistem ima naravno kompleksifikacijo (7(S™)€, w®, H®), ki je kompleksen Hamil-
tonov sistem. Pri tem je

75" = {(@P) e e e |10 =1, @.P)e =0,

kompleksna simplekti¢na forma je oblike w® = Z;‘;Lll dQ; N dP;, kompleksna funkcija H €(Q, P) pa
je naravna razSiritev Hamiltonjana H, to je

HQ.P) = 5 (1QRIPR — Q. P)2) + 1 (2 - [Q2)(@. AQ)c

Tak kompleksen Neumannov sistem je primer splo§nejSega Mumfordovega sistema (glej [19], [23], [32]).
Mumfordov sistem je kompleksen sistem, ki je karakteriziran z Laxovo enacbo

d
—LE) = [ME(V), L5 (V)]

v zanéni algebri s1(2, C)[\, A\7!] = s[(2,C) ® C[\, \"!]. Elementi matri¢nega polinoma

Ve WE)
LC“)‘<UC<A> vm))



so Jacobijevi polinomi s kompleksnimi koeficienti:

n+1 2
US()\) = AN Ac_gja
j=1 J
n+1
Ve = A(A)Z%
j=1 J

we)) = A()\)(— 1+ A__P;').
1 J

Ce je spektralna krivulja Cp,, ki je podana z enacbo p? = UC(N\)WE(X) + (VCE()))2, gladka, je nivojska

mnozica momentne preslikave (prvih integralov sistema) izomorfna Jac(Cp) \ ©, pri Cemer je O theta

delitelj. Dokaz je v [23] in ga bomo predstavili v podpoglavju Mumfordov sistem Poglavja 6. V isti

monografiji je tudi dokazno, da so povezane komponente regularne nivojske mnoZice momentne presli-

kave (1.5) Neumannovega sistema izomorfne torusu 7™. Iz konstrukcije dokaza lahko poleg geometrije

povezanih komponent nivojske mnoZice dobimo tudi Stevilo povezanih komponent (glej opis v [10]).
Vemo, da ima kompleksna kvadrika

(5" ={Q= (@1, Qur1) €T Q2 =1}

n + 1 realnih struktur, ki so parametrizirane s signaturo. Ena od realnih struktur je sfera S C R"+,
ostale pa so hiperboloidi

n+1
Hy = {q: (q1y-- -y qnt1) ER”+1‘ Zejquzl} c R
j=1
zak =1,...,n,priCemer je
S . <k
N R N

Opomba 3 Velja H}; | = S™

Kompleksen Neumannov sistem pa ima ve¢ kot n + 1 realnih struktur. Ker so konstante vzmeti urejene
a; < ag < ... < ap+1, realne forme kompleksnega Neumannovega sistema z isto signaturo ter z
razlicnimi zaporedji + in — niso nujno ekvivalentne. Zato bomo natan¢no definirali vse realne forme
Neumannovega sistema. Najbo S C {1,2,...,n + 1} poljubna podmnozica in naj bo

o 1 ;j€8
SIT -1 ;je{l,2,...,n+1}\S=8°.

Oznacimo z Js diagonalno matriko, katere diagonalni elementi so

(Js)jj = es.j-
Oznacimo z ( , )s psevdo-evklidski produkt, to je (¢,p)s = Z;Lill €s,j4;p; = (q,Jsp), ter defini-
rajmo z |q|% := (g, q)s indefinitno psevdo-evklidsko metriko. Naj bo dan antiholomofen involutiven
avtomorfizem

rs: T*C"tt —  TrCntt
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Realna forma kompleksnega Neumannovega sistema (77(S™)C, w®, H®) glede na involucijo 75 je realen
Hamiltonov sistem (T*H%,ws, Hs). Pri tem je T*H’ kotangentni sveZenj nad hiperboloidom

n+1

He = {a e R Y es gl = 1},
j=1

simplekti¢na forma je ws = Z;‘ill €s,jdgqj N dp;, Hamiltonjan pa je funkcija s predpisom

1 1
Hs(a,p) = 5 (la3lplz — (@ 9)3) + 5 (2~ lal3) (e, A)s

V posebnih primerih, ko je ali S = {1,...,k} za poljuben k € {1,...,n + 1} ali pa je S singleton
S = {k} zapoljuben k € {2,...,n + 1}, bomo realne forme oznacili z

(T"Hy, we, Hi) in - (T"HYyy, wiry, Hiry) -

Prva glavna naloga disertacije je pokazati, da so realne forme (7*H%,ws, Hs) kompleksnega Ne-
umannovega sistema popolnoma Liouvilleovo integrabilni Hamiltonovi sistemi in poiskati njihove prve
integrale. Druga pa je opisati geometrijo nivojskih mnoZic momentne preslikave dveh druZin novih re-
glniLl Hamiltonovih sistemov (T*H}, wy, Hy) in (T*’H?k},w{k}, H{y,y). Pokazali bomo naslednja dva
izreka:

Izrek 4 Povezane komponente regularne nivojske mnoZice momentne preslikave Hamiltonovega sistema
(T*HY wi, Hy) zak =1,2,...,n+ 150 torusi T" = Stx ... x 8.

in

Izrek S Povezane komponente regularne nivojske mnoZice momentne preslikave Hamiltonovega sistema

(T*Hf{‘k},w{k}, Hyy) zak = 2,...,n + 1 so nekompaktne mnoZice TP 1 xR=28"x...x S8 xR
~—————
(n—l)—krat

Opomba 6 Povezano komponento regularne nivojske mnoZice momentne preslikave krajse imenujemo
Arnold-Liouvilleova mnoZica (Arnold-Liouvilleov izrek).

V disertaciji natanko dolo¢imo topologijo regularnih nivojskih mnoZic le za omenjeni druzini real-
nih form. V obeh primerih je topologija neodvisna od lege regularne vrednosti momentne preslikave
v bifurkacijskem diagramu. V Primeru 76 vidimo, da za splo$no realno formo iz danih parametrov,
to je konstant vzmeti a1, ..., an+1 in nicel polinoma Us, ne moremo sklepati na topologijo Arnold-
Liouvilleovih mnoZic. Za tak primer in podobne primere potrebujemo dodatno in natan¢énejSo analizo za
dolocitev topologije Arnold-Liouvilleovih mnoZic.

Sfera S™ je primer simetri¢nega prostora. Sisteme, ki so podobni Neumannovemu sistemu, lahko
konstruiramo na splo$nejSih simetri¢nih prostorih (glej [6], [29], [30]). Pri takih konstrukcijah je bistvena
uporaba realnih struktur. V prihodnje bi bilo zato smiselno Studirati topologijo Arnold-Liouvilleovih
mnozic takih in sorodnih sistemov. In morda nekatere lastnosti (posploSene) Maxwell-Blochove enacbe,
ki jo lahko interpretiramo kot verigo Neumannovih sistemov (glej [31])?

Pri Studiju Arnold-Liouvilleovih mnoZic realnih form kompleksnega Neumannovega sistema smo
opazili nove koordinate na enakoosnih hiperboloidih. Poimenovali smo jih koni¢no-hiperboloidne ko-
ordinate. Definirane so v naslednjem poglavju. V tretjem poglavju natanc¢no definiramo kompleksifika-
cijo in realne forme v ambientnem prostoru, na kosimplekti¢ni podmnogoterosti ter kompleksifikacijo



in realne forme Hamiltonovega sistema z vezmi. PokaZemo, da lahko za neko druzino kompleksnih
analiti¢nih funkcij na 7*C"*! enostavno izra¢unamo realne forme glede na involucijo 7s. V Cetrtem
poglavju zapiSemo Laxovo enacbo za realno formo kompleksnega Neumannovega sistema in pokazemo,
da so realne forme popolnoma Liouvilleovo integrabilni sistemi. Za Neumannov sistem obstajata dve
Laxovi enacbi in posledi¢no dve druZini prvih integralov. Na koncu Cetrtega poglavja je podana in doka-
zana zveza med obema druZinama integralov. Peto poglavje je povzetek obseznih ¢lankov [1], [2], [16].
Avtorji z uporabo izreka Adlerja, Kostanta in Symesa na zan¢ni Liejevi algebri

g = gl(r,C) = gl(r,C)* @ gl(r,C)~

za ad*-invariante funkcije na (gl(r, C)*)* = Agl(r, C)~ skonstruirajo pripadajoce Laxove enacbe in tem
prirejene Hamiltonove sisteme. V zelo posebnem primeru (r = 2) ter z redukcijo problema na podalge-
bro s[(2,R) dobimo Laxovo enacbo, ki opisuje izospektralni tok Neumannovega sistema. V Poglavju 6
ponovimo nekaj znanih definicij in rezultatov iz algebrai¢ne geometrije. Cilj poglavja je opisati mnozico
JacC \ O kot posebno mnozico deliteljev. Za Mumfordov sistem je JacC \ © izomorfna nivojski mnoZici
momentne preslikave. V Poglavju 7 dokazemo Izrek 4 in Izrek 5. V Poglavju 8 ponovimo rezultate
disertacije in predlagamo teme za nadaljni Studij.






Poglavje 2

Elipticno-sfericne in
konicno-hiperboloidne koordinate

Spomnimo se definicije elipti¢nih koordinat v prostoru R in definicije Jacobijevih elipti¢no-sferi¢nih
koordinat (nekateri avtorji uporabljajo izraz sfero-koni¢ne koordinate) na sferi S™. Elipti¢o-sferi¢ne ko-
ordinate na S? je uporabil Carl Neumann v [24]. V [7] so le te definirane kot limitni primer elipti¢nih
koordinat, ko je v limiti ena od elipti¢nih koordinat enaka +oo. Definicija elipticno-sferi¢nih koordinat
na sferi S™ je navedena v [10], [22]. V tem poglavju definiramo koni¢no-hiperboloidnihe koordinate na
enakoosnih hiperboloidih. Pokazemo, da lahko na enem hiperboloidu obstaja vec¢ tipov koni¢no hiper-
boloidnih koordinat. Njihov obstoj je odvisen od signature hiperboloida in urejenosti parametrov.

Oznadimo s qi, . . . , ¢,+1 koordinate v prostoru R™*! in naj bodo dane urejene realne konstante
ap < ag < ... < ap < Qpi1 - 2.1

Definirajmo polinoma v spremenljivki A:

n+1 n+1 q2
AN) = H (A—aj) in U =AQ) Z /\—73% (2.2)
7j=1 7=1
Elipti¢ne koordinate v R™*1! 5o koreni A1, .. ., An+1 enacbe

n+1 q2

§ I +1=0
- )\ — aj

Jj=1

oziroma, kraj$e pisano, enalbe U (\) + A(\) = 0.

Naj bo S™ n-dimenzionalna sfera S™ = {(q1,...,qns1) € R Z;‘;rll qu = 1} in naj velja

n+1
Hj:l a5 # 0.
Definicija 7 Jacobijeve elipticno-sferi¢ne koordinate uq, . . . , uy na sferi S™ so resitve enacbe

n+1 qu
Z)\_ -=0.
=0T
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Pokazimo, da so elipti¢no-sfericne koordinate dobro definirane. Koreni uq, ..., u, zgornje enacbe so
ni¢le polinoma U (). Ce piSemo polinom U v obliki

n+1 n+1
2
v = ¢ [[-a),
j=1 =1
I#j
je o€itno, da je U monicen polinom stopnje n, saj je Z;Lill qJQ- = 1. Iz urejenosti konstant ay, ..., an41

(2.1) sledi, da je sgn(U(an+1)) = 1, sgn(U(ay,)) = —1, ..., torej je v splo§nem
sgn(U(az)) = (=1)"H77.

Potemtakem so vse nicle uy, ..., u, polinoma U realne. Lega urejenih nicel u; < us < ... < uy
polinoma U je doloCena s konstantami a;, to je

a1 <up <ag <uz <...<ap <Up < Apti - 2.3)

Zvezo med prvotnimi koordinatami ¢; in elipti¢no sferi¢nimi koordinatami u; lahko enostavno iz-
racunamo, saj je izraz

—a; AN [N -a)

%1 G v Im(A—wy)
X

meromorfna funkcija spremenljivke A z enostavnimi poli v tockah a; (glej [10]). Koeficient qu je ostanek

(residuum) funkcije % v toCki a;. Tako lahko izrazimo kartezi¢ne koordinate ¢j za j = 1,...,n+1

z elipticno-sferi¢nimi iz enacbe

o Ulay) _ I[y(aj —w)

qj = = :
T Alay) 2 (aj — ar)
1#]
Iz zgornje enacbe vidimo, da potrebujemo 2"+ kopij koordinat w1, . . ., u,, da pokrijemo celotno sfero.

Elipti¢no-sferi¢ni koordinatni sistem na sferi S za dane konstante a; = 1, as = 2 in a3 = 4 je prikazan
na Sliki 2.1.

Opomba 8 Funkcija f je meromorfna funkcija na odprti podmnoZici Q0 € C, e obstaja taka pod-
mnoZica A C Q, da A nima limitne tocke v Q, funkcija f je holomorfna na Q\ A in ima pol v vsaki tocki
iz mnoZice A. Definicijo meromorfne funkcije najdemo v [28]. Meromorfno funkcijo f lahko v okolici
pola a € A razvijemo v Laurentovo vrsto s koncnim glavnim delom, to je

)= ¢lz—a).

j=-m

Koeficient c_q se imenuje ostanek ali residuum funkcije f v tocki a.

Izberimo poljuben k£ € {1,2,...,n}innajboe; =... =€, = lteregyr; = ... = €41 = —1.
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Slika 2.1: Elipti¢no-sferi¢ni koordinatni sistem na sferi S zaa; = 1, a; = 2inaz = 4

Definicija 9 Konicno-hiperboloidne koordinate uy, 1, . . ., uy n, na hiperboloidu Z;Lill ejq]? = 1, kjer je
H?;l q; # 0, so reSitve enacbe
n+1 q2
D ej——=0. (2.4)
. )\ — aj
7=1
Opomba 10 Za k = n+1sougz,...,u,y, (iz zgornje definicije) elipticno-sferi¢ne koordinate na sferi
S™.
Trditev 11 Konicno-hiperboloidne koordinate uy 1, . . . , uy, , na hiperboloidu Z?;rll ejqu = 1 50 dobro
definirane. Ce koordinate uredimo po velikosti ug1 < ... < ugp, je
a1 < U1 < ..o < Q-1 <Ugg—1 <0 < Qg1 < Uk < ... <0pt1 < Ugp - 2.5
Dokaz: Oznacimo z Uy monicen polinom stopnje n:
n+1 q2 n+1 n+1
— 1 — .42 _ —
Ur(N) := A(N) Z w = Zejqj [TO-a) =
J=1 J=1 =1
I#j
k n+1 n+1 n+1
2 2
= > g ll0-a)- > ¢[00 -a).
j=1 =1 j=k+1 I=1
I#j I#]

Kot v sferi¢nem primeru so tudi v tem koreni enacbe (2.4) nicle polinoma Uy. 1z oblike polinoma lahko
hitro preverimo, da je vrednost polinoma Uy, v tockah A = ay in A = ax1 enako predznacena. Velja

n+1

sen(Ur(ar)) = sen(exqf [ (ax —a)) =1+ (<1170 = (-1 =+,
=1
£k
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saj je €, = 1in je v produktu [, ., (ax — a;) natanko n + 1 — k negativnih faktorjev. V ay+1 pa je

n+1
sgn(Uk(ak+1)) = Sgn(€k+1%%+1 IT (ars1 - al)) =—1-(=1)"*,
Ees
saj je ex+1 = —1in je v produktu [, ;1 (ak+1 — @) natanko n + 1 — (k + 1) = n — k negativnih

faktorjev. V splosnem pa velja enakost

W S DM =12k
sgn(Uk(a;)) —{ (—1)nI s i=k+1,...,n+1.

Polinom Uy, ima tako vsaj k — 1 realnih nicel na intervalu (a1, ay) in vsaj n — k realnih nicel na in-
tervalu (agy1, ans1). Torej ima Uy vsaj n — 1 niCel na intervalu (a1, an+1). Ker je sgn(Uk(ant1)) =
(—=1)»~"~! = —1in je Uy moniden, torej je Ux(\) > 0za A >> 0, obstaja e ena in hkrati zadnja realna

ni¢la na intervalu (ap1,00). Ce so ug1 < ... < Uy, urejene nile polinoma Uy, potem je

a1 < U1 < ..o < Uk k-1 <0k <Ak < Uk < ... < 0p < Ugp-1 < Apt1 < Ukp -

Izraz

€
N AN T IO —a)

ni:l G Uk _ O - )

je zopet meromorfna funkcija z enostavnimi poli v tockah a;. Torej je koeficient qu residuum funkcije
Uk(N)

AV tocki a;:
2 = o iz (@ =)
g +1 )
o1 (aj — )
I#j
Vprasanje: Naj bo S poljubna neprazna podmnozica mnozice {1,2,...,n + 1} in naj bo
o 1 ;€8
SIT -1 5 jese.
Ali obstajajo koni¢no-hiperboloidne koordinate us 1, ..., us  na hiperboloidu ;’;“11 es,jqu = 1 kot
reSitve enacbe
n+1 2
> €5y ey
= A— 7
za vsako neprazno podmnozico S C {1,2,...,n+ 1}?

V naslednjih primerih bomo videli, da take realne koordinate ne obstajajo nujno za vsako pod-
mnozico S.
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(a) Enodelni hiperboloid (b) Dvodelni hiperboloid

Slika 2.2: Koni¢no-hiperboloidni koordinatni sistem na hiperboloidih za a; = 1, a2 = 2in a3 = 4

Zgoraj, v dokazu Trditve 11, smo definirali polinom Uj. Analogno naj bo Ug polinom oblike

n+1 qg n+1 n+1
Us() = AN Y esg 2o = S essdt [[0-a) =

j=1 J j=1 =1
I#j

n+1 n+1

= > ¢l[o-—a)-> ¢ [[a-a).
jes =1 jese  iI=1
1#7 I#j

Opomba 12 Ce je S prazna podmoZica, je €s,j = —lzavsakj = 1,2,...,n+1. Tak realen hiperboloid

Z;Lill —q]2- = 1 pa ne obstaja.

Primer 13 Naj bodo (q1, q2, q3) koordinate v R3 in a1 < ag < ag urejene realne konstante. Za pod-
mnoZico S C {1,2,3} vzemimo S = {2, 3}. Izbrana mnozica nam doloca hiperboloid 7-[%2 3) 2 enacbo

~G+@+g=1.

Polinom Us je v tem primeru Ugs 31 (X) = A(X) (— Aﬁfm + )\z%@ + /\3%13 ), kjer je A(A) = (A—a1)(A—
az)(A — ag). Uredimo Uy 3y(N):

Upsn(N) = —(A—a2)(A—az)g + (A —a))(A—as)g3 + (A — a1)(A — a2)q3 =
= M4 <(a2 + GS)Q% - (a1 + as)q§ — (a1 + ag)q%)k — a2a3q% + alasq% + a1a2q?2) )
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Diskriminanta kvadratne funkcije Uy 3y je potem
2
D = ((az +a3)qi — (a1 +az)gs — (a1 + CLQ)Q:’%) — 4( — asasq} + ara3gs + araxgy) =

2
= ((a2 + a3)q; + (a2 + a3)q3 — (az + as) — (a1 + as)gs — (a1 + a2)£l§) -
—4( — aza3q; — azasq; + azaz + a1a3qs + araxqy) =
2
= 6(—(a2+a3) - (02—611)6]% + (a3—&1)qg) - 4(a2a3 - as(a2—a1)qg - 02(@3—611)61:’3) =
= (az+a3)? + (a2—a1)g5 + (az—a1)*q3 — 2(az+as)(az—a1)gs — 2(az+as)(az—a1)q; +
+2(a2—a1)(a3—a1)ng§ — 4aqas + 4a3(a2—a1)q§ + 4a2(a3—a1)q§ =
= (a3 — (12)2 + (ag — 611)2(151 + (a3 — &1)QQ§ +
+2(az — az)(az — a1)g5 — 2(as — a2)(az — a1)q3 + 2(az — a1)(az — a1)g3q5 =
2
= ((a3 —ag) + (ag — a1)gs + (az — a1)qg> — 4(az — az)(az — a1)q3 -

Radi bi pokazali, da je D > 0 za vsako tocko (q1,q2,q3) € 7—[%2’3}. Ker so konstante vzmeti urejene,
a1 < az < as, lahko pisemo b% =a; —ajzai > j. Potem je

D = (b3 + 0545+ 531(13) — 4b35b3143 =
= (b3 + b3105 + 03143 — 2b32b3143) (b3, + 03145 + b3143 + 2b32b3103)
Ker Zelimo pokazati, da je D > 0 pri poljubni izbiri parametrov qo, q3, ba1, bs1, bsa, je dovolj pokazati,
da je
b3y + b51q5 + b33 > 2b32bs1qs - (2.6)
za poljubne qs, q3, ba1, b31, bsa. Ker je leva stran neenakosti vedno pozitivna, neenakost (2.6) velja, ce je
(b3 + 05165 + b3143)° > 4b3ab3143 - (2.7)
To je ekvivalentno naslednjim neenakostim
(b3, + b21(12 +05,43)% — 4b3503143
bso + 3103 + b3143 + 263,03, 63 + 203503143 + 203,03, 4343 — 403503143

VoV vV
o o o

@‘F b3193 + b31q5 + 263503105 + 26510314505 — 263503143
(b3 — b3143)% + b31q5 + 263505, G5 + 2b3,b3,45¢3 > 0.

Zadja neenakost pa velja pri poljubni izbiri parametrov. Polinom Uys 3\ ima realni nicli in konicno-
hiperboloidne koordinate obstajajo.

Oglejmo si Se primer, ko koni¢no-hiperboloidne koordinate ne obstajajo nujno.

Primer 14 Naj bodo (q1, q2, q3) koordinate v R3 in a1 < as < ag urejene realne konstante. Za pod-

mnoZico S C {1,2,3} vzemimo S = {1,3}. PodmnoZica S = {1, 3} dolo¢a hiperboloid ¢? —q3+q3 = 1
2 2 2

in polinom Uy 3, (N\) = A()\)()\zla1 - -+ - ), kjer je A(A) = (A—a1)(A—az)(A—ag). Uredimo

Uj1,3) po padajocih stopnjah spremenljivke \:
Upzp(A) = (A —a2)(A —az)gi — (A —a1)(A = a3)gs + (A — a1)(A — a2)g3 =

= (¢— B+ @)\ + (* (aztas)q; +(ar1tas)gs — (a1+02)qg))\+a2a3ﬁ* a1a3q5+a1a2q3=

= N+ <— (az + a3)Q% + (a1 + GS)QS — (a1 + az)qg,))\ + agagq% — a1a3q% + a1a2q§ )
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Diskriminanta kvadratne funkcije Uy 3y je potem (uporabimo zvezo 4 = ¢} + ¢3 — 1 in poracunamo)

2
D = (— (a2 + a3)qi + (a1 + as)gs — (a1 + a2)Q32,) — 4(azasq} — ara3q5 + a1a2q3) =
2
= (= (a2 + ag)g? + (a1 +as)ad + (a1 + a3)a} — (a1 +as) — (a1 + a2)g3) —
—4(aza3q; — arazqi — a1a3q3 + aras + araxqy) =
2
= (— (a1 + a3) — (a2 — a1)qi + (as — az)qg) — 4(aras + az(az — a1)q} — a1(as — az)q3) =
= (a1 +a3)* + (a2 — a1)*q —l— (az — a2)*qs 3+ 2(ay + a3)(az — a1)qt — 2(a1 + a3)(az — as)qs —

—2(ag — ay)(as — ag)q%qg 4ara3 — 4a3(a2 — al)ql + 4aq(as — ag)qd
= (a3 —a1)* + (a2 — a1)*q} + (a3 — az)qs —
)ai — 2(as — a1)(as — a2)q3 — 2(az — a1)(as — az)qiq3 =

—2(a3 — ay)(az — a1)q
) —

2
= (= (as—a1) = (a2 — ar)} + (a3 — a2)g}) = 4(az — ar)(as — ar)a} -
Zanima nas predznak diskriminante D. Ce za konstante a1, ay in ag vzamemo a1 = 1, ao = 2inas = 3,
je diskriminanta enaka D = (=2 — ¢3 + ¢3)? — 8¢3. V tocki (q1,92,q3) = (1,1,1) je ocitno D < 0.
Pri tem ni tezko najti tocke (q1,q2,q3) na hiperboloidu, da bo diskriminanta pozitivna. Ce fiksiramo
q1 = 1, potem je D = (=3 + ¢3)* — 8. Vtocki (1,3, 3) na hiperboloidu ¢? — ¢3 + ¢3 = 1 je potem
D= (-3+9)2-8>0.
Na hiperboloidu q% - q% + q32, = 1 v okolici tocke (1,1, 1) konic¢no-hiperbloidne koordinate ne obstajajo.
V neki okolici tocke (1,3, 3) pa obstajajo.

Obstaja pa taka podmnoZica S potenéne mnoZice P({1,2,...,n + 1}), da ima enacba
n+1 2 »
Z €5 =0 zavsak S €S
— a;

le realne resitve.
Naj bo
S:={{mm+1,... k}yme{1,2,...,n+1}inke{mm+1,...,n+1}}. (2.8
Kot zgoraj naj bo za poljuben S € S

e 1 ;cejejes
SIT =1 jeejeje{l,2,....n+1N\S.

Trditev 15 Ce je S € S in velja Z] 1163](]] =1 ter je H] 1 ¢; # 0, ima enacba

n+1 2

Z esjy—— =0 (2.9)

n realnih resitev uy, . . . , uy. Koreni enacbe u1, ... ,u, so glede na parametre ay, ..., an41 Urejeni:
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1. ¢ejem=1,jeS ={1,...,k} invelja
a1 <up <. o< Uy < ap < Opg1 <U < o< Op < Upo1 < pgl < Uy - (2.10)

2. lejem=2,...,nink =m, je S singleton S = {k} zak =2,... ,ninvelja

U <a<ug<a2< ... <UL—1 <0kp—1 <0k <041 < U <2 <Ug+1 < ...
v < <Up—1<apg1 <Up . (2.11)

3. Cejek=m=n+1jeS={n+1}in

U < a1 <uUug < a2 < ...<Up—1 < p-1 < Up < ap < Api1

4. ejem=2,....,nink=m+1,...,n:

U <ar < ... <Up—1<am—1<m <Um <amrl <Upr1 < ...

LU <O < O] <UE <042 <UEH1 < oo <Up—1 <0pir1 <Up .

5. Cejem=2,...,nandk =n+ 1:

UL <A1 <. . <Up—1<Am—1 <, <Up <Apt1 <Upt1 <. .. <Up_1 <ap <Up <0api -

Dokaz:
1. neenakost (2.10) smo Ze pokazali v dokazu Trditve 11.

2. primer singletona S = {1} je vsebovan v prejsnji tocki trditve. Za singleton S = {k}, kjer je

k €{2,...,n}, so koreni enacbe (2.9) ni¢le polinoma
k=1 n4l n+1 n+1 n+1
Uiy ==Y ¢ [[0-—a)+ @ [[o—a) = D ¢ [[A—a).
j=1 =1 =1 j=k+1  I=1
I#j I#k I#j

Hitro opazimo, da je sgn(Uyyy(ar—1)) = sgn(Ugry(ax)) = sgn(Ugpy(ags1)). Poleg tega je
predznak polinoma Uy v a; enak

sgn(Ugky(ay)) = { E:BZ—j—l _ (—1)nk-1 : 22? i];z

Zato ima polinom Uy, vsaj k — 2 realnih nicel na intervalu (a1, a—1) in vsaj n — k realnih
ni¢el na intervalu (aj1, an+1). Torej ima Uyyy vsaj n — 2 realnih nicel na intervalu (a1, an+1).
Ker je sgn(Uygy(an+1)) = —1in je Ugyy monicen, obstaja realna nicla na untervalu (a1, o0).
Predznak vrednosti polinoma Uy, v a1 je sgn(Ugyy(a1)) = (—1)"~1. Ker pa je Uyx) moniCen
stopnje n, je sgn(Ugy(A)) = (—=1)" za A << 0. Torej je na intervalu (—o0, a1) e ena (in hkrati
zadnja) nicla in neenakost (2.11) velja.
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3. eje S = {n + 1}, nas zanimajo ni¢le polinoma

n n+1 n
Uy == G [[O—a) + o [T - ).
=1 =l =1
j

Predznaka polinoma Uy, 1} se v vrednostih A = a,, in A = a,, 1 ujemata, to je sgn(Uyp 41} (an)) =
sgn(Ugp41y(an+1)). Splodno velja:

—1)i s gej=1,...,n
Sgn(U{TH-l}(aj)) :{ :([ ) : ée]:n+1

Zato ima polinom Uy, 1y vsaj n — 1 nicel na intervalu (a1, a,). Ker pa je sgn(Ug,41y(a1)) =
(—1)"~! za moni¢en polinom Uln41) stopnje n, obstaje Se ena (in hkrati zadnja) nicla na intervalu
(_007 al)‘

4. v tem primeru je S = {m,m + 1,...,k}, kjer je m > 2 in S ni singleton. Koreni enacbe (2.9) so
nicle polinoma

m—1 n+1 n+1 n+1 n+1
Upm,...y(N) == D_ dj *GZ+Z%H —a) Z%H —a)
=t =l j=m =1 j=k+1  I=1
I#5 I#j I#j
Zam=2,....nink=m+41,...,nvelja
W I s ge g =m, .k
580 (Ugm....ky(45)) = { (—1)"F  idej=1,...m—1alij=ktl, . nt1 = 12

Polinom Uy, . x) ima

e m — 2 niCel na intervalu (a1, Gy—1),

e k& — m nicel ne intervalu (a,,, ax) in

e n — knicel na (agy1, any1).
Torej ima n — 2 realnih nicel na intervalu (a1, a,+1). Ker je polinom Uy, 3 monicen in je
sgn(Ugm,... k1 (ant1)) = —1, obstaja Se ena ni¢la polinoma na intervalu (a,11,00). Iz (2.12)
vidimo, da je sgn(Uyyy,, . 1 (a1)) = (—1)"~1, polinom Uim,...x} pa je moniCen stopnje n, torej
mora veljati sgn(Ugp,, . 11 (A)) = (=1)" za A << 0. Zato ima Uy, 1y Se eno (in hkrati zadnjo)
ni¢lo na intervalu (—oo, ay).

5.¢jeS={m,...,n+1}zam=2,...,n,jepolinom Us enak

m—1 n+l n+1 n+1
Uppn,oiry(N) = = 37 [T (A —al+Z%H —a)
j=1 =1 j=m =
i %

Predznaka polinoma se v vrednostih A = a,,,—1 in A = a,, ujemata in velja

—1)mt s gej>m
s (Upm....nt13(05)) = { (—1)"7 i gej<m (2.13)
Polinom Uy, . 41y imam — 2 nicel na intervalu (a1, apm-1) inn — (m — 1) = n —m + 1 nicel
na intervalu (a,, a,+1). Torej ima n — 1 realnih niCel na intervalu (aj, a,+1). Kot v prej$njem
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primeru je tudi v tem sgn(Uyyy, nt13(a1)) = (—=1)""'. Polinom Uy, 11} pa je monien
stopnje n, zato je sgn(Ugy,, . ni13(A) = (=1)" za A << 0. Torej ima Uy, . 41y S€ €no (in
hkrati zadnjo) ni¢lo na intervalu (—oo, az).

O

Sedaj lahko razSirimo definicijo koni¢no-hiperboloidnih koordinat na hiperboloide ?;1 €S, jq]2' =
1,kjerje S € Sin velja H?;Lll q; # 0.

Definicija 16 Za poljubno podmnoZico
SesS= {m,m+1,...k}yme{l,2,....n+1}inke{mm+1,...,n+1}}

so koreni us 1, . ..,us  enacbe

konicno-hiperboloidne koordinate na hiperboloidu j +11 €S,j q] 1.

Primer 17 V Primeru 14 je

Up gy (A) = G(A—a2)(A—as) — (A —a1)(A—az) + (A —a1)(A — az).
Zato je

sgn(Upisy(a1)) =1,  sgn(Upgsy(az)) =1 in sgn(Upsy(az) = 1.

Za nicli uy, ug polinoma Uy, 3y velja ena od moZnosti:
® Ui, U2 Qé R,
o uj,up € (—00,a1) aliui,us € (ag, o),
euy,us € (aj,a41); j =1,2.

Opomba 18 V zgornji trditvi so pozitivho predznaceni ¢leni 1 - qu v vsoti oziroma polinomu

n+1 n+1
> esid; H —a) = Us(})
j=1
l#]
vedno indeksirani zaporedno. Locili smo primere, ko so le ti pisani na zacetku vsote (zaj = 1,2, ..., k),
na koncu vsote (za j = m,m + 1,...,n+ 1) ali pa vmes (za j = m,m + 1,...,k). C’epa se med

dvema pozitivno predznacenima ¢lenoma vrine vsaj en negativno predznacen clen, pa iz splosne oblike
polinoma Us ne moremo sklepati o realnosti/kompleksnosti in legi vsaj dveh nicel polinoma Us. Glej
primera 14 in 17.



Poglavje 3

Kompleksifikacija in realne forme

V tem poglavju definiramo Hamiltonove sisteme na hiperboloidih, ki so realne forme kompleksnega
Neumannovega sistema. Hamiltonove sisteme (T*R”Y,w, H) lahko kompleksificiramo na ve¢ nacinov.
Nekaj tipov kompleksifikacij za N = 1 najdemo v [20]. Za poljubno naravno $tevilo N lahko za kom-
pleksifikacijo sistema vzamemo

1. kompleksificiramo le potencialno funkcijo V' (¢) v Hamiltonjanu H (¢, p) = T'(¢,p) + V(q). Po-
tencialna funkcija je potem kompleksna funkcija V' (Q) = V(Q) + iV1(Q).

2. vsakaravnina (g;,p;) za j = 1,..., N postane kompleksna ravnina, to je
zj = pj +iw;q;
za neko realno konstanto w; in je zato
Zj =Ppj — Wwjgj -
3. vsaka od spremenljivk ¢; and p; postane kompleksna spremenljivka:
¢ =¢jo+igin in p;j=pjo+ipj1 (3.1

ali
4 = 45,0 T ipjn in  pj=pjo+ig-

Primer 19 Ce Neumannov sistem kompleksificiramo tako, da vsaka od ravnin (gj,p;) postane kom-
pleksna ravnina

zj = pj +1,/a;q;
Jje Hamiltonova funkcija kompleksnega sistema

pri Cemer je |zj|* = 2;Z;.

V zgornjem primeru vidimo, da s kompleksifikacijo drugega tipa Neumannovega sistema dobimo
zelo enostavno obliko Hamiltonove funkcije, ki pa ni analiticna. Poleg tega bi s kompleksifikacijo radi
ohranili obliko Hamiltonovega sistema enacb. Zato uporabimo kompleksifikacijo tretjega tipa v obliki
(3.1). Tak nacin kompleksifikacije na simplekti¢nih 2N dimenzionalnih vektorskih prostorih je opisan
v [13]. Ker mi za 2N dimenzionalni vektorski prostor vzamemo kotangentni sveZenj nad R"*, to je
T*R™*1, s tem poenostavimo zapise podprostorov in pripadajoce indeksiranje v [13].

19
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3.1 Ambientni prostor

Kot v ¢lanku Gerdjikova et al. [13] naj bo (M,w, H) realen Hamiltonov sistem. Prostor M je 2N-
dimenzionalen vektorski prostor s koordinatami (q1,...,qn,p1,...,pn), funkcija H je Hamiltonova
funkcija sistema (obicajno realna analiti¢na funkcija) in w = Eé\; 1 dgj N dpj kanoni¢na 2-forma na M.
Za prostor M lahko vzamemo M = T*R"*!. Najbodo ¢ = (qi, ..., ¢n1) koordinate baznega prostora
R in (¢,p) = (q1,- -, @nsi1,P1,-- -, Pns1) koordinate kotangentnega sveznja T*R™ !, Kompleksi-
fikacija realnega Hamiltonovega sistema (T*R"*!, w, H) je kompleksen sistem (7*C"+1 €, HC). Pri
tem realne koordinate (¢,p) € R™*! x R"*! nadomestimo s kompleksnimi koordinatami (Q, P) €
Cnt! x €™ in piSemo

Qj = qjpo +1igj1 and P; =pjo+ipj1. (3.2)

Kompleksna simplekti¢na forma je forma

n+1
W& =>"dQ; ndP;.

j=1

Hamiltonova funkcija HC pa je naravna razgiritev realnega Hamiltonjana H na T*C"*!. Oznagimo s

H§ in HY realni del in imaginarni del kompleksne funkcije H® ter z w in wt realni del in imaginarni

del kompleksne forme w®. Ker je

n+1 n+1
W& = Y dQ; AdP; = (dgjo +idgja) A (dpjo + idpj) =
s =1
n+1 n+1
= ) (dgjo Adpjo —dgjn Adpja) +i Y (dgja Adpjo+dgo Adpjr) ,  (3.3)
=1 =1
je
n+1 n+1
wy = Y _(dgjo Adpjo —dgja Adpja) in Wi =Y (dgja Adpjo + dgjo Adpj) -
=1 j=1

Ce je prvotni realen Hamiltonov sistem (T*R™*! w, H) popolnoma Liouvilleovo integrabilen, je kom-
pleksificiran Hamiltonov sistem (7*C"*',w®, H®) popolnoma Liouvilleovo integrabilen v komple-
ksnem. Se ve&, realen Hamiltonov sistem (T*Cnt, wg, HE)C) je tudi popolnoma Liouvilleovo integrabi-
len. Dokaz je v [13].

Naj bo C involutivni avtomorfizem na R”. Ker sta edini lastni vrednosti avtomorfizma C vrednosti 1
in —1, lahko pifemo R" = R? @ R" = R* @ R"~*, Kjer je

_ q; qERﬁng
C(Q)_{ —q; qeRzan—k

zanek k € {0,1,...,n}. V bazi lastnih vektorjev je avtomorfizem C oblike
C:q— Jiq za Jp =diag{l,...,1,—-1,...,—1}.
——

k—krat
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Naj bo C : C* — C™ naravna razSiritev involutivnega avtomorfima C na kompleksni prostor C". Za
holomorfni involutivni avtomorfizem C* velja

[ @ Qeci=ch
CC(Q)_{ —Q; Qecrigcnfk

zanek k € {0,1,...,n}. Ceje * : C" — C™ kompleksna konjugacija (+(Q) = @), potem je sestavljena
preslikava C® = CC o % = % o C* antiholomorfen involutiven avtomorfizem na C™.

Oznacimo s 7']]5 (realen) involutiven avtomorfizem, definiran s predpisom

T,ICR:R"H — Rt

q — Jiq
in naj bo 7 antiholomorfen involutiven avtomorfizem, definiran s

o Cvtl — ¢t
Q — JLQ, (3.4)
pri Cemer je (kot zgoraj) Ji, = diag{1,...,1,—1,..., —1}. Prostor
———
k—krat
RZ+1 = {(ql,oa -5 4qkK0, iqk‘-i-l,la v 7iqn+1,1)} C (Cn+1

je mnoZica fiksnih toc¢k preslikave 7, (glej (3.4)) in je izomorfen prostoru R"*! z realnimi koordinatami
{(q1y-- ks Qk+1, - -+, Gnt1)}. Involuciji TIF in 75 lahko naravno dvignemo na kotangentna sveZnja
T*R™*L in T*C™ 1. Dobljena dviga zopet ozna¢imo s 73 in 7

TR TR

(¢,p) — (Jkq, Jkp)

in
7 TCM — T
(@Q.P) — (JkQ,JxP). (3.5
Prostor
TR = (G105 -+ s @0y IQkt 1,15 - -+ > 9Gnt1,15 D105 « -+ » Phs0 SPkA 1,15+« -1 iPnt1,1) } =

= {(QIv cv s dnt1,P1y - - - 7pn+1)}-

je mnoZica fiksnih tock antiholomorfnega involutivnega avtomorfizma 7.

Involuciji 7}5 in 7 delujeta na funkcije (realne oziroma kompleksne) s predpisoma:
R — (R . C ._ ¢C
Tk (f(q7p)) i f(Tk (Q7p)) mn Tk(f (QaP)> H f (Tk(Qa‘P)) .
Definicija 20 Realna funkcija f : R"t1 — R je TE-invariam‘na natanko tedaj, ko je 7']]5( fi=1r.

Definirajmo Se realno formo funkcije:
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Definicija 21 Za realno analiticno funkcijo f in pripadajoco naravno kompleksifikacijo fC je realna
forma funkcije f€ glede na involucijo Ty, funkcija

(f5(Q,P) + m(f5(@Q, P))) : (3.6)

+1
T*R}

| =

fk(Q7p) =

Lema 22 Realna analiticna funkcija f : T*R" 1 = R je TE-invarianma natanko tedaj, ko so v razvoju
funkcije f v potencno vrsto le monomi s sodo vsoto eksponentov nad Q11 ..., Qn+1,Pk+1s - - - s Pnt1-

Dokaz: Dovolj je, da lemo dokaZemo za funkcijo f(q,p) = ]_[;“Ll1 q;nJ pj’, kjer so mj, r; > 0. Ceje f

TR-invariantna, je f(q,p) = f(7(q,p)). Ce upostevamo involucijo 7, je enakost ekvivalentna enacbi

f(QI7"‘7Q7L7p17"'7pTL):f(Q17”'7qk7_Qk+17'"7_Q7L7p17'"7pk7_pk+17"'7_pn)
oziroma enacbi
n+1 n+1
i o__ +... M1+ +...4+7Tn
qu py = (et tet [T gl
7j=1

Zadnja enakost velja natanko tedaj, ko je vsota my41 + ...+ Mpy1 + k11 + - . . + rpp1 sodo Stevilo.

O

Lema 23 Najbo f : T*R"! — R realna analiticna funkcija, ki je T,]f{-invariantna, innajbo f€(Q, P) =
féC(Q, P)+i fiC(Q, P) njena naravna kompleksifikacija. Potem je realna forma funcije fC glede na in-

volucijo Ty, funkcija fi(q,p) = ng(Q, P)‘T*R"“'
k

Dokaz: Zopet je dovolj, da lemo dokazemo za f(q,p) = H"+11 q;n pj 7, Kjer so mj,r; > 0. Z direktnim

racunanjem in z uporabo prej$nje leme dobimo

1 n+1 n+1 .
E(f(c(Qa P) + Tk(fC(Q7 P))) — H Qm] PT] )mk+1+ AMntrEp1tetrn H @;nﬁzj) =
j=1
n+1 n+1
— H Qm] PT] + H me PTJ
J=1 7j=1
n+1 n+1
— H Qm] P’f‘] + H Qm]Pr] —
J=1 J=1
= féc(Q7 P)
(]
Hkrati vidimo, da za 7y, invariantno funkcijo f in njeno kompleksifikacijo fC velja
1
fE(Q.P) = 5(F9Q.P) = (f5(Q, P)))- 37

Trditev 24 Naj bo f : T*R™' — R realna analiticna funkcija, ki je T}f-invariantna, in naj bo
fEQ, P) = f8(Q, P) +ifE(Q, P) njena naravna kompleksifikacija. Realna forma funkcije f© glede

na involucijo T, je enostavno fi,(q,p) = f(Q, P)’T .
k
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Dokaz: Po prejsnji lemi je dovolj, ¢e pokaZemo, da je fic (Q,P) = 0 za naravno kompleksifi-

TR
kacijo T,ICR—invariantne funkcije f.
n+1 n+1
Vzamemo f(Q, P) = H Q;ﬂj P;", kjer je Z (m; + ;) sodo Stevilo.

j=1 j=k+1
Pa naj bosta g in h kompleksni funkciji na 7*C"*! in pigimo

9(Q,P) = go(Q,P)+igi(Q,P)
WQ,P) = ho(Q,P)+ih(Q,P).

Njun produkt je kompleksna funkcija

z realnim delom (gh)y = goho — g1h1 in imaginarnim delom (gh); = goh1 + g1ho. Potem velja:

eJe gl (Q’ ) T*Rerl m 1(@ ) T*RZ+1 pO cm Je (g )1 T*Rz+l
2. Cej P = 0in ho(Q, P = 0, potem je (gh =0
eJe gO(Q’ ) T*Rerl m O(Q ) T*RZ+1 pO cm Je (g )1 T*Rz+l
3. Cej P = 0in ho(Q, P = 0, potem je (gh =0
eJe gl (Q’ ) T*Rerl m O(Q ) T*RZ+1 pO cm Je (g )0 T*Rerl
n+1
Ta sklep uporabimo (Z”+ (mj +7;) — 1)-krat za kompleksno funkcijo f©(Q, P) H Q" P}’ Ce
7=1

=0. O
* +1
T*R}

je E"Jr,iﬂ(m] + 7;) sodo $tevilo, je zagotovo fL(Q, P)

Primer 25 Hamiltonova funkcija Neumannovega sistema
1 1
Hig.p) = 5 (1P — (@.9)) + 5 (2~ la*) (@ Aq)

je T-invariantna fukcija. Res: (q,p) = Z?ill qjpj, zato

n+1 n+1

(g, k) = > €560 = Y 4sp; -
j=1 J=1
Primer 26 Naj bo K;(q,p) = qjpi — qpj. Funkcija Kj; ni nujno Tg—invariantna. Je pa 7'}5—

invariantna funkcija KJ2 1+ Zato so integrali Uhlenbenbeckove (glej (1.3)) TE-invarianmi.

Involucijo 73 in definicijo 71 -invariantnih funkcij lahko uporabimo tudi na funkcijah ve¢ vektorskih
spremenljivk, naprimer za Evklidski skalarni produkt ( , ) : R**! x R**! — R, Ker je (Jxq, Jrq) =
(g, q), je produkt ( , ) T-invarianten.

Naj bo (¢, q) = Z?ill qjq; standardni skalarni produkt na R"*1, ki definira Evklidsko strukturo na
R™*1, in naj bo |¢|> = (g, q) pripadajo¢a Evklidska metrika. Njuni kompleksifikaciji sta potem

n+1
(@Q)c=>0;Q; in [QF=(QQkc

Jj=1
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Opomba 27 Z direktnim racunom hitro dobimo realni del in imaginarni del kompleksnega produkta

(,)ec:
_ n+1
(@QQ)c = D (g0+ig1) @0 +ig) =
j=1
n+1 n+1
= Y (0850 — 451G5.1) +1 Y _ (0851 + 41G50) -
= =1
Torej velja:
_ n+1 _ n+1
Re((Q,Q)c) = Y (¢0%0 — ¢jn@n)  in Im((Q,Q)c) = Y (401 + ¢150) -
=1 =1

Kompleksen produkt ( , )¢ na C"*1, zoZen na prostor RZH, je enak zozitvi realnega dela Re(( , )¢)
na prostor RZH, torej je

k n+1
(@ Dk =D 6@ — > 4d;-
j=1 k+1
Novi produkt definira psevdo-evklidsko strukturo na RZ“ s signaturo (k,n + 1 — k). Lahko tudi
piSemo (q,Q)r = Z?Ll €jqjgj za € = ... = € = lin 41 = ... = €41 = —1, ali krajSe
(¢, 9 = (g, Jxq), pri Cemer je J,, = diag{l,...,1,—1,...,—1}. Indefinitna psevdo-evklidska me-
~——
k-krat

trika, definirana z psevdo-evklidskim produktom, je metrika |g| = (g, q).

Primer 28 Za Hamiltonovo funkcijo H(q,p) = 5 (|q|*|p|*— (g, p)*)+%(2—|q|*){(g, Aq) Neumannovega
sistema (glej (1.1)) je naravna kompleksifikacija kompleksna funkcija

1 1
HE(Q, P) = 5 (1QRIPE — (@ PE) + 5 (2~ 1QI)(Q AQ)c.
Realna forma kompleksnega Hamiltonjana HC glede na involucijo Ty, je realna funkcija

1 1
Hi(a,p) = 5 (lal2lpl? = (0. 9)3) + 5 (2~ lal?) (@, Aq)x

Kerje () : R"T x R"Y — R rR-invarianta za vsak | € {1,...,n + 1}, so funkcije Hy, T;*-in-
variantne za vsak | € {1,...,n+ 1}.

Kompleksna kanoni¢na 2-forma w® na kotangentnem sveznju 7*C"*! je v koordinatah (3.2) oblike

n+1 n+1 n+1
W =) dQ; NdP; = (dgjo Adpjo — dgji Adpj1) +i ) (dgjn Adpjo + dgjo Adpja).
j=1 j=1 j=1

Njena direktna zoZitev na prostor T*RZ+1 je enaka zoZitvi njenega realnega dela na prostor T*RZ“.
Realna forma komleksne simplekti¢ne 2-forme je simplekticna 2-forma

n+1

Wi = Z 6dej A\ dpj
j=1
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zae) =...=¢€ =1line 1 =... =€, = —1.

Naravna kompleksifikacija Poissonovega oklepaja {f,g} = w(Xy, X,) dveh realnih analiti¢nih
funkcij f in g je Poissonov oklepaj

{f(C g(C}C :nz+:1 af(C ag(C . af(C ag(C
’ = 9Q; 0P 9P; 0Q;

pri Gemer sta fC = fo +if; in g© = go + ig1 naravni kompleksifikaciji funkcij f in g. Parcialni odvodi
po kompleksnih spremenljivkah (); oz. P; so doloceni s parcialnimi odvodi po realnih in imaginarnih
komponentah spremenljivk:

ofC 1<af<C ,aﬂC) , ofc 1<af<C ,aﬁC)
= | — ) n —_— = = 7 .

0Q; 2 \9g0 D4 oP; 2 \dpjo  dpja
Ker sta kompleksni funkciji f€ in g€ analiti¢ni, zanju veljajo Cauchy-Riemannove enacbe:
9fo _ ON fo _ _Of
dgj0  Ogj1’ 9gj1 945,
in
9fo _ O 9fo _ 90N
dpjo  Opj1’ Opja pjo -

Analogno lahko piSemo za funkcijo g. Parcialne odvode po kompleksnih spremenljivkah lahko izrazimo
s parcialnimi odvodi realnega dela funkcije po realnih spremenljivkah:

fC ;(af‘c ,af‘c) 1<8f0+.6f1 ,8f0+8f1):

9Q; 0g50  Oa;1)  2\0qj0 ' 'Oajo Oz Odsu
_ }(afo _;9fo 0% . Of ) _ 9, 0f
2\0qjo  Ogjp  9gjn  Ogio/ g Ogja
in
ofc _ dfo _;9fo
8Pj N apjp aij )

Zato lahko piSemo

”(&fo .3f0>(5go .8go>_<8fo .3f0><390 .590):

C g° = —1 —1 —1 —1
Uhee ; O0g;o0  0gj1/ \Opjo  Opj1 Opjo  Opj1/ \O0gjo  0gj1
"~/ 9fo 9g0  Ofo g0 dfo g0 . Ofo Ogo
= - = + + 3.8
Z (5Qj,o Opjo  0gj10pj1  Opjodqjo Opj1 3%,1) 69

=1

<

+izn:(— dfo 090 Ofo g0 | 9fo Ogo , Ofo 390)
= dqj10pjo  0g¢jo0pi1  Opji10gio  Opjo0gin/

Zozitev zgornjega kompleksificiranega Poissonovega oklepaja na podprostor T*RZH za T}R—invariantne
realne funkcije in pripadajoce naravne kompleksifikacije ustreza zoZitvi realnega dela kompleksnega
Poissonovega oklepaja na T RZ“. Z zozitvijo dobimo zopet realen oklepaj:

n+1
{fi, g e = Z€j<%% — %%) :

3.9)
= qu apj apj 8%‘
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Novi realen Poissonov oklepaj (3.9) ocitno izhaja iz realne forme kompleksificirane simplekti¢ne forme,
to je { fx, gx }r = wi(Xy,, Yy, )-

Trditev 29 Ce je prvomni realen Hamiltonov sistem (T*R"™*Y w, H) popolnoma Liouvilleovo integra-
bilen, je realna forma (T*RZH,wk, Hy,) kompleksificiranega Hamiltonovega sistema tudi popolnoma
Liouvilleovo integrabilen Hamiltonov sistem. Ce so funkcije Hy, ..., H, prvi integrali prvotnega sis-
tema, so funkcije

1
H‘7k:*HC+Tk(HC) : ji=1....n
J 2 ( J J ) T*RZ+1
prvi integrali realne hamiltonske forme (T*RZH, wi, Hy).
Dokaz je v [13].
Naj bo sedaj S poljubna podmnozica v {1,2,...,n + 1}. Kot v prej$njem poglavju oznac¢imo z Js

diagonalno matriko z elementi
B 1 ;€8
(JS)]J_{ —1 ;jese.

Definirajmo realen involutiven avtomorfizem 75 : R — R s predpisom 75 (¢) = Jsq in oznagimo
S TE tudi njegov dvig

& TR — TR (q,p) v— (Jsg, Jsp)

Opomba 30 Zgornje leme in Trditev 24 veljajo tudi za Ts-invariantne funkcije f in njihove kompleksifi-
kacije.

Pripadajo¢i kompleksen antiholomorfen involutiven avtomorfizem 75 : C"*! — C"*! je dologen s
predpisom 75(Q) = Js@. Avtomorfizem 7 lahko naravno dvignemo na kotangentni sveZenj in dobljeni
dvig zopet ozna¢imo s Ts:

rs: T*C"tt — Tt

(Q,P) +— (JsQ,JsP). (3.10)

MnoZici fiksnih tock preslikav 75 (preslikave na baznem prostoru in njenega dviga na kotangentni
sveZenj) sta podprostora Rg“ in T*RZH. Zozitev kompleksnega produkta ( , )c na Rgﬂ je produkt

(¢,0)s = Z?Ll €s.74jG;» pri Cemer je

o= 1 ;j€8
SITY -1 ;1 jeSe.

Analogno velja za funkcije oziroma za realne forme kompleksifikacij funkcij

fs = %(ﬁc + 7s(fc))

n+1 7
T*Rg

ter za 2-forme
n+1

ws = Z €s,jdqj N dpj
7j=1
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in Poissonove oklepaje

n+1
0fs 0gs  Ofs dgs

) = €S,j - .
{fs,9s}s =) s;(aqj ;s 8%)

Trditev 29 tako velja tudi za realne hamiltonske forme (T*RZH, ws, Hs). Pripadajoci prvi integrali
sistema so funkcije oblike

1
Hjs = -(HS +7s(H)))

2 T*REH

zaj=1,...,n.
3.2 Kosimplekticna podmnogoterost
Naj bodo {¢1,...,dm} gladke funkcije na simpleki¢ni mnogoterosti (T*R™*!, w). Definirajmo presli-
kavo

®: TR — R”

(¢.p) — (¢1(@.p), .- Im(a,p)) - (3.11)

Najbo ¢ = (¢1,...,cn) € R™ regularna vrednost preslikave ®. Nivojska mnoZzica

7o) = {(a.p) € T'R™ | (61(¢,D), -, $m(a. ) = (c1s-- -, cm) }

je gladka podmnogoterost v T*R"*!. Preden bomo kompleksificirali nivojsko mnoZico in definirali
realne forme, si oglejmo splosnejSo definicijo zgornje podmnogoterosti in nekaj neposrednih lastnosti.
Splos$na definicija, lastnosti in Diracov oklepaj ter modificiran Diracov oklepaj so opisani v [8].

Naj bodo {¢1, ..., ¢} gladke funkcije na poljubni simplekti¢ni mnogoterosti (M, w) in naj bo
o: M — RT™
(¢;p) +— (¢1(@:p)s-- -, Pm(a:p)) -
Za regularno vrednost ¢ € R™ preslikave ® je nivojska mnoZica ®~!(c) gladka podmnogoterost v M.

Definicija 31 Ce je matrika Poissonovih oklepajev ({$;, ¢;}(m)) obrnljiva za vsak m € ®~1(c), pod-
mnogoterost ®~1(c) imenujemo kosimplekticna podmnogoterost mnogoterosti M.

Trditev 32 Kosimplekticna podmnogoterost simplekticne mnogoterosti (M ,w) je simplekticna mnogo-
terost (D71(c), wep-1(c))-

Simplekti¢na forma wg -1 definira Poissonov oklepaj { , }¢-1() na C>°(®~'(c)). Naj bo C' = (Cj)
inverzna matrika Poissonovih oklepajev funkcij ¢1, . .., ¢, to je matrike ({¢;, #;}). Naj bosta f,g €
C>(M). Na neki odprti okolici podmnogoterosti ®~!(c) definiramo Diracov oklepaj

{9y ={f.9} = D _{f 0;}Ci{dn, 9} (3.12)

=1

Definrajmo Se modificirano funkcijo

== {f,0:}Cuén. (3.13)

=1
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Potem velja:
om0y 9lo-sigtemro = 19|y = U0 - (3.14)
Dokaz je v [8].
V primeru kotangentnega sveznja 7*R"*! in preslikave (3.11) imamo navadno sodo $tevilo funkcij

m = 2k, ki definirajo kosimplekti¢no podmnogoterost v T*R™*1. Ce so ¢1, . . ., ¢, funkcije na baznem
prostoru R+, potem so ¢x11 = T*d1,. .., dor. = T* i njihovi odvodi.

Naj bo gzbzc = ¢(]C(Q, P) naravna razsiritev funkcije ¢; na kotangentni sveZenj T*Cn+!. Razgiritev
preslikave ® oziroma kompleksifikacija je kompleksna preslikava
o *c"t — C
(Q.P) — ($7(Q,P),.-, 05 (Q, P)). (3.15)

Definicija 33 Kompleksifikacija gladke podmnogoterosti ®~(c) C T*R"*! je naravno definirana kom-
pleksna podmnogoterost (€)= (¢) c T*C"1,

Naj bo 75 antiholomorfni involutivni avtomorfizem na 7*C"*!, kot je definiran v (3.5) .

Definicija 34 Realna forma kompleksne podmnogoterosti (@C)*l(c) C T*C"*, definirane s presli-
kavo (3.15), je podmnogoterost <I)§1 (¢), ki je definirana s preslikavo

os: 'R — R™
(Q7p) — ((Zsl,S(Q7p)7 R ¢m,S(Q7p)) )

pri cemer je ¢j s(q,p) = 3(¢5 +75(65))|  (g,p)zaj=1,...,m.

n
S

T*R
Oglejmo si primer, ki ga Studiramo v disertaciji.
Primer 35 Kotangentni sveZenj nad sfero S™ je gladka podmnogoterost
75" = {(g,p) € R™ x R ‘ g2 =1, (g,p) = 0} C T*R™!.

Njegova kompleksifikacija je kompleksna mnogoterost

(15" =TS = {(Q,P) e C™*! x C"! \ QI =1, (Q,P)c =0} cT*C™™', (3.16)
to je t.i. kotangentni sveZenj nad kompleksno sfero. Funkciji, ki definirata T*S™ sta ¢1(q,p) = |q|*> —1in
¢2(q,p) = (q, p). Njuni kompleksifikaciji sta kompleksni funkciji $%(Q, P) = Q2 —1in S(Q, P) =

(Q,P)c. Realni formi funkcij glede na involucijo 7s sta realni funkciji ¢1.s(q,p) = lq|% — 1 in
$2.5(q,p) = (q,p)s. Potem je realna forma kompleksne mnogoterosti (3.16) realna mnogoterost

TH3 = {(a.p) € R x R™ | gl =1, {g,p)s = 0}. (3.17)
To je kotangentmni sveZenj nad hiperboloidom H% = {q € R"** ‘ lq|3 =1}

Opomba 36 Za S = () hiperboloid H's ne obstaja.



3.3. HAMILTONOYV SISTEM Z VEZMI 29

Trditev 37 Naj bo S poljubna neprazna podmnoZica v {1, ... ,n + 1}. Podmnogoterost

T*Hg — {(q’p) c Rn—f—l % Rn—H |Q|% — 17 <q’p>8 — 1} C T*Rn-‘rl
je simplekticna mnogoterost za simplekticno formo ws = Z?ill €s,jdq; N dpj, natancneje za formo
WS | pepn:

Dokaz: Po Definiciji 31 in Trditvi 32 moramo preveriti, ali je matrika Poissonovih oklepajev funkcij, ki
definirata 7*H', obrnljiva v vsaki tocki (g, p) € T*H%. Izratunajmo torej parcialne odvode funkcij

n+1 n+1
b15(q,p) =—14> es;q; in  ¢os(q.p) = €s;0p;
j=1 j=1
po vseh spremenljivkah. O¢itno je
0P1,s 0P1,s 0pa.s Op2.s

q,p) = 2€5,9; , q,p) =0, q,p) = €S,4Pj » q,p) = €5,54j -
8Qj ( ) J 1] apj ( ) 8%‘ ( ) JL] apj ( ) J 1]

Po definiciji Poissonovega oklepaja je

+

n

1
{gbl,Sa ¢2,S}(Qap) = €S,j <8¢1,3 a¢2’s _ 8¢27S 8(;5173) _

8%’ 6pj 8%‘ 8pj

3 ..
Il
_ =

= Q€S (QESJ%ESJ%‘) =

<.
Il
—_

n+1
= 2D esyd) = 2
j=1

zavsak (¢,p) € T*H%. Matrika Poissonovih oklepajev je potemtakem ({¢;.s, ¢1.s})(q,p) = (_0
torej obrnljiva za vsak (q,p) € T*H%.

3.3 Hamiltonov sistem z vezmi

Hamiltonov sistem z vezmi je Hamiltonov sistem, ki je definiran na kosimplekti¢ni podmnogoterosti
(@71 (c),w|g s (C)) poljubne simplekti¢ne mnogoterosti (M, w). Pisemo ga v obliki

(@70, @[ g1 Pl
oziroma (®~1(c),w, H) za primerno modificirano funkcijo H funkcije h.

Primer 38 Neumannov sistem na n-dimenzionalni sferi je zoZitev Hamiltonovega sistema

n+1
(T*R™ 1w = Z dg A dp, h)
j=1
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s Hamiltonovo funkcijo

1
5 <Qa AQ> )

1
h(g,p) = §Ipl2 +3

ki opisuje gibanje (n + 1) harmonicnih oscilatorjev, torej (T*S™ 1, w Tesn h T*S") Ker bi radi Ne-
umannov sistem zapisali s kanonicno simplekticno formo na T*R”“, izracunajmo modifikacijo funk-
cije h glede na T*S™. Kotangentni sveZenj nad S™ je kosimplekticna podmnogoterost za vezni funkciji

#1(q,p) = |q|* — 1in ¢2(q,p) = (g, p). Matrika Poissonovih oklepajev vezi je matrika

0 2
({¢j7¢l}T*R”+1) = <_2 0) .
Koeficienti njene inverzne matrike C' so potem: C11 = 0, C1o = —%, Cy = % in Cog = 0. Po (3.13) je

h* =h—{h,$1}Cr2¢2 — {h, $2}C21¢1 .

Izracunajmo Se manjkajoca Poissonova oklepaja:

nt1 n+1
{h, ¢1} = Z(%&m_%@) Z<0—2q]’;pj> = —(¢,p)
j:

in
{h, g2} = ni:l (g:?ﬁj - gZ;i) :g <aqu' “ g _ijj> = (g, Agq) — Ip|?
Potem je
Fan) = lpP+ 5 Ad) — (a.)5(0.0) — (g, Ad) - \p|2)3<rq|2 1) =
= !pl2 1<q, Ag) - ;<q,p>2 - %|Q|2<quQ> SlPllal” + <q,Aq> - *Ip\Q =
= 5(\Q| pI* = (¢,9)%) + %(2 — la*){g, Ag) -

Preverimo Se, da za Neumannov sistem veljajo diferencialne enacbe ¢; = {q;, f*}r=sn in p; = {pj, f*}rsn.
To sledi iz definicije modificirane funkcije, saj velja

{ae, f = D _{f.0;3Cin} =

J,l=1

= A{ae. 1} =D _{an S, ¢5}Cud} = {aw, 1}

J,l=1

{aw, [}

(glej 3.14). Podobno za py,.

Ceje M = T*R"*! in so (¢,p) € T*R"*! ambientne koodinate, pisemo H = H(q,p) in w za ka-
noniéno simplekti¢no fomo na 7*R"+!. Kompleksifikacija Hamiltonovega sistema z vezmi je komplek-
sen sistem z vezmi ((®)~1(c),w®, HC).
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Definicija 39 Najbo (®~1(c),w, H) Hamiltonov sistem z vezmi v ambientni mnogoterosti T*R™"*1 s ka-
nonicno simplekti¢no formo w = Z?ill dg; Ndpj in s TE-invarianmim Hamiltonjanom H. Realna forma
kompleksnega Hamiltonovega sistema z vezmi ((<I>C)_1(c), wC HC = Hy+iH 1) glede na involucijo
75 : T*C" 1 — T*C™*! je realen Hamiltonov sistem

(5" (c),ws, Hs),

kjer je Hs = Hy

el wpn+1’
T*RY T*RY

Primer 40 Realna forma kompleksnega Neumannovega sistema (T*S”C, Wt H (C), pri Cemer je kom-

pleksna simplekticna forma oblike w© = Z?;l dQ; NdP; in

1 1
HE(Q, P) = 5 (IQRIPIE — (@, P)2) + 52 - [Q2)(@, 4Q),
glede na involucijo 7s : T*C"* — T*C", je realen Hamiltonov sistem (T*’Hg,wS, HS). Pri tem je
T*HL: = {(¢,p) € R x R”*l‘ l9%2 = 1, (g,p)s = 0}, simplekticna 2-forma v ambientnih
koordinatah je oblike ws = ?ill €sdq; N dpj in je Hamiltonova funkcija Hs dana s predpisom

1 1
Hs(a,p) = 5 (lal31pl3 — (@.0)3) + 52~ lal3) {0, Aa)s

Da je realna forma kompleksnega Neumannovega sistema dobro definirana, mora veljati S # (). Realnih
form kompleksnega Neumannovega sistema je potemtakem 2" — 1.






Poglavje 4

Laxova enacba in integrabilnost realnih
form (T*HY, ws, Hs)

Laxova enacba

d
L) = [M), L)

Hamiltonovega sistema je enacba z elementi L()\), M()\) v zancni algebri g = g[\, A~!] in je ekvi-
valentna Hamiltonovemu sistemu diferencialnih enacb gibanja. Elementi zan¢ne algebre so formalne
semi-neskon¢ne Laurentove vrste s koeficienti v g. Dodani parameter A imenujemo spektralni parame-
ter.

Recimo, da je g = gl(r,C) ali pa katera od njenih podalgeber. Oglejmo si, kak$na je reSitev in
kaj so ohranitvene koliCine sistema, zapisanega z Laxovo enacbo. Kot nalogi sta oba primera nakazana
v [4]. PiSimo natan¢neje: L(A) = Lx(t) in M(X) = M,(t). Naj bo U, taka obrnljiva matrika, ki
resi diferencialno enacbo Uy = —U\M). Pri tem smo oznacili Uy = %(U A(t)). Potem sta enacbi
F(UAL\UYY) = 0in Ly = [My, Ly] ekvivalentni. Res. Ker je Uy obmljiva, je U\Uy " = I. Ce
odvajamo to enakost (po spremenljivki ¢), dobimo enakost U\U, S AUy 1)' = 0, zato je

U = -U'UNU!
Naslednje enacbe so ekvivalentne:

d
—(UAL\UYY) = 0
UNLAUR !+ UNAU ! = DALUT O = 0 /U in Oy = ~UnM,
Uit/ = UAMALy + Urbn + U\LUT UM, = 0
—M\Ly+Lyx+ L\My = 0
Ly = [My,L,)].
Resitev Laxove enalbe L = [My, L] v zan¢ni algebri je torej izospektralni tok

La(t) = Uy 'La(to)Uy -

Ker se lastne vrednosti vzdolZ resitve Laxove enacbe ohranjajo, so tudi Tr(AY") za vsak m ohranitvene
koli¢ine sistema.

33
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Opomba 41 Ker je karakteristicni polinom enak
det(Lx(to) — pl) = (=1)" (= (V) - (1 = e (X)) = D (=1 Te (LK (ko))" ",

so njegovi koeficienti ohranitvene kolicine sistema.

4.1 Laxova enacba

Za Neumannov sistem (7%S™, w, H) (glej Uvod) je Hamiltonov sistem diferencialnih enacb (1.2) ekvi-

valenten Laxovi enacbi %L()\) = [M(\), L(\)], pri ¢emer je L(\) = <V()\) W)

U —V()\)> za Jacobijeve

2
polinome U (A), V(\) in W () inje M(\) = <_01 A +0|p! )
Kompleksificiran Neumannov sistem ((7%5™)%, w®, H®), opisan v prejsnjem poglavju, ustreza Ha-
miltonovemu sistemu diferencialnih enacb

Q = P
P = —AQ - (IPIg - (Q,4Q)c)Q. (4.1)

Ta sistem je ekvivalenten Laxovi enacbi

SLE0) = MEO), L) @2)

VEQ) WEW)

pri Cemer je LC()\) = <U(C()\) —VC()\)

) za Jacobijeve polinome s kompleksnimi koeficienti

n+1 2
Q.

UC()\) - )\—aj
n+1 )

Ve = Z A_aj (4.3)
n+1 n+1

WEN) = AR Z(—HZA_G )
7j=1

in M(C()\) _ (_01 )\+(|)P|%>

Trditev 42 Hamiltonovemu sistemu (T*H%,ws, Hs), ki je realna forma kompleksnega Neumannovega
sistema (T +6nC ,CoH €Y glede na involucijo 75 : T*C*t!' — T*C"*, pripadata Hamiltonov sistem
diferencialnih enacb

g = p
p = —Aq—(|plz — (¢, Ag)s)q. (4.4)
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in Laxova enacba 2 Ls(\) = [Ms()), Ls(\)] za Laxov par

_(Vs(A) Ws(N) (0 X+|pJ
LS(A)_(U‘Z(A) —v‘iu)) and MS(A)‘(—l 0p8>‘

Koeficienti matrike Ls(\) so polinomi

n+1 2
Us(A) = Z €SN a;
nJrl
Vs(A) = Z sy o quj 4.5)
n+1 P
Ws(A) = (—1+ZGSJA 2)
pricemerjees; =1, Cejej € S, ines; = —1, cejejec S

Opomba 43 Polinoma Us in W sta monicna stopenj n in n + 1. Polinom Vs v spoSnem ni monicen in
ima stopnjo n — 1.

Opomba 44 Za S = {1,2,...,n+ 1} je Hamiltonov sistem (T*H¢,ws, Hs) prvoten Neumann sistem
z Jacobijevimi polinomi U(X), V/(X) in W(X) kot v (1.7). V tem primeru je €s ; = 1 za vsak j.

Opomba 45 Trditev je neodvisna od urejenosti konstant vzmeti ay, . . ., an41. Zato je dovolj, da trditev
dokaZemo za poljubno podmnoZico oblike S = {1, ... ,k}.

Dokaz: PokaZimo najprej, da sistem diferencialnih enacb

¢=p, p=-Ag— (]pl} — (¢ AQ)r)q

pripada Hamiltonovemu sistemu (7*H}}, wy, H},). Spomnimo se, da je wy, = Z?ill €;dg; A dpj in

1 1
Hi(g:p) = 5(lalflplk — (@.2)F) + 52— lal}) (g Ag).
Za sistem na T*RZJrl je dovolj zapisati diferencialne enacbe
ij = {Qja Hk}kT*’Hg
Bi = Apjs Hithpep

za Poissonov oklepaj { f, g}r = Z?+11 €j (g—qu 38 pgj 5()9 1{] g qg ) Z direktnim ra¢unanjem dobimo, da je

s, (8q] oH, 9q; OHk> _ 0H,
Oq Opr Opr Oq

{g Hebe = ) @ = o,

=1

= ﬁj'5(IQ\ﬁ-26jpj—2<q,p>k6jq]~) = |ql?p; — (¢, Pk
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in

Oq Opr  Opr Oq

A, ¢ <apj 8Hk apj 8Hk> 8Hk
. —

{pj, Hibe = Z = —€jT
I=1 9

1 1
= —¢'3 (Iplf - 2¢jq5 — 2(q, P)rejpj) — € - 5 (726505(a, Ag) + (2—lal?)2¢ja5q5) =

= —|pligj + (@.p)wp; + (@, Aq)kq; — (2 — |al})a;q; -

Ker na kotangentnem sveznju T*H} velja |g|7 = 1in (g, p)x = 0, je sistem diferencialnih enatb eno-
stavno

4G = pj
Pi = —ajq5— (Ip\% - <q,Aq>k) % -

Na kotangentnem sveznju 7*C"*! imamo kompleksne koordinate (Q1, . .., Qni1, P1,..., Pyy1)in
piSemo Q; = gj 0 +ig;1in P; = pjo + ipj1. MnoZica fiksnih to¢k involucije 75, : T*C"*1 — T*C 1
je podmnozica tock (Q1,...,Qni1, Pi, ..., Puy1) v T*C"1, za katere je

qGi1=---= Q1= Jk+1,0 = --- = qn+1,0 0
P11=..-= Dg1= Pk+1,0=---= Pnt10 = 0. (4.6)

Kompleksen Hamiltonov sistem (4.1) in kompleksna Laxova enacba (4.2) sta ekvivalentna za vse kom-
pleksne spremenljivke Q1,...,Qn+1, P1,. .., Pot1, torej sta ekvivalentna tudi pri pogoju (4.6). Ce
identificiramo koordinate

{(QI,Oy -5 4k0, iq}ﬂ-‘rl,la ce 7éQH+1,lap1,07 -« s PE,0s Z.pk-i-l,lv o 7ipn+1,1)}g{(q17 ce s qn41,P15 - - - apn)}

v T*}R’,;‘Jrl s koordinatami (g1, . .., ns1,P1,---,Pnr1) € TR, so prve enatbe Hamiltonovega sis-
tema (4.1) enostavno

q=p,
drugi sklop enacb pa
p=—Aq— (Ipli — (&, Ag)r)q-
Oglejmo si §e matriki Laxove enacbe (4.2), zozeni na T*R}t!. Matrika MC()) je oitno matrika
M;,()\) iz trditve. Nazorno, za matriko LE(\) pa si oglejmo izraze Q?, PJ2 in Q;Pj:

2 o . 2 o 9
Qj T*RZ-H = (Qj,o + ’L(Jj,l) T*RZH = €;q;
2 . ) 9
‘Pj T*RZ+1 = (pj,l) + ij,].) T*RZJrl = Ejpj
Qj})j T*Rz+1 = (Qj,o + Z'qj71)(pj70 + ’L'ij) T*RZ+1 = €;q;p;
zae = ... =¢, = line = ... = €,41 = —1. Potem so koeficienti zoZitve matrike LE())

na kotangentni sveZenj TR}t res polinomi Uy()), Vi(\) and Wj,(\). Oblika matrike Lj(\) sledi
neposredno iz Trditve 24. Ker sta ekvivalentna kompleksna Laxova enacba in kompleksen Hamiltonov
sistem diferencialnih enacb, sta potem ekvivalentna tudi Laxova enacba %Lk()\) = [My(\), Lg(N)] in

sistem diferencialnih enacb (4.4).
O
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4.2 Prvi integrali

Z Laxovo enacbo 7 4 Is(\) = [Ms()\), Ls()\)] realne forme kompleksnega Neumannovega sistema je
definirana spektralna krivulja s karakteristi¢no enacbo det(Lgs(\) — pI) = 0. Ce uporabimo oznake za
koeficiente matrike Ls(\) kot v Trditvi 42, je karakteristicna enacba

Vs(A) = Ws(A) Y _
det ( Us(A)  —Vs(A) — M) -0

oziroma
©? = Us(MWs(A) + VE(A).

Kot v primeru Neumannovega sistema oznacimo z fs()) polinom fs(\) := Us(A\)Ws(A) + VZ(N). S
preoblikovanjem polinoma fs(\) (kot v [23]) dobimo ohranitvene koli¢ine sistema v znanih oblikah

nt1 g2 n+1 1 gpin2
fs(A) = Az()\)<ZeS7]A (—1+Z€sz ) (Zes,j)\_]aj) )Z
j=1

j=1
n+1 q2 n+1 q p n+1 4iiqp
= A2\ [ = 4 . Jrl PP _
()< ;gs’JA—aj ;163065’@ a;)(A—ar) +Z€3’J€Sl (O —a;)(A—a)
_ Si=
n+1 q2 n+1 q p n+1 4D
= A2\ (= 4 . Jrl PP _
()< ;GS’JA% ;163065’@ a;)(A—ar) +Z€3’J€Sl (O —a;)(A—a)
— Si=
I#j l#J
420 "”6 ¢ ’fe . Gpt— 2apiapn + aip “7)
= - S.j - S,jES| = .
j=1 ])\7 ] j=1 ! (Aia])()\ial)
I>j
n+1 2 n+1 2
q K,
= A2()\) — €S J €S €S J: =
2N Z:: IS ) — )
1#]
n+1 1 n+1 2
= A(A)( ZESJ)\ (qj—i—Zes,laJ_a))
j=1 =1
I#35

7j=1
n+1 K2
za Gsj = q; +2631
aj —a;
l#J
Lema 46 Ohranitvene kolic¢ine Gs jza j = 1,...,n+ 1 so natanko

1
Gs; = esjFis & €S,j§(F]C+TS(F]C)) .
T*RY

pri Cemer so funkcije F; prvi integrali Neumannovega sistema na T™S"™ (glej (1.3)).
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Dokaz: Po Trditvi 24 moramo preveriti, da je G's ; do znaka natanko zoZitev kompleksificiranega prvega
integrala F‘C Neumannovga sistema na prostor T*R”H ZapiSimo kompleksificiran integral F;C v obliki

n+1 . . 2
C ((gj,0 +igj1) (pro + ipi1) — (quo +iq,1) (pjo + ipja))
Fj (Q, P) = (gj,0 + igj1) +Z a; —
l#]’
Za zozitev funkcije Fj(.C na T*Rg+1 potem velja:
1. Ceje j € S, ima zoZen integral obliko
o= a; ) KL
aj —
% %
2. Cejeje{l,...,n+1}\ S, padobimo
= (gp— ap; - K
) — 2 _ % —
Fis(a,p) = —q; ZZ;ES,Z Py (q] +Z€$z —az)
I#] l#y
O
Izrek 47 Funkcije
n+1 KZz
G3,3<qp>—q]+ZeSl e J=l2n+d (4.8)
a;
575]

50 prvi mtegralz Hamiltonovega sistema (T*H%, ws, Hs). Na kotangentnem sveinju T*H's veljata ena-
. +1
kosti Y25  €sGsg =1 in 2o €s,40iGs ;= 2Hs.

Preden pokazemo zgornji izrek, se spomnimo leme, ki je dokazana v [23].

Lema 48 Naj bo (N,wy) simplekticna podmnogoterost v (M, w) in naj bodo f, g, h funkcije na M, pri
cemer je df # 0in f = 0 na N. Ce za Poissonov oklepaj na M velja {f, g} = {f,h} = 0, potem za
Poissonov oklepaj na N velja: {g,h}n = 0.

Dokaz: Po zgornji lemi so G5 ; prvi integrali sistema, ¢e velja {Gs j,Gs;}s = 0in{¢1,5,Gs j}s =0
za funkcijo ¢ s = |g|% — 1, ki definira hiperboloid 7. Naj bo
n+1 K (
i\4, p)
¥s.i(q:p) €s zij :
lsﬁj

Potem lahko piSemo Gs (g, p) = q]2~ + ¢s.5(q, p)-
V nadaljevanju dokaza bomo zaradi preglednosti izraCunov spuscali argumente funkcij. Oglejmo si
parcialna odvoda funkcije KJ2 ; po spremenljivkah g, in pj,:

OK2,  d(qipr— qp)? —2Kjmpj ;m=1
il (45 L D Y S A (4.9)
m m 0 s m {51}
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in
OK? D )2 2Kjmaj s m=1
Cat O ani) ) o im=g (4.10)
Pm Pm 0 ;m & {j,1}

PokaZimo najprej enakost {¢1 s,Gs j}s = 0. Ker je

oq  Opy opr  Oq

{¢1.5:Gsjts = > _€s,

ntl (aqsl,sac;&j 3¢1,53G8,j>
=1

in je a(g—;s = (0zavsakl =1,...,n+1,izracunajmo le parcialne odvode funkcije G's ; po spremenljivki
i
K.
2 N 3145 ’ l 7é J
a; —a
0Gs; OYs
sg _ sy _ . 4.11)
Ipy opi _226 Kjmm .
Sm~— aj — am ) J
\ m;é]
Potem je
n+1 3GBJ

{015, Gs,jts = ZCH =

n+1 n+1

K. mnq Kiq
= 2<—2(b268m 4]inam+zfﬂ26$l 2 jl) = 0.
aj

m

m#] l#y

Preden izratunamo {Gs ;, G s,}s pa si oglejmo nekaj pomoznih oklepajev:
{Kj1, Kpmts =0 Ceje {5, l}n{k,m} =10
in

1K1, Kjmts = €s,j Kim -
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Zal # j potem velja

€s €s
{Vsj si}s = 4> o _aaa o _’8&6 KoK p{Kja, Kigts =

aFj
B#l
6Sal{jllgjozl{la ;a=p3
€s, €s, ’ ’ .
- 42@ —aa a —Ba —es il Kjaly; 5 j=0 =
%32 PRI —esuKpK K s l=a
_ Z €S, aES a€S « K Kl o 4Kl J Z €S,0€8,5€S,j Kalej@ _
Q#J —aq)(a; — ay) a# i—aq)(a—aj)
orl
€s, l€$ €Sl
—4Ku) 7 5 ~ oy ik =
51 (%~ s
1 1 1
LSS, < - - )K ki,
(; “ aj—0q (al_aa) (al—(l]’)(a]’—aa) (aj—al)(al—aa) Ja @
orl
a; — aq) +a;
- lZESl (a; —a)((a—aa))(aj—a) KjoKia = 0.
a#tj J « ! « l j
orl
Se enkrat uporabimo (4.11) in dobimo
{Gs;,Gsuts = {C. @ ts +{a vsuts + {Vsj G ts =
5¢ Sl s,j
= 0+es2qj—— ap; —€512q1 8;017] =
2Kz i 2K 145
= €5j2qj€s,j —eses —222q = 0
ar — a; aj —
Na kotangentnem sveZnju T*HY je Z?ﬂl €s Jq] 1in Z?Jrll €s,jq;p; = 0. Ce uporabimo ti dve

dejstvi ter vsoti J+1 €s,;G;jin Z fal 1 es,ja;G; smiselno preoblikujemo, je obe enakosti, ki jih v trditvi

napovemo, enostavno pokazati:

n+1 n+1 2

+
> 6Gi = Z(Eﬂﬁzwfl )=
J=1 J=1
lséj
n+1 n+1 2
= D GG+ ) Ay
j=1 jl=1
I#j
n+1 K2
Lj
= €q? + €€ ( - ) =
j=1 g<l

n+1

= Zejq]? =1

Jj=1
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in
n+1 n+1 n+1
ZejajGj = Ze]a]qj + Z ga]q =
— - al
j=1 7,l=1
I#j
n+1 a a
j 1
= Z%%qy + ) eaky (a. Ja T3 a.) =
j<l J l l J
n+1 n+1
= Z‘E]a]q] + 3z Z €5€l QJpl - lej) =
jl 1
n+1 1 n+1
_ a2 . 2,2 2,2 . _
= D)+ 2 > galgpl + aiv; — 2apjam) =
Jj=1 Jil=1
n+1 n+1 n+1 n+1 9
2 2 2
= Y qad+ Y qi Y ant — (X eam) =
j=1 j=1 =1 j=1
n+1 n+1

= D el + ) ep) = 2H
j=1 j=1

O
4.3 Dve druzini integralov Neumannovega sistema
Naj bodo Fj(g, p) integrali Uhlenbeckove
n+1
Fi(g,p) = G, nt1yy = 4 + Z (4.12)
a] —ay
l#J

za Neumannov sistem na sferi (glej (1.3)). Drugi sistem integralov Neumannovega sistema dobimo z
Laxovo enacbo v matri¢nih polinomih, katerih koeficienti so (n + 1) x (n + 1) matrike. Tako Laxovo
enacbo in prve integrale najdemo v ¢lanku avtorja T. Ratiu [26].

Preden eksplicitno zapiSemo integrale iz omenjene druge druzine in poiS¢emo zvezo med integrali
obeh druzin, vpeljimo nekaj smiselnih oznak. Naj bosta () in K matriki

@q - qiGn+1 Kip ... Kipm
Q:(Qj(ﬂ): ) K:(Kj,l): )
Gn+1q1 -+ Gnt1qn+1 Knt11 - Kot
pri Cemer je K;; = qjpi — qipj. Najbo A = diag(ai, ..., an+1) diagonalna matrika. Prvi integrali v

involuciji druge druzine, ki so rezultat v [26], so funkcije na sym X so(n + 1) oblike

k
1 A , A
K)y=—— T —§ AtQ AR § - A'KA'KA® =1,...
fk(Q’ ) 2(k+1) ' i= Q +i+r+s—k71 ok ’ "
,7,8>0

(4.13)
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Ker bi radi primerjali integrale F(q, p) z integrali fj,(Q, K), moramo integrale fj, zapisati kot funkcije
spremenljivk ¢ in p, to je fx(Q(q,p), K(q,p)) = Ix(q,p)

Pred tem elegantno zmnoZimo matrike, ki jih potrebujemo v (4.13). Matrika A™ je diagonalna
matrika

m
ap
AT =

m
a’n—i—l

Koeficient v j-ti vrstici in m-tem stolpcu matrike A'Q je (A'Q)jm = a’qjgm, matrike AIQA* pa
(A'QA*")jp, = alal, qjqm. Potem so diagonalni elementi matrike A’QA"~ enaki (A'QA~");; =
akq3 in je zato

n+1

k
Tr( =Y A'QA) = —(k+ 1) dbel.
i=0 Jj=1

Za drugo vsoto v (4.13) je pravtako (K A%)j, = a8, Kjm in (A'KA") jy, = aéa;Kj,m in zato

n+1 n+1
(AKATKA ) jy = Y (AKAT)j - (KA )y = Y dlajal, K Kim .
=1 =1
Potemtakem je
' n+1 ' n+ln+1 ‘
Tr(AKAKA®) =) (AKATKA®) ;==Y ) di*aj K3,
j=1 j=11=1

in lahko zapiSemo integrale I;, v obliki

n+1 n+1n+1
1 1

I p) = fQp) Kl@p) = =3 D aiaf — 50— 20 | ek,

7=1 i+r+s=k—1 \ j=1 I=1

4,1,8>0

(4.14)

Trditev 49 Za integrale Uhlenbeckove Fj(q, p) in integrale I,(q,p) = fr(Q(q, p), K(q,p)) po T. Ratiu
veljajo naslednje zveze

n+1
—2Ii(q,p) = Y _abFi(q.,p) za k=1,...,n. (4.15)
=1

Dokaz: Zak = 1je I;(q,p) = —H(q, p) (glej [26]). Po Izreku 47 zgoraj pa vemo, da je Z;jll a;G; =
2H.

Preverimo enakosti Se za £ > 1. Ce v (4.14) zamenjamo vrstni red seStevanja in piSemo r =
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k—1— (i+ s) ter s tem ¢ 4 s postane tekoCi indeks (od 0 do I — 1), je

1 n+1 n+1n+1
k 1—(e+
R = 5[ S SR T aead e |
2| “ k‘—l—l
7j=1 7j=11=1 Z+S>OO
,8
1 n+1 n+1 k—1
_ k 2 m k—1—-m _
B 2 Zajqj k+1zz Z k—i—l)a @ o
j=1 Jj=11>j m=0
+1 +1
_ 1 S k 2 S m _k—1—-m
SR DI R DI IS zZa
j=1 =1 1>j

Drugi enacaj zgoraj je upravicen zaradi simetrije med a; in q; ter enakosti K 2 = = K? 1 Za k > 1 lahko

o 1
razstavimo izraz o — af = (a; — a;) Y51 a"af 1™, Potem je

J m=0""j
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 KQ
2 4G = D dq +ZZ Za +ZZ =
° . - az a; — aj
j=1 j=1 j=1 l 1 =1 1>j
n+1 n+1
_ k 2 m k 1-m
= D aa+> ) K Z @
J=1 J=11>j

in trditev je s tem dokazana.






Poglavje 5

Izrek Adlerja, Kostanta in Symesa

V tem pogavju ponovimo teorijo izreka Adlerja, Kostanta in Symesa (krajSe AKS izreka). Naj bo g
Liejeva algebra in g = a @ b. Z AKS konstrukcijo dobimo Hamiltonove sisteme in prve integrale
sistema na dualu Liejeve algebre a* (glej [5], [27]). Uporaba AKS izreka na zan¢ni algebri gl(r, C)
in na njenih podalgebrah je obSirno opisana v [1], [2], [16]. Poseben primer sistemov v [1], [2], [16]

je tudi Neumannov sistem v zan&ni algebri a* = sl(2,R)™*. Poglavje zaklju¢imo z domnevo, kako
spremeniti splo$no teorijo, da bodo realne forme Neunnovega sistema le posebni primeri velike nove
druzine integrabilnih sistemov.

5.1 R-matrika, Hamiltonov sistem in prvi integrali

Naj bo (g, [ , ]) Liejev algebra, to je kon¢no dimenzionalen vektorski prostor (realen ali kompleksen),
na katerem je definiran bilinaren antisimetri¢en Liejev oklepaj [ , | : g X g — ¢, ki ustreza Jacobijevi
identiteti [ X, [Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X,Y]| = 0zavsak X,Y, Z € g.

Oznac¢imo z R : g — g linearno preslikavo na g in definirajmo nov bilinearen antisimetri¢en oklepaj

[,Jr:gxg — g
(X,Y) — [X,Y]r=[RX,Y]+[X,RY]

in ga imenujmo R-oklepaj. Za R-oklepaj v sploSnem ne velja Jacobijeva identiteta. V [27] je dan
potreben in zadosten pogoj, da R-oklepaj usreza Jacobijevi identiteti:

Trditev 50 Naj bo Br(X,Y) := [RX,RY]| — R([RX,Y]| + [X,RY]). Za R-oklepaj | , |r velja
Jacobijeva identiteta natanko tedaj, ko za poljubne XY, 7 € g velja enakost

Opomba 51 By(X,Y) = [RX,RY] — R[X,Y]x.
Dokaz: Oglejmo si najprej izraz [ X, [Y, Z]g| r. UpoStevamo definicijo R-oklepaja in dobimo:

[X7 [Y,Z]R]R = [RX7 [Y7Z]R]+[X7R[Y7Z]R] =
Oglejmo si Se enacbe, ki so ekvivalentne enacbi (5.1). Pri naslednjih zaporednih ekvivalencah bomo

uposteveli definicijo Bp, bilinearnost oklepaja [ , ], Jacobijevo identiteto za [ , ], antisimetri¢nost okle-
paja [, | in enakost zgoraj:

45
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[[RX,RY] — R[X,Y]r, Z] + [[RY,RZ] — R[Y, Z|g, X| + [[RZ, RX] — R|Z,X|g,Y] = 0

[[RX,RY],Z] — [R[X,Y]r, Z]+
+[[RY, RZ], X] — [R[Y, Z]r, X] + [[RZ, RX],Y] — [R[Z, X]r, Y] = 0

“[IRY, Z], RX] — [|Z, RX], RY] — [RIX,Y]r. Z] - [[RZ, X], RY] — [|X, RY], RZ]—
“[RY, Z]p. X] — [[RX,Y],RZ] - [[Y, RZ],RX] — [R[z,2]p, Y] = 0

[RX,[RY, Z)] + [RX, [Y,RZ]] + |X.[Y, Z]g] + [RY, [RZ, X]] + [RY, [Z, RX]]+
+[Y,R[Z, X]g] + [RZ, [RX,Y]] + [RZ,[X,RY]| + [Z,RIX,Y]s] = 0

(X,Y, Z|glr + Y, [Z,X|glr + [Z,[X,Y]rlr = O.

O

Predpostavimo sedaj, da za R-oklepaj | , |r velja Jacobijeva identiteta. Potem je (g, [ , |r) Liejeva
algebra. Oklepaj [, ] definira Poissonov oklepaj na dualu Liejeve algebre g* s predpisom

{f,9H&) = (& [df(£).dg(&)])  za f,.g€C™(g"). (5.2)

Analogno R-oklepaj |, |r definira nov R-Poissonov oklepaj g* s predpisom:

{f,91r (&) == (&, [df (), dg(&)]r) = (&, [Rdf(£), dg(&)]) + (&, [df (€), Rdg(£)]) (5.3)

za f,q € C*(g*). Za poljubno funkcijo f € C*°(g*) oznafimo z X f Hamiltonovo vektorsko polje
glede na Poissonovo strukturo {, } 5.

Definicija 52 Funkcija ¢ na g* je Casimirjeva invariantna funkcija, ¢e Poissonovo komutira z vsemi
funkcijami na g*, to je {p, f} = 0 za vsako funkcijo f na g*.

Hamiltonovo vektorsko polje X, g za Casimirjevo invariantno funkcijo ¢ na (g*, {,}) ima posebno in
enostavno obliko.

Trditev 53

1. Ce je ¢ Casimirjeva funkcija na Poissonovi mnogoterosti (g*,{,}), je Hamiltonovo vektorsko
polje Xg(é), ki pripada ¢ glede na { , } r, oblike

Xf(f) = ad;zd@(g) (€)- (5.4)

2. Ce sta @ in ¢ Casimirjevi funkciji na (g*,{,}), velja
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Dokaz: Ce je o Casimirjeva funkcija, potem je (&, [dp(€), X]) = 0 za vsak X € g. Po definiciji
Poissonovega oklepaja { , }r (glej (5.3)) je

{o, f1r = (&, [Rdp(€), df ()]) + (&, [dp(&), Rdf (£)]) = (&, [Rdp(£), df (£)]) -

Hamiltonovo vektorsko polje Xg je doloCeno z enacbo {¢, f}r = <Xf, df), ki velja za vsak f €
C>(g*). Po definiciji ad* delovanja je (ad%¢,Y) = (£, [X,Y]) za vsak X, Y € g. Torej velja

<X§7df> = {907f}R =
(€, [Rdp(€), df (9)]) =
= (adRape) 4f)

za vsak f € C*°(g*) in toCka 1. trditve je dokazana. Tocka 2. je oCitna, saj je tudi (&, [dp(€), X]) =0
zavsak X € g.

(]
Trditev nam torej podaja Hamiltonov sistem (tocka 1. trditve) in njegove prve integrale (tocka 2.).
Naj bo Liejeva algebra g direktna vsota dveh Liejevih algeber
g=adb (direktna vsota vektorskih prostorov) (5.6)

in ozna¢imo s Py in P_ projekciji na podprostora a in b. Za vsak X € g najbo X; = Py(X) in
X_ = P_(X). Linearna preslikava R na Liejevi algebri g naj bo dana s predpisom

R:= %(P+ —P). (5.7)

Z direktnim racunanjem oklepaja [X,Y]r dobimo enakost [X,Y]|r = [X;,Y}] — [X_,Y_]. Tako
definiran oklepaj [ , | je Liejev oklepaj na g oziroma je (g, [, |r) Liejeva algebra.

Posledica 54 Ce je ¢ Casimirjeva funkcija na Liejevi algebri (g*,{ ,}), potem velja
X5 = —adg, e _(§) (5.8)
Dokaz: Pokazati moramo, da je

adp g6 (§) = —adg, ¢ () -

Za Casimirjevo funkcijo ¢ velja (€, [dp(§), X]) = 0 za vsak X € g. Po definiciji ad-delovanja in
ad*-delovanja je ady (X) = [V, X] in (ad}-&, X) = ({,ad_y X) = — (£, [X,Y]) = (&, [Y, X]). Zato je

<§7 [d@(g)vXD = <ad§¢(§)§7X> =0.

Ker je (adg, )€, X> = 0zavsak X € g, je adfhp(g) (¢) = 0. Zaradi dekompozicije Liejeve algebre
g = a & b lahko piSemo

ady,(e)€ = adgee), (§) +adgye _(€),
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torej je ad:z@(g)_(f) = —adfhp(g”(f). Zavsak X € g je potem

<ad;%d<p(§)(§)7x> <X§(f)7X> =
= (& [de(§), X]r) =
= (& [de(§)+, X4] = [dp(§) -, X-]) =
= (& [do(&)+, X+]) — (&, [dp(§) -, X-) =
= (adg,e), (§), X4) — (adgye) (§), X-) =

I
—
Y
o
QU *
S
o
| |
—~
e
—
ols

+) — (adgue _(§), X-) =
)

in posledica je s tem dokazana.
O
Predpostavimo, da imamo dano invariantno simetri¢no bilinearno formo ( , ), s katero lahko identi-
ficiramo g in g*

Posledica 55 (Izrek Adlerja, Kostanta in Symesa (AKS)) Naj bo g Liejeva algebra, ki je opremljena
Z invariantno nedegenerirano simetricno bilinearno formo. Naj bo vektorski prostor g direktna vsota
Liejevih algeber a ® b = g, tako da je g = a* + b in b~ = a*. Naj bo I' C b unija koadjungiranih
orbit v a* in naj bo Casimirjeva funkcija f definirana na neki okolici mnoZice I'. Funkciji f lahko
priredimo Hamiltonov sistem

T = [x7 (vxf)—] . (5.9

Vse Casimirjeve funkcije v okolici mnoZice I' paroma komutirajo.

5.2 Zancna algebra, Laxova enacba

Zan¢na algebra gl(r, C) = gl(r,C) @ C[A, A™!] je Liejeva algebra semi-neskon¢nih formalnih Lauren-
tovih vrst spremenljivke \ in s koeficienti v gl(r, C). Ce je X () € gl(r, C), potem je

XN = > xN za X € gl(r,C).
j=—00

Za X (\) € gl(r, C) bomo pisali X = (X()))o. Liejev oklepaj na gl(r, C) elementov X (\) in Y (\) =
Z;?:foo Y; M\ naj bo definiran z

m+k
XA, YN = Y ) [X, vV
j=—00 i+l=j

Pisimo krajse gl(r,C) = gl, in gl(r, C) = gl,.. Naj bo vektorski prostor gl, direktna vsota

~+ ~
gl, =gl @gl,

(kot v (5.6)), kjer je g~ [;F podalgebra matri¢nih polinomov spremenljivke A in g~ [T_ podalgebra vrst oblike

j_:lfoo X M. Na Liejevi algebri gl, definirajmo nedegeneriran, ad-invarianten notranji produkt:

(X(A), Y (N)) = Tr((X (MY (N)o) ,
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pri Cemer je (X (A\)Y'(\))o konstantni ¢len v vrsti X (A)Y () (glej zgoraj). Pri tem velja Se
(X(A),Y(N)) = res=oTr(AT ' X (A)Y ()
in lahko identificiramo . . o
(at;)" = (gl, )" = Agl, . (5.10)
Naj bodo ay,as, ..., an+1 razliéna kompleksna Stevila. Za poljuben polinom X (\) € glj je X(a;) €
gl,.. Definirajmo homomorfizem Liejevih algeber
A: g[:r — gt
X(\) — (X(al),X(ag), el X(anﬂ)) .

Ce identificiamo (gI"*1)* = g**1 in (gl:r)* =~ Agl, , je dualna preslikava A* : gI"*' — Agl danas

predpisom
n+1

Y. o) n+1
A (Y1, Yo) =AY L = (ZY;@?)A’“. (5.11)
j=1 k=0 \j=1

— )\—aj

Naj bo M ™" prostor N x r kompleksnih matrik in naj bo
M = {(F,G) € M"N" x M"N"}
simplekti¢en vektorski prostor s simplekti¢no formo w = Tr(dF A dG™). Naj bo (zam < N)

G" =Gl(r,C) x ... x Gl(r,C)

v

M —krat
in kot smo Ze pisali zgoraj
g =0"=9-D...Dor .
—_—
M —krat

Matrika A naj bo diagonalna matrika z veckratnimi lastnimi vrednostmi {a; ’ j=1,...,n+ 1}. Pr-
padajoce veckratnosti naj bodo {k; ‘ j=1,...,n+ 1} innaj velja k; + ... + k,4+1 = N. Naj bosta
matriki F, G € MY pisani v blo¢ni obliki

I3 G
Fn+1 Gn+1

za F;,Gj € MP¥i", Grupa G™+! deluje na MV x M™N" predpisom
(9(F,G)); = (Fig; ', Gg))

zag = (91,...,9n+1) € G™"1 in njeno delovanje ohranja simplekti¢no formo. Ozn¢imo z o
gt — x(MYN" x MM pripadajoce infinitezimalno delovanje in temu prirejeno momentno preslikavo

1.

J;’L-‘rl . MN,T % MN,T (g;’b—l—l)*’
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za katero velja
n+1

TN, G) (X1, X)) = = ) Te(FX,GT).
7j=1

S komponiranjem o, = 0! o A dobimo infinitezimalno delovanje g?[j na MN7" x MN". Pripadajo¢a
momentna preslikava je potem
Jo: MNT s MNT (gl

n+1 ~T
GF
(F,G) — )\E

aj—)\

Oznaimo z g4 C (gNI:r )* sliko momentne preslikave .J,., z Z(g*) kolobar ad*-invariantnih funkcij (Ca-
simirjevih funkcij) in naj bo
Thxs = Z(g") ‘/\Y+gA

zoZitev kolobarjana A\Y + g4 za dolocen Y € gl,.. Naj bo e

n+1 T

N\ /\Y+)\Z j €AY +3a. (5.12)
Po izreku Adlerja, Kostanta in Symesa velja:
Izrek 56
1. Ceje € IXKS,je
dN
XoW) = =~ = [(d9)+, N] = —[(dH)-, NT]. (5.13)

2. Za ¢1, 2 € T g velja: {¢1,d2} = 0.

5.3 Laxova enachba Neumannovega sistema

Najbor =2, N =n+1in A = diag(ay, ..., an+1) za razliéne realne vrednosti aq, ..., a,+1. Bloki
Fj in Gj matrik F,G € M2 50 (1 x 2) matrike. Na M2 x M"™+12 delujemo z grupo H =
{(d112, ...,dy1112);d; € C\0} C G5! Redukcija algebre gl(2,C) na gl(2,R) je dana pogojema
F = Fin G = G. Reducirana grupa H je grupa {(dIs, ..., dn+112); d; € C\0}. Z redukcijo gl(2,R)
na s[(2,R) pa je

q1 Y41 P —q1
P 1 . a 1 )
= in = —
V2 V2
dn+1  Pn+1 Pnt+1 —QGn+1
78 (q1y- -5 Gni1, D1, - - - s Pni1) € R2"2. Potem je

+
_ A Z < a5 —p]2->
25 A—a G ap;
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Ce za Y izberemo matriko

ta ustreza pogojema na koordinatah: |¢|?> = 1in (g, p) = 0. Potem je

kar je ravno matrika Laxovega para za Neumannov sistem.

5.4 Hamiltonov sistem (7"H}, wy, Hj;) in nadaljnji Studij

Vprasanje: Kako iz teorije zgoraj pridelati Hamiltonov sistem (7™H}, wy, H},) s pripadajoCo matriko iz
Laxovega para

0 I\ A/ EL e P ntl [ —ap; P
e 7, — _5 o A—aj )\—aj o )‘_aj )\—a]‘ 0
N(A) =AY + JL(G, H) )\<0 0>+2<Z G gp Z 2 ap >
Jj=1 A—aj A—aj j=k+1 X—a; A—a,

Predloga: 1. Ce je MV prostor N x r kompleksnih matrik in
M = {(F,G) € MN" x MMy,
za simplekti¢no formo na M vzamemo wy, = dF A d(J,GT), pri Cemer je

Jy, = diag{1,...,1,—1,..., -1} € MV,
——

k—krat

2. Izberemo neko drugo delovanje grupe G' na M, ki ohranja simplekti¢no strukturo na M.






Poglavje 6

Algebraicno geometrijska orodja

Laxova enacba

d
L) =[MA), L)

je vez med Hamiltonovim sistemom nekega mehanskega problema in algebrai¢no geometrijo. Recimo,
daje L(\) r x r-matrika, katere koeficienti so polinomi v spremenljivki A € C. S karakteristi¢no enacbo

det(L(\) —ul) =0

je dologena algebrai¢na krivulja v C2, ki je r-listni krov nad C (ter z ustrezno kompaktifikacijo  listni

.....

.....

krivulje.

Riemannova ploskev X je (kompakta povezana) kompleksna analiti¢cna mnogoterost (kompleksne)
dimenzije 1. Holomorfen sveZenj premic L nad Rimannovo ploskvijo X je 2-dimenzionalna kompleksna
mnogoterost L skupaj s holomorfno projekcijo m : L — X, tako da velja

1. za vsako to¢ko = € X je vlakno 7~ !(x) 1-dimenzionalen vektorski prostor

2. za vsako tocko z € X obstajata njena okolica U in homeomorfizem ¢g; (lokalna trivializacija), da
diagram
1 (U) = UxC

™ Py

-

komutira
3. preslikava ¢y o (pal je oblike
(z,v) — (z, gvu(x)v)
za nenicelno holomofno prehodno preslikavo gy ;.
Holomorfen prerez sveznja premic L nad X je taka holomorfna preslikavas : X — L,dajemos = Idyx.
To pomeni, da je za vsak € X slika s(z) v vlaknu 7~ !(z). Prostor vseh prerezov sveZnja premic L je

vektorski prostor in ga oznagimo z H°(X, L). Ce je Riemannova ploskev X kompaktna, je H°(X, L)
kon¢no dimenzionalen. Dokaz najdemo v [15].

53
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Izomorfnostni razred sveZnjev premic je natanko dolo¢en z elementom grupe H' (X, O*). Iz znanega
kratkega eksaktnega zaporedja

H(X,0)
HY(X,7)

definiramo stopnjo sveZnja premic.

0— - HY(X, 0% % HX(X,Z) -0

Definicija 57 Stopnja sveznja premic L je deg(L) = 0[L]. Imenujemo ga tudi prvi Chernov razred.

Poseben primer sveZnja premic je kanoni¢ni sveZenj K; to je kotangentni sveZenj oziroma sveZenj
holomorfnih 1-form nad X. Rod g kompaktne Riemannove ploske je dimenzija vektorskega prostora
prerezov kanoni¢nega sveznja: rod(X) = g = dim H°(X, K).

Naj bo z
Cogr = { (A1) € € x C; P(A, ) = 0}
podana afina krivulja v C2. Tako afino krivuljo lahko dopolnimo in normaliziramo do kompaktne Rie-
mannove ploskve C: obstajata konCni podmnozici Eqpp C Copp in £ C C, daje Copp — Eopy = C — E.

Primer 58 (Hiperelipti¢na krivulja) Naj bodo ci,ca, ..., cag41 razlicna kompleksna stevila in defini-
rajmo polinom
2g+1
f) =T =¢). (6.1)
j=1

Afina krivulja v C? naj bo mnoZica

Caf - {(Avu)v ,uz - f()‘)} :

Ker so c1,¢a, . .., Cagy1 razlicna Stevila, je polinom P(\, i) = u? — f(X) ireducibilen in je Cofr gladka

krivulja. Ker Zelimo dodati tocke v neskonénosti, pisimo Uy = P!\ {oo} in Uy = P!\ {0}. Definirajmo
holomorfen sveZenj premic nad P! z naslednjo prehodno preslikavo: naj bodo (), j1) koordinate v Uy x C
in (N, p') koordinate v Uy x C. Za prehodno preslikavo vzemimo g10(\) = )\g—lﬂ (oziroma go1(\) =
NITY), S prehodno preslikavo smo dobili sveZenj premic O(g+1). Na preseku (UyN Uy ) x C koordinate

(N, W) izrazimo z (A, p): N = % in p/ = T Ce obe zvezi uporabimo in koordinati X in y v enakosti

= H?iﬁl()\ — ¢;) ustrezno zamenjamo, dobimo enacbo hiperelipticne krivulje v drugi karti Uy x C:
2g+1

p?=XNT[a=Ne). (6.2)
j=1

krivulje so: (c1,0), ..., (c2g+1,0) in (00, 0).

Opomba 59 Ce je v zgornjem primeru A = co < XN = 0in ' = 0. Tocka (00, 0) je razvejiscna tocka
hiperelipti¢ne krivulje C.

Opomba 60 Ce je 1> = H?g;f()\ —bj) za by # by, ¢e je i # j, enacba definira gladko kompleksno
krivuljo z 2g + 2 razvejisci. S prehodno preslikavo na preseku lokalnih kart dobimo zvezo N = % in
' = s .Na lokalni karti Uy x C je kompleksna krivulja definirana z enacbo p/* = H?f{z(l —b;\)
in ima 2g + 2 razvejis¢ (b;,0) € Uy x C. Ceje A = 0o < N = 0, obstajata dve tocki za N = 0, to je

pripy = linpriphy=—1.
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Opomba 61 Naravno Stevilo g v (6.1) in v Opombi 60 je rod krivulje C. Topolosko je C sfera z g rocaji.
Skica hiperelipticne krivulje je v [23].

6.1 Riemannova ploskeyv, delitelji in Jacobijev torus

Spomnimo se definicije delitelja na Riemannovi ploskvi in definicije Jacobijevega torusa. Zveza med
delitelji in Jacobijevim torusom je natan¢no opisana v [14]. KrajSe povzetke najdemo v [5], [11], [32].

Delitelj (divizor) na Riemannovi ploskvi X je lokalno kon¢na formalna vsota » ;M Pj, pri Cemer
so Pj tocke na X in je m; € Z za vsak j. Ce je Riemannova ploskev X kompaktna, je delitelj D na X

formalna vsota
D = Z ijj

za neko kon¢no mnozico J. Oznacimo z Div(X) mnoZico vseh deliteljev na X. Mnozica Div(X) je
prosta Abelova grupa. Stopnja delitelja D =) .. m;P; je Stevilo

Jjin
deg(D) = deg <ijPj> = ij €EZ.
= =

Za poljubno meromorfno funkcijo f na X naj bo (f) delitel;

(f)=(f)o— (f)eo = stevilo nicel(f) — stevilo polov(f).

Podobno lahko definiramo za meromorfne 1-forme. Ce je D € Div(X) inje D = (f) za neko mero-
morfno funkcijo na X, potem je D glavni delitelj. Ce je D € Div(X) in je D = (/3) za neko nenielno
meromorfno 1-formo, potem je D kanoni¢ni delitelj. Na kompaktni povezani Riemannovi ploskvi X je

deg(f) =0 and deg(B) =29 —2

za vsako meromorfno funkcijo f in vsako meromorfno 1-formo 8 na X. Ozna¢imo z Div¢(X) C
Div(X) podmnoZico deliteljev stopnje d. Delitelj D = ) m;P; je efektiven (pozitiven), e je m; > 0
za vsak j. Oznagimo z Div_ (X) mnoZico vseh efektivnih deliteljev v Div(X), z Div? (X) pa mnoZico
vseh efektivnih deliteljev stopnje d.

Grupa Div(X) je naravno izomorfna grupi H°(X, M*/O*). Res, ¢eje f € HO(X, M*/O*), t0je f
je globalni prerez kvocientnega snopa M* /0¥, je ta definiran na odprtem pokrtju {U, } z meromorfnimi
neni¢elnimi funkcijami f, in z neniCelnimi holomorfnimi kvocientnimi (racionalnimi) funkcijami ;—Z
na presekih U, N Ug. Zato je (fa)o = (f3)o in (fa)oo = (f8)oo- Vsakemu globalnemu prerezu
f € H°(X, M*/O*) priredimo delitelja D = (f,). Obratno, za vsak delitelj D = > jes m;Pj lahko
najdemo odprto pokritje {U, }, da je D lokalno definiran s funkcijami f, € M*(U,), tako da je ;—2
holomorfna funcija na preseku U, N Ug.

Na Div(X) definiramo evivalen¢no relacijo: D ~ D’ < ko obstaja taka meromorfna funkcija f, da
je D — D' = (f). Kvocienta grupa grupe Div(X) glede na relacijo ~ se imenuje Picardova grupa

Pic(X) = Div(X)/. .

Mnozica ekvivalenénih razredov v Pic(X) stopnje d je Pic?(X) = Div?(X)/~. Mnozica Pic’(X) je
podgrupa v Pic(X).
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Za vsako kompleksno krivuljo (kompaktno povezano Riemannovo ploskev) X rodu g > 0 obstaja
(simplekti¢na) baza Ay,..., Ay, B1,..., By za homolosko grupo H;(X,Z). Naj bo fi,..., 3, baza
vektorskega prostora prerezov kanoni¢nega sveznja H°(X, K). Obstaja naravna integralska preslikava,
ki povezuje H1(X,Z) in HY(X, K)*:

H((X,Z) — H°X,K)*

v (B / 8). 63)
Yy

Vemo, da je H°(X, K)* = CY (glej dokaz v [17]) ter da je slika zgrnje preslikave mreza A = 729,
Jacobijev torus ali krajse Jacobjan je definiran kot kvocient Jac(X) = H?(X, K)*/A.

Opomba 62 Velja H(X, K)* = H'(X, O) (Serrejeva dualnost).
Po Abel-Jacobijevem izreku obstaja izomorfizem
Pic’(X) — Jac(X)

ki ga porodi Abel-Jacobijeva preslikava

Ab: Div?(X) —  HY(X,K)*/A
g g g p].

Pi—> Qi — (B— B).
Jj=1 ’ J=1 ’ ‘];/QJ

Preslikava Ab je surjektivna, njeno jedro pa je mnoZica glavnih deliteljev.

Enostavno lahko pokaZemo, da je grupa H' (X, ©O*) izomorfna Picardovi grupi, to je
HY(X,0%) = Pic(X) = Div(X)/~ .

1z teorije sveZnjev premic (na kompleksni krivulji X) vemo, da je ekvivalen¢ni razred sveZnjev premic
dolo¢en z elementom g, g grupe H' (X, O*), to je s kolekcijo holomorfni funkcij go 5 : Uy N Ug — C*
na odprtem pokritju/ = {U, } krivulje X. SveZnja premic, dolocena s kolekcijama g,g, hag € O*(UaN
Ug), sta izomorfna natanko tedaj, ko velja hopg = %ga/g za fo € O*(Uy) in fg € O*(Ug). Za dokaz
zgornjega izomorfizma definiramo preslikavo

[] : Div(X) — HY(X,0%

D= {Unfu} — D)= {ams = 22},

Preslikava [ | je dobro definirana, je homomorfizem grup (Div(X),+) in (H*(X, 0*),®) in je surjek-
tivna. Svezenj premic [D] pa je trivialen natanko tedaj, ko je D glavni delitelj.

Izrek 63 (Riemann-Rochev izrek za sveZnje premic) Ce je L sveZenj premic na kompaktni Riemanovi
ploskvi X in rod(X) = g, potem je

dim H*(X,L) — dim HY(X,L) = degL + 1 —g.
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Dokaz Riemann-Rochevega izreka za vektorske sveznje lahko najdemo v [17], v Hitchinovem prispevku.

Opomba 64 deg(D) = deg(s) = deg(L).
Oglejmo si Se zelo dobro poznano kratko eksaktno zaporedje snopov
02Z—0—=0"—0.

Kratkemu eksaktnemu zaporedju snopov pripada dolgo eksaktno zaporedje kohomoloskih grup. Tako
dobimo naslednje znano eksaktno zaporedje
HY(X,0)

1 * 2
H(X,Z) — H(X,0%) - H*(X,Z) - 0

0 —

oziroma ekvivalentno eksaktno zaporedje

0 c Pic(X) & 7 0
= ey T ic(X) — 0.

Vidimo, da je Jac(X) = ker{deg : Pic(X) — Z}. Poleg tega pa tudi, da je Jac?(X) := Pic?(X)
(prostor ekvivalen¢nih razredov sveznjev premic stopnje d) kompleksen torus.

6.2 Algebraic¢na konstrukcija Jac(C) \ © hiperelipti¢ne krivulje
Naj bo C hiperelipti¢a krivulja, ki je v lokalni karti podana kot afina algebrai¢na krivulja

Capr = {(N, 1) € C% 1 = f(N)}

za polinom f stopnje 2n + 1. Iz monografije [23] ponovimo nekaj trditev in izrazimo afino podmnozico
Jac(C) \ © s podmnozico deliteljev.
Naj bo ¢ preslikava na hiperelipti¢ni krivulji, ki je v lokalnih koordinatah dana z

t:C — C
()\’/’l’) — ()‘7_:“')'

Lema 65 Naj bodo Py, ..., P, razlicne tocke na krivulji C in najbo P; # cozavsakj =1,...,n+1
in Pj # 1P, za j # 1. Za delitelj D = Z;L;rll P;j obstajajo tocke Q1, .. .,Qyn naC, da je

n+1 n

ZPjNOO+ZQj'
j=1 j=1

Opomba 66 Tock (Q; mora biti ravno n, saj imajo vse meromorfne funkcije na C stopnjo 0.

Dokaz: Naj bodo Pi,..., P, 1 poljubne (razli¢ne) tocke na C in naj velja P; # oo za vsak j =
1,...,n+ 1ter P; # 1P, Ce je j # l. Po definiciji ekvivalentnosti dveh deliteljev je D = Z?;l Pj ~
oo+ 7%, Q; natanko tedaj, ko obstaja meromorfna funkcija g naC, daje co+3 7, Q; — Z?ill Pj =
(g). To pa pomeni, da morajo biti P; poli funkcije g ter oo in @; nicle funkcije g. PokaZimo, da tako
funkcijo g lahko skonstruiramo.
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Naj bo ¢ polinom stopnje deg(¢) < n
2

, ki je doloten z vrednostmi ¢(A\(P;)) = pu(P;). Ce totke P;
niso razvejis¢ne tocke krivulje C; u* = f(\),

definirajmo funkcijo

A
B — — BTN (6.4)
Hj:l (A= A(Pj))
Ce je totka P}, razvejiséna tocka, faktor (A— (P} )) nadomestimo s faktorjem .... !!! Totke Py, ..., Ppi1

na C naj bodo v lokalnih koordinatah (), 1) doloCene z (\j, 1), to je Aj = A(FP;) in p; = p(Pj) za
7=12...,n+ 1. Velja:

a) funkcija h ima enostavne pole v P, saj je

i + o) 24,
h()‘jhu’j) = nil ’ = n+1 ’ :
=1 ()‘j - )‘l) =1 ()‘j - )‘l)

Ce P;j ni razvejiScna tocka, je p; # 0 in je le en od faktorjev v imenovalcu enak 0. Ce pa je P;
razvejiS¢na tocka, ima Stevec funkcije h v P; niclo prvega reda, imenovalec pa niclo drugega reda
(to sledi iz zveze u = £/ f(A) in lastnosti f();) = 0 za razvejisce).

b) Stevec in imenovalec v (6.4) imata oba vrednost 0 v toCki ¢ P;. Res, saj je
P(A(P))) = d(Aj) = 6(A(LP))) = py

in ima Stevec v tocki ¢P; vrednost p(¢Pj) + ¢(A(¢Pj)) = —pj + pj = 0. V imenovalcu pa ima
eden od faktorjev vrednost A(¢Pj) — A(Pj) = 0.

¢) tocka oo je nicla funkcije h. Res, saj je
(oo = (2n+1)-00 in ($(A))oo < 2n-00,

ker je ¢ polinom stopnje < n. Imenovalec funkcije h pa je v tocki oo dolocen z deliteljem

n+1
(TTO = AP)))eo = (20 +2) - 00.
j=1
Funkcijo h lahko enostavno dopolnimo do meromorfne funkcije g, ki ima nicle v tockah Q1, . .., Q.

O

Lema 67 Za vsak delitelj D stopnje 0 obstajajo tocke P, ..., P, € C, da je

Dwzn:ijg-oo.
j=1

Dokaz: Naj bosta a in b poljubni vrednosti spremenljivke A in naj bosta P, in P, tocki na krivulji C,
tako da velja A(P,) = a in A\(P;) = b. Potem velja

rin= (33),~ (55 - A
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in

P+ iP,=(t—a)y~(t—a)eo =2 00.
Delitelj D stopnje 0 lahko piSemo kot razliko pozitivnih deliteljev iste stopnje, to je

Potem velja enakost

D = ZP+LS ZS+LS
j=1
~ > (Pj+u8;) —2m- o0,

Ce je 2m = n, je lema dokazana. Ce je 2m < n, lahko dodamo totke v neskon&nosti s predznakoma
plus in minus. Ce je 2m > n uporabimo prejinjo lemo in po korakih premaknemo 2m — n tock v co.

O

Lema 68 Naj bo dan tak delitelj D = 2?21 P;j, da je P; # oo za vsak j in P; # P, Ce je j # l. Potem
ne obstaja nekonstantna racionalna funkcija na C s poli Py, ..., P,

Polinom p = p(\, u) v lokalnih afinih koordinatah je globalno meromorfna funkcija na C, s poli v to¢ki
oo. Delitelj, ki Steje pole, je potem oblike

(P)oo = Voo (p) - 00.
Za polinom p(\, 1) = A je voo(N) = 2, za polinom p(\, p) = p paje veo(p) = 2n + 1.

Opomba 69 Ker je na krivulji C v lokalnih afinih koordinatah 11> = f()), je vsak polinom p na C v
koordinatah (A, p) oblike p(\, ) = ¢(N\) + pp(N) za primerna polinoma ¢ in €.

Dokaz: (Leme 68) Pa recimo, da taka funkcija h obstaja. Potem ima funkcija
n
h-TIO=AP)))
j=1
pole le v tocki oo in velja

he T = AMP)) = ¢(A) + pp(N).
Jj=1

za primerna polinoma ¢ in ¥. Vemo, da je voo(p) = 2n + 1, da je v (¢) sodo Stevilo in je zato
Voo (1)) = Voo (1) + Voo (¥) # Voo (). Ker funkcija h nima pola v tocki co, je

¢+ py
[T= (A = A(Fy))

To je protislovje za 1)(\) # 0, zato je ¥»(A\) = 0in je h = h(\). Ker so po predpostavki P; poli funkcije
h, so tudi ¢« P; poli funkcije h. Protislovje. O

Ozvoo(h):voo< ) > Voo(lt) + V00 (V) —2n =1+ voo(9) > 1.
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Naj do Symm?C simetri¢ni produkt krivulje C za poljubno naravno $tevilo d, to je

dp o pd)q. _
Symm“?C :=C%/Sqg=Cx ... xC /Sy

d-krat
za simetri¢no grupo Sy. Element simetri¢nega produkta Symm<(C) oznagimo z (P, ..., P;), kjer so
Py, ..., P;totke na C. Obstaja naravna bijekcija med simetri¢nim produktom Symm?(C) in mnoZico

pozitivnih deliteljev stopnje d:

I;: SymmiC — Divfl,_(C)

d
(Pr,....P) — > P
j=1

Po Lemi 67 zgoraj je za d = n preslikava
I:Symm"C — Jac(C) =Div’(C)/~

n
(P1,...,P,) — ZPj—n-oo
j=1

surjektivna.

Spomnimo se, da je theta delitelj © podmnozica v Jac(C) ki je podana z

n—1
©={D=) Pj—(n—1)-o0}. (6.5)
j=1

Sedaj lahko pokaZemo trditev

Trditev 70 MnoZica

n
Z;:{D:ZPJ-’Pj#oozavsakj in P; #.P 5ejej7él}CZ
j=1

Jje izomorfna mnoZici Jac(C) \ ©. Izomorfizem je zoZitev preslikave I na podmnoZico Z C Symm"C.

Dokaz: Pokazati moramo, da je zoZitev preslikave I na podmnoZico Z injektivna. Naj bosta D, D' € Z
in naj velja I(D) = I(D’). Potem je I(D) — I(D') = D — D' = (h) za neko racionalno funkcijo h.
Toda poli funkcije h so doloCeni z D = Z?’:l P; in po prejSnji trditvi je h konstantna funkcija. Zato je
D=D.
Theta delitelj © je slika delitelja Zj;ll Pj + oc. Cepaje D = Z?Zl Pjinje P; = 1P za j # [, potem
jePj+P =2 coinzatod 7 | Pj—n-o0 €O,

(]
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6.3 Mumfordov sistem

Mumfordov sistem je kompleksen Hamiltonov sistem, ki je karakteriziran z Laxovo enacbo

d
L5 = MO, L]

Ve WEW

Pri tem je LE()\) = (—U‘C()\) Ve

) , elementi te matrike pa so polinomi

Ut = A WA+ 4,
ve) = AT+ L+ T, (6.6)
WEN) = X G+ SN+ L W

s kompleksnimi koeficienti u;, v;, wy, (glej [23], [18], [19]). Krajse bomo pisali: & = (u1,...,Un),
v = (V1,...,0p) in @ = (W1,...,Wpy1). Polinoma U in WT sta moni¢na. Njuni stopnji sta n in
n + 1. Stopja polinoma V' pa je n — 1 (in ni nujno moniéen). Prostor vseh matrik LC(\) oziroma trojic
polinomov (UC(X), VE(X), WE(N)) je C3*+1. Laxova enatba porodi druZino hipereliptiénih spektralnih
krivulj C, ki so (v lokalnih koordinatah) dolo¢ene z enacbo 12 = f()) za polinom

FO) = =det(L(N) = US)WE) + (V).
Ce zapiSemo polinom f v obliki
FON = A2 NP HONT 4 Ho A+ Hopyq

so koeficienti H; funkcije H; = H;(u,v,w) za vsak j = 1,...,2n + 1. Funkcije H; so ohrani-

tvene koliine sistema. Vemo, da so funkcije Hy,.. ., Hy4 1, Casimirjeve invariantne funkcije in da so
funkcije Hyyo, ..., Hagy1 prvi integrali sistema, ki dolo¢ajo komutativna Hamiltonova vektorska polja
XHypor+ s XHygin-

Naj bo ® momentna preslikava Mumfordovega sistema, definirana z

P - (C?)n—‘rl (C2n+1

(u,v,w) +— (Hi(u,v,w),...,Hops1(u,v,w))

Oznac¢imo z h = (hy,...,hopy1) € C?"+1 yrednost momentne preslikave ® in z Cj, himerelipticno
krivuljo, ki je lokalno definirana z enacbo p? = f5,(\), pri emer je fj, polinom s konstantnimi koeficienti

oA = A2 L A+ hop A+ hong -

Trditev 71 Ce je spektralna krivulja Cy,, katere afina krivulja je dolocena z enacbo p* = fn(N), gladka,
je nivojska mnoZica ®~1(h) izomorfna Jac(C) \ ©.

Dokaz trditve je v [23]. Mi ga bomo le na kratko orisali. Ce so w1, ..., u, ni¢le (pazi, to so spremen-
ljivke) polinoma UC, pisemo UC()\) = [Tj—1(A — uy). Ker velja enakost fj(A) = USOOWEN) +

(VE(N)? in je UC(uj) = 0, je vrednost v; := VC(u;) dolotena z VE(u;j) = £+/fu(u;). Ce so nicle
polinoma U® paroma razli¢ne, je polinom V< interpolacijski polinom skozi tocke (uj,vj) € Cp, to je

n n

)\—ul
Ve ::ZUjHu-—u .
j=1 1=1 !

I#]
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Po konstrukeiji je polinom f;(\) — (VE(X))? deljiv s poinomom UC()), saj s0 u1,. .., u, tudi ni¢le
polinoma f5(\) — (VE(N))2:
Fr) = (VEOP|_ = i) = (VE(3))? = i) = flug) = 0.

Zato lahko definiramo WE(\) := (fr(A) — (VE(N))?)/UC(N).
Opomba 72 Ce nicle uy, . . . ,u, niso paroma razlicne in ima nicla uj veckratnost nj, je polinom Ve
enoli¢no definiran z doloceno vrednostjo odvodov, to je

d‘il(v%) ~ Vi)

=0 za 0<I1<mn;—1.

A=u;

Nivojska mnoZica ®~!(h) momentne preslikave ® za regularno vrednost h je mnoZica

o (h) =
= {(@5,@) € C" | USOWEN) + (VE)? = fu(V)} = 6.7)
~ {(ug,...,up,01,...,0,) €C" U\ = H()\ —wuj)inv; =VS(uj)zaj=1,... ,n}/Sn

Pri tem simetri¢na grupa 5, deluje na mnozico

()\—uj)invj:V(C(uj)zajzl,...,n}:

—.

Il
—_

N = {(ul,...,un,vl,...,vn)E(CQ” UC(A):

J

U\ =[(A—w)inv; =VE(uj) zaj=1,...,n}
j=1

= {((ul,...,un),(vl,...,vn)) e C?n

s predpisom
S, Xx N — N
(s, ((u1, ..y un), (U1, .oy vp))) > (s(ur, ... up), s(v1, ..., 00)).
Po Abel-Jacobijevemu izreku vemo, da je Jac(C) = Div"(X)/~, po Trditvi 70 pa imamo izomorfizem
med Jac(C) \ © in mnozico deliteljev
Jac(C)\ © 2 Div’ ,(C) = {D = ZPJ ‘ Pj #ocozavsak j in Pj # u(P) Cejej #1}.
j=1

Izomorfizem med nivojsko mnoZico momentne preslikave ®~!(h) in mnoZico deliteljev Div’} 4(C) je
torej preslikava

®~'(h) — Divl((C)

n
(Uly oy U, U1,y Uy) —> g P;
i=1

za Pj = (uj,v;) € Cp.



Poglavje 7

Geometrija nivojskih mnozic

Znano je, da je regularna nivojska mnozica momentne preslikave Neumannovega sistema Zz -kratni krov
realnega torusa. To je natanko realni del afinega dela Jac(Cy,) \ © Jacobijevega torusa Jac(Cp). Dokaz
je v [23]. Vsaki to¢ki (g, p) € T%S™ lahko priredimo trojico polinomov

T2 (g,p) = (UN), V(A), W) € CH

s predpisom

n+1 C_IQ-
U\ = A()\)ZA_JQ‘
j=1 !
Vi) = A(A)%‘qﬁpﬂ' (7.1)
- )\*CLJ‘ '
j=1
n+1 n+1 _p?
W) = A()\)Z(—IJFZ)\_;).
j=1 i=1

Pri tem obstaja naravna razsiritev na kompleksificiran kotangentni sveZenj 1S "€ to je
me (QP) = (US(V), VE(), WE(V)

s predpisom (4.3). Preslikava 7¢ je surjektivna. Njena praslika za dologeno vrednost (UC, VE W) ¢
C37 1, pri emer U, V€ in WC nimajo skupne niéle v ay, je podmnoZica

1 (U, VW) = {(JsQ, JsP) | Ug p(N), Vg p(X), Wg p(A) kot v (4.3)} .

Pri tem je Js diagonalna matrika z neni¢elnimi koeficienti: (Js);; = 1,¢eje j € Sin (Js)j; = —1, Ce
jeje{l,2,...,n+1}\ Szapoljubno S C {1,2,..,n+ 1}.

Naslednj lema nam poda pogoje (potrebne in zadostne) na spektralni krivulji kompleksnega Neu-
mannovega sistema, pri katerih so koordinate (@, P) realne:

Lema 73 Koordinate Q = (Q1,...,Qny1) in P = (P1,...,Py11) so realne (Q; = g in P; = p;)

natanko tedaj, ko so koeficienti polinomov U, VC in W€ realni in so nicle a1, ..., ans1 polinoma
fn(A) = =AM ITj=1 (A = b)) in nicle ui, ..., uy, polinoma UC urejene v vrstnem redu a; < uy <
ag <up < ...<ap <Up < Gpg1, terjeby € (—oo0,u1) inbj € (uj,uj41) zavsak j =2,...,n.
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Dokaz je v [23]. Ce oznadimo s ¢; < ¢3 < ... < Capy1 urejene nicle polinoma fn(X), za urejene nicle
uy < ... < uy, polinoma U = U potem velja u; € (c2;,c2;41) za vsak j = 1,...,n (glej Sliko 7.1).
Po zgornji Lernije Con+1 = QAp+1 inje ali (Czjfl, ng) = (aj, bj) ali (02];1, ng) = (bj, (Ij).

S kompleksno konjugacijo (), i) — (X, 77) na spektralni krivulji C;, dobimo antiholomorfno involucjo
na Jac(Cp,) s predpisom Z?Zl P; —noo — Z;‘Zl Pj — noo. Potem je realni del Jac(Cy)g mnoZica
fiksnih tock involucije na Jac(Cp) in je

Jac(Ch)R\Gz{ZPj—n-oo}Pj;éoo, P #u(P)zaj#1 in Zﬁj:ZPj} (7.2)

=1

S S
C Co C3 C4 Cs cee Con Con+1

Slika 7.1: Realni del spektralne krivulje 12 = f5, ()

Iz (7.1), (6.8), (4.11), (6.7) in Lemme 73 sledi, da so povezane komponente regularne nivojske
mnozice momentne preslikave (1.5) torusi S1 X ... X .S,.

Trditev 74 Kompleksne koordinate Q = (Q1,...,Qn+1) in P = (P, ..., Pyt1) so zaporedoma enake
(Q1s- - s Qly UQkt1s - -+ UGn+1) 0 (D1y -+« s Phy iPk+15 - - -, iPn+1) Natanko tedaj, ko so koeficienti polino-
mov UC, VC in W€ realni in
a) za k = 1sonicle ay, ..., any1 polinoma fp(\) = —A(XN)B(X) in nicle uy 1, . .. ,u1, polinoma
UC urejene v naslednjem vrstnem redu

a1 < a2 <u11<az3<urg<agr<...<Up-2<ap <Upp-1<0ptl1 < Uln (73)
terje b; € (uj,ujy1)zavsak j =1,2,...,n— linje b, € (uy, o).
b) za2 < k < nsonicleai,...,ans1 polinoma fr(N)B(X) in nicle u 1, . . ., uy , polinoma UC(\)

urejene v vrstnem redu

a1 <ugl <a2 <ug2 < ... <01 <Upk—1<ap <041 < Upk < 42 < ...
< Uk,n—2 <ap < Uk, n—1 <ap41 < Uk,n (74)
ter je bjy1 € (uj,ujp1) zavsak j = 1,...,k —2, b € (uj,ujy1) zavsak j = k,...,n —1,

by € (—oo,u1) in by € (uy, 00).

Dokaz: ée je Q = (QI7 <oy iy iqk+17 s 7iqn+1) in P = (p17 -y Pk ipk+la s 7ipn+1)’ Y pOliQI’lOIIli
. C o . . . 14
UC, VC in W realni (imajo realne koeficiente) in velja UC(\) = U,(\) = A()) >t €j3—a; 22
€1=...=€=1lin€y =... =€y = —1.
Za k = 1 so nicle polinoma U; glede na konstante ay, ..., a,+1 urejene

ar <az<up1 <az<up2<...<op <Un-1<anptl <Ulp, (7.5)
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kar smo Ze videli v (2.10). Ker je fn(A) = Ur(A)Wi(A) + VZ(N) in zato fi,(u1,;) = Vi(u1;) > 0,
nicle b1, ..., b,—1 ( a;) polinoma f}, leZijo na intervalu (u; 1, u1 ). Natancneje je b; € (w15, u1,j+1)
zaj=1,2,...,n— 1. Kerpaje f(u1,) > 0in hkrati f(\) < 0za XA >> 0 obstaja Se ena (in hkrati
zadnja) ni¢la b, na intervalu (u1 ,,, 00).

Za k > 2 so nicle polinoma Uy glede na konstante ay, ..., a,+1 urejene kot v (2.10). Ker velja
neenakost f,(uy ;) > 0, obstaja Se n — 2 niCel by, . .., b,—1 (7 a;) polinoma f, na intervalu (uy, 1, Ug.n).
Natan¢neje je bj11 € (upj,ugj+1)zaj = 1,2,...,k —2inb; € (ugj,upjt1)zaj =k,...,n—1.

Zaradi neenakosti fp,(ug 1) > 0 in ker velja fp(A) > 0 za A << 0, ima polinom f; $e eno ni¢lo
by € (—oo,ug,1). Ker paje fr(urn) > 0, toda fp(A) < 0za XA >> 0, obstaja Se ena (in hkrati zadnja)
nicla b, € (uy ,o0) polinoma fj,.

Dokaz v obratni smeri je enak za vse k = 1,. .., n. Po predpostavki so polinomi U®, V' in W realni
(imajo realne koeficiente) in so nicle polinomov UC in fn urejene kot v (7.3) ali (7.4). Z razcepom na
parcialne ulomke je

n+1 n+1
Cryy Q5 . _
U = AN Y =Y e [0 - )
J=1 J=1  I#

za realne koeficiente ovj. Ker je polinom U C moni&en stopnje n, iz lege ni¢el uy,; sledi

sgn(U™(a;)) —{ (—1)"I* Lifj=1,... k. 70

Po drugi strani pa je U%(a;) = a; [1,;(a; — a;) in zato

sen(US(az)) = sgn(ay)(~1)" 7+ a.7)
Z enaCenjem predznakov v (7.6) in (7.7) vidimo, da mora biti sgn(a;) = 1zaj = 1,...,k, zato ima
enaCba QJZ = ajzaj = 1,...,krealnakorena. Zaj = k+1,...,n + 1 pa velja sgn(a;) = —1,
zato ima enacba Q? =ajzaj=k+1,...,n+ 1imaginarna korena. Enako lahko pokazemo, da je

P = (p1,...,PksiDkt1,---+iPns1). V tem primeru si ogledamo predznak vrednosti polinoma WC v
toCki a;. Z razcepom polinoma W na parcialne ulomke dobimo

WEN) = AN -1+ %) = AN+ S [~ ap)
j=1 J

=1 1]

za realne koeficiente ;. Od tod vidimo, da je

sgn(WC(aj)) = —sgn(y;)(~=1)"7*".
Ker pa velja enakost U (a;)WC(a;) + (VE(a;))? = 0 in velja (7.6), je

—1) It ifj=k+1,...,n+1
sgn(WC(aj)) :{ ((_)1)n—j . ifj’: 1,...,k.

Z enacenjem obeh sgn(W(a;)) dobimo, da je sgn(v;) = 1zaj = 1,..., k. Zato ima enacba sz =,
le realne korene. Podobno dobimo, da je sgn(vy;) = —1zaj =k+1,...,n+ 1inenacba Pj2 = ; ima
le imaginarne korene.

O
Spomnimo se prvega glavnega izreka (glej v Uvodu), ki ga bomo sedaj lahko dokazali:
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Izrek 4 Povezane komponente regularne nivojske mnoZice momentne preslikave Hamiltonovega sistema
(T*H} wi, Hy) zak =1,2,...,n+ 1 so torusi T" = Stx ... x 8L

Dokaz: Najbodoc; < ca < ... < ¢y41 urejene nicle polinoma f, in naj bodo uy 1 = u1,...,ugy = Un
ni¢le polinoma Uy, katerih lege (glede na cy, ..., can+1) so prikazane na Sliki 7.1. V tem primeru je
realna krivulja na Sliki 7.1 realni del spektralne krivulje glede na involucijo 7. Ker veljajo enakosti
(6.8), Trditev 42 in trditev zgoraj, je Izrek 4 dokazan.

O

Podobno trditev lahko pokaZemo Se za eno druZino realnih form kompleksnega Neumannovega sis-
tema. To je druzina, ki pripada involucijam oblike 75 za S = {k}, kjer je k = 2,3,...,n + 1. Primer
S = {1} pa je Ze vkljucen v prej$nji trditvi. V nadaljevanju bomo pisali u;) 1 = u1,. .., Ufp) n = Un-

Trditev 75 Kompleksne koordinate QQ and P so zaporedoma enake (iq, . . ., iqk—1, Qky 1Qk+15 - - - » 10n+1)
in (ip1, - .., iPk—1, Pk, iPk+1, - - - » iDn+1) Natanko tedaj, ko so koeficienti polinomov UC, VCin WC re-
alni in so nicle polinoma f, in nicle uy, . . ., uy polinoma UC urejene:

a) Cejek=2,...,n,je

U <ap <uz <ag < ... <Uk—1 <0kp—1 <o <041 < U < Opg2 < U411 < ...

<y < Up_1 < Api1 < Up
ter je bj € (uj,ujp1)zaj=1,...,n—1inb, € (up,00).
b) Cejek =n+1, je
w < ay <up < ag < ... < Upq < A1 < Up < Ap < Apil
terb; € (uj,ujy1)zaj=1,...,n—1linby, € (up, o).
Dokaz: Cesozak =2,...,n+ 1 kompleksne koordinate enake
Q= (iq1, - - iqk—1, Qs Iqk41, - - -5 iqnt1) 0 P = (ip1, ., iPk—1, P IPh+15 - - -, IPpt1)

2,
imajo polinomi U®, V€ in W realne koeficiente in je UC(\) = U (A) = A(N) Sl e{k}vj)%aj,

j=1
kjer je €qxyr = lin €y ; = —1zaj # k. Zato so lege nicel polinoma Uy glede na konstante
ai,...,an+1, take, kot v Trditvi 15 tocka 2 in tocka 3 (torej enaka zgornjima urejenostima). Ker je

Su(A) = Uy M)Wy (A) + V{Qk}()\) in je zato f(u;) > 0, pa velja:

a) ¢e je k = 2,...,n, na intervalih (u;,u;41) pa leZi liho Stevilo (ena ali tri) nicel aj, je b; €
(uj,ujr1)zaj =1,2,...,n— 1. Kerje f(un) > 0in f(A) < 0za X >> 0, obstaja Se ena (in
hkrati zadnja) ni¢la b,, € (uy,, 00).

b) ¢eje k = n+1, naintervalih (u;, u;11) leZi poenaniClaaj, jeb; € (uj,ujqr1)zaj=1,...,n—1.
Ker je f(un,) > 0in fi(A\) < 0za A >> 0, na intervalu (uy,,00) pa sta dve ni¢li a, in ap41
polinoma f3, obstaja $e ena (in hkrati zadnja) ni¢la b,, € (uy,, 00).

Obratno, naj imajo polinomi UC, V€ in W€ = W realne koeficiente ter UC in f;, urejene nicle, kot je
doloceno v trditvi. Z razcepom na parcialne ulomke je

n+1 n+1

UC(\) = A()\)Z/\ija‘ =Y o [[r-a),
=1 !

=1 I#j
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pri Cemer so «; realni. Ker je U € moni&en stopnje n, iz lege njegovih ni¢el glede na a1, . . ., an41 sledi
W =) sgeje j=1,...,k—1 in j=k+1,...,n+1
Sgn<U(aj)) - { (_1)nﬁj+1 : éeje j= k. (7.8)

Po drugi strani pa je U(a;) = o [[;;(a; — a;) in zato

sen(U(a;)) = sgn(ay)(—1)" 71 (7.9)

S primerjavo (7.8) in (7.9) vidimo, da je sgn(ay) = 1, zato ima enacba Qi = «y realna korena. Za

J # k paje sgn(a;) = —1, zato ima enacba Q? = o imaginarna korena. Podobno lahko pokaZemo, da

je P = (ip1,...,iPk—1, Dk, iPk+1, - - - » iPn+1) iz predznakov vrednosti polinoma WC v tockah aj. Ker
je

n+1 n
C _ )
we) = A —1+ZA_% = +]§::1 g —aj), (7.10)

jesgn(WC(a;)) = —sgn(v;)(—=1)"~9*+L Iz enakosti UC(a; ) WE(a;) + (VC(a;))? = 0 in enakosti (7.8)
paje

W (=t sgeje j=1,...,k—1 in j=k+1,...,n+1
Sgn(W(GJ))_{ (_1)n—j : Geje j=k.

Torej je sgn(vx) = 1 in ima enacba P? = ~;, realna korena, ter je sgn(v;) = —1 za j # k in ima enacba
Pj2 = 1; imaginarna Korena. (]

Ponovimo $e drugi glavni izrek (glej v Uvodu):

Izrek S Povezane komponente regularne nivojske mnoZice momentne preslikave Hamiltonovega sistema
(T*’Hf{‘k}, wiky, Hixy) za k = 2,...,n + 1 so nekompakine mnoZice T 1 xR=28"x...x S8 xR
(n—l)—kmt

Dokaz: Zopet naj bodo ¢; < ¢o < ... < cop41 Urejene nicle polinoma fj in naj bodo uy,. . .,u, nicle
polinoma Uy, . Lege nicel so prikazane na Sliki 7.2. Realna krivulja na Sliki 7.2 je realni del spektralne
krivulje glede na involucijo 74y Iz enakosti (6.8), Trditve 42 in trditve zgoraj so povezane komponente
regularne nivojske mnoZice momentne preslikave sistema (T*H?k}, wigy, Hyy) zak =2,3,...,n+1
izomorfne nekompaktni mnozici R x T' =l R Sy x ... xS,

o e

Slika 7.2: Realni del spektralne krivulje 112 = f,(\) glede na involucijo 74
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Primer 76 (nadaljevanje Primera 13) Za hiperboloid —q3 + q3 + q§ =1je
Up,3y(A) = =i (A — a2)(A = a3) + ¢3(A — a1)(A — az) + ¢§(A — a1)(A — az) .
Za nicli uy in ug polinoma Uy, 3y velja
U < ap < ag <uz <as. (7.11)

Vrednosti polinoma f, iz karakteristicne enacbe (spektralne krivulje) sta za X\ = w1 in A = ug nenega-
tivni. Pisimo polinom fy, v obliki

fo(A) = —=(A —a1)(A —a2)(A —az)(A = b1)(A = b2) .

Iz neenakosti (7.11) ter vrednosti fr(u1) > 0in fr(u2) > 0 lega nicel by in by polinoma fj, ni natanko
dolocena. Velja pa ena od treh moZnosti: by, bs € (0o, uy) ali by, by € (u1,uz2) ali by, by € (ug, 00).

V primeru Hamiltonovega sistema (T*/H%2 3> W{2,3}> H{273}) bi bilo torej smiselno Studirati topologijo
Arnold-Liouvilleovih mnoZic glede na lego regularne vrednosti momentne preslikave v bifurkacijskem
diagramu.



Poglavje 8

Zakljucek

V disertaciji smo definirali realne forme Hamiltonovih sistemov z vezmi. Z antiholomorfnimi involutiv-
nimi avtomorfizmi 75 (glej (3.10)) smo skonstruirali 2n+1 _ 1 realnih form kompleksnega C. Neumanno-
vega sistema na 7%5™. Pokazali smo, da so novi Hamiltonovi sistemi (7*H, ws, Hs) na hiperboloidih
Arnold-Liouvilleovo integrabilni. Ker smo znali enostavno poiskati tudi Laxove enacbe novih sistemov,
smo lahko eksplicitno zapisali druzine prvih integralov. Skozi Studij topologije Arnold-Liouvilleovih
mnoZic realnih form kompleksnega Neumannovega sistema smo definirali koni¢no-hiperboloidne koor-
dinate na enakoosnih hiperboloidih, ki so razsiritev definicije elipticno-sferi¢nih koordinat na sferi S™.
Videli smo, da lahko na enem enakoosnem hiperboloidu obstaja ve¢ druZin koni¢no-hiperboloidnih ko-
ordinat. Na primeru smo videli, da za dano signaturo hiperboloida in pri poljubni permutaciji konstant

ai, ..., an+1, koni¢no-hiperboloidne koordinate ne obstajajo nujno. Pokazali smo, da za mnoZice oblike
S={mm+1,...;k},m=1,2,....n+1ink = m,m+ 1,...,n + 1, koni¢no-hiperboloidne
koordinate vedno obstajajo in njihov obstoj ni odvisen od izbire konstant aq, . .., Gp41.

Laxova ena¢ba Hamiltonovega sistema dolo¢a druZino spektralnih krivulj. Ker je kompleksen Neu-
mannov sistem primer Mumfordovega sistema, je Arnold-Liouvilleova mnoZica, to je regularna nivojska
mnoZica momentne preslikave kompleksnega Neumannovega sistema, izomorfna mnoZici deliteljev

Div? (€)= {D =3P, ] P #ocozavsakj, Pj £ u(P)&ejej A1}
j=1

Pri tem je P; = (uj,v;) € C za niCle u; Jacobijevega polinoma UC (glej 4.3). Za dve druZini realnih
form kompleksnega Neumannovega sistema, to je za (T™H}},wy, Hy) oziroma (T *H?k},w{k}, Hyy),
smo pokazali, da so Arnold-Liouvilleove mnoZice izomorfne kompaktnim torusom 7" oziroma nekom-
paktnim mnoZzicam R x 7T™~!. Zgornje navedeno je strnjeno v ¢lanku [25].

V primeru Neumannovga sistema (in pripadajocih realnih form) so Hamiltonova funkcija in integrali
Uhlenbeckove (in ustrezne realne forme integralov Uhlenbeckove) polinomi s sodimi stopnjami mono-
mov. To so posebni primeri Tg—invariantnih funkcij (glej Definicijo 20). V Poglavju 3 smo navedli in
pokazali nekaj lastnosti Tg—invariantnih funkcij, njihovih kompleksifikacij in pripadajocih realnih form
(Lema 22, Lema 23, Trditev 24). Poiskali in dokazali smo Se zvezo med integrali Uhlenbeckove in
druZino prvih integralov v [26] Neumannovega sistema (Trditev 49).
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POGLAVIE 8. ZAKLJUCEK

Klasifikacija topologije Arnold-Liouvilleovih mnoZic za poljubno mnozico S je Ze za Neumannov
sistem razvejan in kompleksen primer. V konkretnem in v splo$nih primerih ta tematika odpira ve¢ smeri
za nadaljnje raziskovanje:

1.

klasifikacijo Arnold-Liouvilleovih mnoZic vseh realnih form kompleksnega Neumanovega sistema
zan =23

. klasifikacijo Arnold-Liouvilleovih mnoZic realnih form poljubnega genericnega Neumannovega

sistema

. klasifikacijo Arnold-Liouvilleovih mnoZic realnih form kompleksifikacije negeneri¢nih (konfluen-

tnih) primerov Neumannovega sistema

. novih sistemov s spremembo zacetnih parametrov (simplekticne forme, delovanja grupe, ...) v

konstrukciji Hamiltonovih sistemov po Adamsu, Harnadu in Previatu (glej [2])

. ker so sfera in hiperboloidi posebni primeri simetri¢nih prostorov, posploSitev na kompaktne si-

metri¢ne prostore in njihove nesimetri¢ne nekompaktne sorodnike

stabilnosti resitev realnih form Maxwell-Blochove enacbe. Maxwell-Blochovo enacbo lahko inter-
pretiramo kot verigo Neumannovih sistemov, zato so, grobo re¢eno, Liouvillove mnoZice produkti
Arnold-Liouvilleovih torusov C. Neumannovih sistemov.
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