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Povzetek

V delu preucujemo igre na grafih, ki temeljijo na dominaciji. Najve¢ pozornosti posve-
timo dominacijski igri, v kateri igralca dominator in zavlacevalka izmenicno izbirata
vozlisca koncnega grafa, dokler izbrana vozlis¢a ne tvorijo dominacijske mnozice. Kot
je jasno ze iz imen igralcev, je dominatorjev cilj ¢im hitreje zakljuciti igro, medtem ko
zavlacevalka stremi k ¢im daljsi igri. Igralno dominacijsko stevilo grafa je invarianta,
ki nam pove, koliko potez je potrebnih, ko oba igrata optimalno. Potem ko v prvem
poglavju predstavimo zgodovino grafovske dominacije ter prve rezultate v povezavi z
dominacijsko igro, se v drugem poglavju ukvarjamo z dominacijsko igro na disjunktni
uniji grafov, v tretjem pa z igralnim dominacijskim Stevilom na enostavnih druzinah
grafov. Cetrto poglavje posvetimo realizacijam parov igralnega dominacijskega Stevila
z visoko povezanimi druzinami grafov, medtem ko v petem skonstruiramo neskonc¢ne
razrede grafov, ki imajo igralno dominacijsko stevilo (domnevno) maksimalno mozno.
V sSestem poglavju resimo klasi¢ni problem grafovskih invariant, in sicer, kako se in-
varianta poljubnega grafa spremeni, ¢e mu odvzamemo eno povezavo ali eno vozlisce.
V zadnjem poglavju nas zanimajo kombinatorne igre. Podrobneje si pogledamo kom-
binatorno razli¢ico dominacijske igre DoM, za katero dolo¢imo Sprague-Grundyjeve

vrednosti nekaterih enostavnih druzin grafov.

Math. Subj. Class. (2010): 05C57, 91A43, 05C69, 05C76
Kljucne besede: grafovska dominacija, dominacijska igra, igralno dominacijsko ste-

vilo, igre na grafih






Abstract

In the thesis, we study games on graphs that are based on domination. Our main focus
will be the domination game that is played by two players, Dominator and Staller, who
are alternating in choosing vertices of a finite graph. The game ends when the set of
chosen vertices forms a domination set. Dominator’s goal is to finish the game in as
few moves as possible, while Staller wants to delay the end of the game as long as she
can. The total number of moves in the game, when both players are playing optimally,
is called the game domination number. In the first chapter, we present the historical
background of the domination theory in graphs, and introduce the domination game
along with its first results. In Chapter 2, we study the domination game on disjoint
unions of graphs, while Chapter 3 is used to present exact formulas for the game
domination number of some simple classes of graphs. In the fourth chapter, we find
highly connected families that realize all possible pairs of game domination numbers.
In Chapter 5, we construct infinite families of 3/5-graphs and 3/5-trees, while Chapter
6 is used to solve a classical problem of graph invariants regarding edge and vertex
removal. In the last chapter, we first present an overview of the similar combinatorial
games, and then steer our attention towards the combinatorial game DOM that has
similar rules as the domination game. We compute Sprague-Grundy values for some

simple families of graphs.

Math. Subj. Class. (2010): 05C57, 91A43, 05C69, 05C76
Keywords: graph domination, domination game, game domination number, games on

graphs
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Poglavje 1

Uvod

1.1 Grafovska dominacija

Teorija grafov, katere zacetek predstavlja objava clanka Leonharda Eulerja leta 1736, v
katerem je resil problem sedmih mostov Konigsberga, je v zadnjih desetletjih dozivela
popoln razcvet. Med stevilnimi podroéji je v zadnjih letih veliko pozornosti delezna

tudi dominacija.

Prvi dominacijski problem je Ze leta 1862 reseval De Jaenisch [17], ko je iskal mini-
malno stevilo kraljic na Ssahovski ploséi velikosti n x n, ki bi pokrilo vsa polja sahovnice.
Ob koncu 19. stoletja so se sahovski privrzenci navdusevali tudi nad problemom iskanja
najmanjsega Stevila Sahovskih figur na sahovnici tako, da se med sabo ne napadajo, a
pokrivajo vsa polja na ploséi, ter problemom postavitve ¢im vecjega Stevila Sahovskih

figur na plosc¢o na nacin, da se med sabo ne napadajo.

Formalno raziskovanje dominacije sega v leto 1958, ko je Berge v knjigi [3] vpeljal
koncept grafovske dominacije, kot ga poznamo danes. Ore je nato leta 1962 v [34]
predstavil koncepta dominacijske mnozice in dominacijskega Stevila. Slednjega sta leta

1977 Cockayne in Hedetniemi v [14] oznadila z danes uveljavljeno oznako +.

S hitro rastjo teorije grafov se odpirajo vedno novi problemi, med katerimi so tudi
igre na grafih. Ena izmed takih je tudi igra barvanja grafov (glej npr. [21, 2]), ki je
Henninga [27] navdahnila za razmisljanje o podobni igri, povezani z dominacijo. Njegovi

ideji so sledili Bresar et al., ki so v [9] definirali dominacijsko igro.
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1.2 Dominacijska igra

Dominacijska igra je igra na koncnem grafu G, v kateri igralca, dominator in zavla-
cevalka, izmenicno izbirata vozlisca, tako da v vsaki potezi dominirata vsaj eno novo
vozlisée. Vozlisce je dominirano v primeru, ko je izbrano, ali je sosednje izbranemu v
eni izmed predhodnih potez. Igra se konca, ko so vsa vozlis¢a dominirana, tj. ko mno-
zZica izbranih vozlis¢ tvori dominacijsko mnozico grafa G. Dominatorjev cilj je koncati
igro v ¢im manjsem Stevilu potez, medtem ko je zavlacevalkin cilj igrati igro ¢im dlje.
Loc¢imo dve osnovni razlic¢ici igre glede na igralca, ki naredi prvo potezo. V igri 1 zacne
dominator, medtem ko v igri 2 prvo vozlisce izbere zavlacevalka. Igralno dominacijsko
stevilo, oznaceno z 4(G), je skupno stevilo potez v igri 1, ko oba igralca igrata opti-
malno. Podobno je 'y;(G) skupno stevilo potez v igri 2 ob predpostavki, da oba igrata

optimalno.

1.2.1 Osnovni pojmi

V nalogi bomo obravnavali tudi razli¢ico igre, kjer je enemu izmed igralcev dovoljeno
izpustiti eno potezo. Skupno Stevilo potez, ko je ta igralec dominator in oba igrata
optimalno, bomo oznacili z ’ygp v igri 1 in z ’y;dp v igri 2. Podobno oznacujeta ~z?
oziroma 7;3” skupno stevilo potez v igri 1 oziroma igri 2, ko zavlacevalka uziva privilegij
izpuscanja poteze ter oba igrata optimalno. Poudarimo Se, da se izpuSc¢ena poteza ne
steje kot ena izmed potez, tako da je skupno stevilo potez kot v obic¢ajni igri enako
stevilu izbranih vozlisc.

Z dy,ds,... bomo oznacili dominatorjeve poteze v igri 1, s s1,So,... pa zavlace-
valkine. Podobno bomo v igri 2 z dj,d,,... oznacili dominatorjeve, s s}, s5,... pa
zavlacevalkine poteze. Naj bo S mnozica vozlis¢ grafa G. Potem z G|S oznac¢imo delno
dominiran graf G, v katerem so dominirana natanko vozlis¢a iz S. V posebnem, ko
je S = {z}, bomo pisali G|z. Vozlis¢e v delno dominiranega grafa G|S je nasiceno,
¢e so vsa vozlisCa iz njegove zaprte soses¢ine dominirana, tj. N[v] C S. Residualni
graf dobimo iz G|S tako, da odstranimo vsa nasic¢ena vozlis¢a in vse povezave med Ze
dominiranimi vozlisci.

Relacija med igralnim dominacijskim Stevilom v igri 1 in v igri 2 na istem grafu
je prvi problem, s katerim so se ukvarjali avtorji v [9]. Hitro lahko ugotovimo, da
obstajajo grafi, pri katerih je Stevilo potez v igri 1 manjse kot v igri 2, kar pomeni,
da ima zacetni igralec prednost. Primer takega grafa je zvezda. Na drugi strani pa

obstajajo tudi grafi, kot je Cg, pri katerih pa ima prednost igralec, ki je na potezi

14
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drugi.

Bresar et al. so v [9] k problemu relacije med v, in 7, na istem grafu pristopili
s pomocjo strategije namisljene igre. Ta se izkaze za zelo uporabno pri dokazovanju
relacij med igralnim dominacijskim stevilom razli¢nih variant iger. Eden izmed igralcev
(bodisi dominator, bodisi zavlacevalka) si zamisli Se eno igro, ki se igra vzporedno z
dejansko. Igralno dominacijsko tevilo namisljene igre je znano, denimo k. Ce je
dominator igralec, ki si zamislja drugo igro, potem ima strategijo v dejanski igri, ki mu
zagotavlja najvec¢ k potez. Podobno ima zavlacevalka strategijo, ki ji zagotavlja vsaj
k potez, v primeru, ko si drugo igro zamislja ona. Strategija igralca, ki si vzporedno
igro zamislja, je naslednja. Za vsako potezo nasprotnika v originalni igri naredi enako
potezo v namisljeni igri, nato v njej optimalno odgovori in na koncu naredi enako
potezo v originalni igri. Pri tem lahko nastaneta dva problema, in sicer, ¢e poteza
nasprotnika, ki je legalna v dejanski igri, ni legalna v namisljeni igri, ter v primeru, ko
je poteza igralca, ki si igro zamislja, legalna v namisljeni igri, ne pa tudi v dejanski.
Problema potem resujemo individualno v odvisnosti od variante iger. Cilj je izraziti
mejo za igralno dominacijsko Stevilo dejanske igre z igralnim dominacijskim stevilom
namisljene igre.

S pomodjo strategije namisljene igre so tako Bresar et al. [9] pokazali, da velja
79(G) =1 < 7(G) < 74(G) +2

za vsak graf G ter domnevali, da je tudi na desni strani neenacbe enka. To so Kinnersley

et al. s pomocjo principa nadaljevanja tudi dokazali.

Izrek 1.1 [30, lema 2.1 (Princip nadaljevanja)] Naj bo G graf in A, B C V(G). Ce je
B C A, potem velja 75(G|A) < 7(GIB) in )(GIA) < (G|B).

Ta izrek nam potrdi, kar se intiutivno zdi oc¢itno, vendar pa Se zdale¢ ni, saj bi si

lahko katerikoli igralec z nekaj navidezno slabimi potezami zgolj pripravil situacijo za
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kasneje, ko bi lahko odigral nekaj zanj zelo dobrih potez. Poleg tega princip nadalje-
vanja pravi, da dominator nikoli ne bo izbral lista (razen seveda v grafu, kjer so vsa
vozlis¢a listi), kajti z izbiro listovega soseda dominira vsa tista vozlica (in mogoce Se
nekatera druga), ki bi jih dominiral, ¢e bi igral na list. Prav tako lahko iz definicije
igre odstranimo pogoj, da dominator vedno dominira vsaj eno novo, Se ne dominirano
vozlisCe, saj je to ze implicitno skrito v optimalnosti dominatorjeve strategije.

Kot smo Ze napovedali zgoraj, je direktna posledica principa nadaljevanja relacija

med 7, in 7.
Izrek 1.2 [9, 30] Za vsak graf G velja |v4(G) — v4(G)| < 1.

Pravimo, da delno dominiran graf G|S realizira par naravnih stevil (k, /), e je
Y9(G|S) = k in v,(G|S) = £. Zgornji izrek nam torej pove, da ima vsak par, ki se
da realizirati, eno izmed oblik (k,k + 1), (k, k) ali (k+ 1,k). Rekli bomo, da je graf
(k,+), ¢e realizira (k,k + 1). Podobno je graf (k,=), ¢e realizira (k, k), in (k+1,—),
Ce realizira (k+ 1, k). Grafom, ki so (k,+) za neki k, bomo rekli PLUS grafi. Analogno
definiramo tudi ENACAJ in MINUS grafe.

1.2.2 Prvi rezultati

Glede na to, da dominacijska igra izvira iz grafovske dominacije, je naravno pricakovati,
da lahko igralno dominacijsko stevilo na obe strani omejimo z dominacijskim Stevilom.

Velja:
Trditev 1.3 [9, izrek 1] Za vsak graf G velja v(G) < v4(G) < 29(G) — 1.

Spodnja meja ocitno sledi ze iz definicije dominacijske igre, saj izbrana vozlisca
ob koncu igre tvorijo dominacijsko mnozico. Jasno je tudi, da si dominator lahko z
izbiranjem vozlis¢ iz minimalne dominacijske mnozice grafa G zagotovi, da je v igri na
G odigranih najvec 2v(G) — 1. Dokazali so Se, da sta obe meji za vse vrednosti v, tudi
dosezeni.

S pomocjo trditve 1.3 lahko igralno dominacijsko stevilo povezemo tudi z najpo-

membnejsim odprtim problemom v dominaciji, Vizingovo domnevo, zastavljeno v [38].
Vizingova domneva Za vsak par grafov G in H velja v(GOH) > v(G)vy(H).

Tu smo s [ oznacili kartezi¢ni produkt grafov. Za vec informacij o njem priporo-
¢amo [24]. Iz izreka 1.3 torej sledi, da Vizingova domneva ni resni¢na, ¢e uspemo najti
taka grafa G in H, za katera velja v4(G)vy(H) > 4v,(GO H).
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Bresar et al. so v [10] Studirali igralno dominacijsko Stevilo vpetih podgrafov v

odnosu do igralnega dominacijskega stevila supergrafa.

Trditev 1.4 [10, trditev 4.1] Za vsak graf G in njegov vpet podgraf H velja

Vo(H) = V“’(GQ) =y

Poleg tega so za vsak m > 3 poiskali tudi 3-povezan graf GG, ter 2-povezan vpet
podgraf H,,, za katera velja v4(Gy,) = 2m — 2 in v4(H,,) = m. Torej je razlika med
igralnima dominacijskima Steviloma supergrafa in vpetega podgrafa lahko poljubno
velika.

Bresar et al. so v [10] dokazali, da nobeno drevo ne realizira parov (3,2) in (4, 3),
ter postavili splosnejso domnevo, ki pravi, da nobeno drevo ni MINUS graf. Kinnersley

et al. so nato v [30] potrdili domnevo in jo razsirili na (delno dominirane) gozdove.
Izrek 1.5 [30, izrek 4.6] Za vsak gozd F in S C V(F) velja v4(F|S) < 7, (F|S).

Poglavje bomo zakljucili s kratkim pregledom ostalih poglavij. V naslednjem po-
glavju se ukvarjamo z realizacijo igralnega dominacijskega stevila disjunktne unije dveh
grafov. Predstavljeni so rezultati v sploSnem primeru, prav tako pa je predstavljena
druzina grafov, na kateri se da igro na uniji enostavneje opisati. Celotno poglavje
sloni na [18], ki je plod skupnega dela s P. Dorbecom in G. Renaultom. V tretjem po-
glavju bomo nato poiskali igralno dominacijsko Stevilo nekaterih druzin grafov, kot so
polni dvodelni grafi, pajki, poti, cikli in glavniki. Formula za slednje je bila objavljena
v [31], prav tako pa na istem ¢lanku temelji tudi celotno cetrto poglavje, v katerem
poiséemo visoko povezane druzine MINUS, ENACAJ in PLUS grafov. Peto poglavje je
povzeto po [11] (skupno delo z B. Bresarjem, S. Klavzarjem in D. Rallom). V njem
skonstruiramo neskonéne druzine grafov (v posebnem tudi dreves), ki realizirajo zgornjo
mejo igralnega dominacijskega Stevila, postavljeno v 3/5-domnevah. V Sestem poglavju
dokazemo, da se igralno dominacijsko Stevilo poljubnega grafa spremeni najvec za 2,
¢e grafu odvzamemo eno povezavo. Podobno raziséemo tudi spremembo v igralnem
dominacijskem Stevilu, ¢e grafu odvzamemo eno vozlisée. Celotno poglavje sledi [12],
skupnemu delu z B. Bresarjem, P. Dorbecom in S. Klavzarjem. V zadnjem, sedmem
poglavju najprej naredimo kratek pregled kombinatornih iger, ki bazirajo na grafovski
dominaciji, nato pa Se definiramo kombinatorno igro DOM, ki izvira iz dominacijske
igre. Za to igro pois¢emo Sprague-Grundyjeve vrednosti nekaterih enostavnih druzin

grafov.
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Poglavje 2

Dominacijska igra na disjunktni

uniji

V tem poglavju bomo sStudirali realizacije disjunktne unije dveh grafov in odgovorili na

naslednje vprasanje.

Vprasanje 1 Kaj lahko povemo o igralnem dominacijskem stevilu disjunktne unije GU

H, ¢e poznamo igralni dominacijski stevili grafov G in H?

Vprasanje delno izvira iz teorije kombinatornih iger, ki je obsezno studirana v knji-
gah [1, 4]. Kombinatorne igre lahko klasificiramo na $tiri razrede glede na to, kateri
igralec zaéne in kateri igralec zmaga. Pogosto lahko nato samo s poznavanjem razredov

posameznih dveh grafov ugotovimo tudi, kateremu razredu pripada njuna unija.

Na zalost v primeru dominacijske igre to v splosnem ne velja. Seveda je igralno
dominacijsko stevilo unije povezano z igralnima dominacijskima Steviloma njenih kom-
ponent, vendar pa, kot bomo pokazali v podpoglavju 2.4, lahko unija realizira razli¢ne
tipe parov. Ne glede na to pa smo nasli druzino grafov, za katero je mogoce povedati
mnogo vec. Graf G je nikoli-minus graf, ¢e za vsako podmnozico njegovih vozlis¢ S
velja, da G|S ni MINUS graf, tj. 74(G|S) < 7, (G|S).

Intuitivna ideja je ta, da noben igralec ne pridobi nic¢esar, ¢e izpusti eno ali veé
potez v igri na nikoli-minus grafih. Kinnersley et al. [30] so z izrekom 1.5 dokazali, da

so gozdovi nikoli-minus grafi.
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2.1 Osnovne lastnosti nikoli-minus grafov

Motivacija za definicijo nikoli-minus grafov je lastnost, da nobeden izmed igralcev ne
pridobi, ¢e sam izpusti potezo, zato moramo najprej dokazati, da je nasa (formalna)
definicija pravilna, tj. da so nikoli-minus grafi dobro definirani. Bresar et al. so v [9]

dokazali naslednje.

Lema 2.1 Za vsak graf G velja v4(G) < 7P (G) < 74(G) +1 ter v4(G) =1 < ’ygp(G) <
79(G)-

Kljub temu, da Bresar et al. v [9] tega niso dokazali, lahko z enakim nac¢inom dokazo-
vanja — strategijo namisljene igre — dokazemo podobne neenakosti za delno dominirane

grafe v obeh variantah igre.

Lema 2.2 Za vsak graf G in S C V(QG) velja

1(GIS) < %P(GIS) < (GIS) +1,

W(GS) < P(GIS) < Y(GIS) +1,
7(GlS) =1 < 4P(GIS) < (GlS),
W(GIS) =1 < (GIS) < (GIS).

Sedaj lahko dokazemo, da se z izpuscanjem potez na nikoli-minus grafih ne pridobi

nobene prednosti.

Trditev 2.3 Za vsak nikoli-minus graf G in S C V(G) velja v¥#(G|S) = vP(G|S) =

v9(G|S) in 7 %(G|S) = 7P (G|S) = 7} (G|S).

Dokaz: Polemi 2.2 Ze velja 727 (G|S) < 74(G|S) < 4:P(G|S) in 7% (G|S) < ~/(G|S) <
Y, (G1S). Denimo sedaj, da za delno dominiran nikoli-minus graf G/|S velja 'ygp (G]S) <
v4(G|S). Da pridemo do protislovja, uporabimo strategijo namisljene igre.

Originalna igra je igra 1 na grafu G|S, medtem ko si dominator vzporedno zamislja
igro 1 na G|S, kjer lahko on izpusti eno potezo. Zavlacevalka torej igra optimalno v
originalni igri. Ker velja vgp (G|S) < 74(G|S), lahko sklepamo, da dominator izpusti
eno potezo. Denimo, da se to zgodi potem, ko sta odigrala x potez. Naj X oznacuje
mnozico do sedaj dominiranih vozlis¢. Po izpusceni potezi igrata na G|X igro 2. Ker
je v zacetnih x potezah dominator igral optimalno, zavlacevalka pa ne nujno, dobimo,
da velja

z +7,(GIX) < (G|S).

19



Ker pa je zavlacevalka igrala optimalno v originalni igri, dobimo
z +7(GIX) = 7,4(GS) .-

Ce uporabimo e dejstvo, da je G nikoli-minus graf, za katerega torej velja v,(G|X) <

7y(G|X), dobimo naslednje protislovje:
75(GIS) < & +74(GX) <z +7,(GIX) < 4P(GS).

Analogno lahko dokaZemo Se preostale tri neenakosti, ki zadevajo igro 2 in/ali va-

rianto igre, ko lahko zavlacevalka izpusti poljubno stevilo potez. -

Naslednja lema govori Se o eni lastnosti nikoli-minus grafov in je zgolj posplositev

rezultata iz [30]. Dokaz je bolj ali manj enak.

Lema 2.4 Naj bo G graf in S C V(G) tako, da za vsak X 2O S welja v4(G|X) <
Y1(GIX). Potem velja 7,((GUK1)IS) > 7,(GIS) +1 in 7 ((GUKIS) = 74(G1S) +1.

Dokaz: Uporabimo indukcijo na $tevilo vozlisé v V(G) \ S. Ce je V(G) \ S prazna
mnozica, je trditev trivialna. Predpostavimo sedaj, da je S ¢ V(G) in da trditev drzi
za vsak G| X, kjer je S ¢ X.

Najprej si poglejmo igro 1. Naj bo izbira v optimalna prva poteza dominatorja na
(G U K;)|S. Ce je v dodano vozlisée, tj. v ¢ V(G), potem po indukcijski predpostavki
velja v, ((GUK1)|S) = 7,(G|S) +1 > 74(G[S) + 1. Po drugi strani, ko je v € V(G), pa
naj bo X = SUN|v]. Glede na izbiro poteze dominatorja in po indukcijski predpostavki
velja 7, ((GUK1)[S) = 1+7,((GUK1)|X) > 147, (G|X)+1. Ker dominatorjeva izbira
v na grafu G|S ni nujno optimalna, dobimo Se v4(G|S) < 1+ 7/ (G|X). Ce druzimo
obe neenachi, dobimo Zelen rezultat.

Obravnavajmo sedaj se igro 2. Naj bo izbira w optimalna zavlacevalkina poteza
na grafu G|S in naj bo Y = S U N[w]. Zaradi optimalnosti te poteze potem velja
Y, ((GUKL)[S) = 1+, ((GUEKL)[Y). Ce zavlacevalka igra w na grafu (GUK7)|S, zaradi
indukcijske predpostavke velja se v, ((GUK71)[S) > 1+, ((GUK1)]S) > 14+7,4(G|Y)+1.

S tem je trditev dokazana tudi za igro 2. -

2.2 Vec nikoli-minus grafov

Najprej dokazimo precej uporabno lemo o druzini MINUS grafov.
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Lema 2.5 Naj delno dominiran graf G|S realizira par (k,k — 1) in naj bo izbira u
legalna poteza na G|S. Potem graf G|(S U Nlu|) realizira (k — 2,k —1).

Dokaz: Naj bo X = S U NJu]. Po definiciji igralnega dominacijskega Stevila velja
k= 74(G|S) <1+ 7,(G|X) in tudi k — 1 = v5(G[S) > 1+ 74(G|X). Z uporabo teh

dveh neenakosti in izreka 1.2 dobimo
k—1<7,(GX) <y (GX)+1<k-1.

Ker sta na levi in na desni strani enaki vrednosti, veljajo enacaji skozi celotno verigo

neenakosti in zato dobimo, da graf G|X realizira par (kK — 2,k — 1). -

Kot smo ze povedali v uvodu, so Kinnersley et al. v [30] dokazali, kar so Bresar
et al. domnevali ze v [10], in sicer da (delno dominirani) gozdovi spadajo v druzino
nikoli-minus grafov. V nadaljevanju tega razdelka bomo predstavili se dve druzini
nikoli-minus grafov. Prva je posplositev razcepnih grafov.

Graf G je tri-razcepen, ¢e lahko njegovo mnozico vozlis¢ razdelimo na paroma dis-
junktne mnozice A # ), B, C tako, da velja

Yue AVve AUC : w € E(G),
Vue BYve BUC : w ¢ E(G).

Izrek 2.6 Vsak povezan tri-razcepen graf je nikoli-minus graf.

Dokaz: Naj bo G tri-razcepen graf s pripadajoco particijo (A, B,C) in naj bo S C
V(G). Dokazati zelimo, da velja v4(G|S) < 75 (G|S). Ce je v4(G|S) < 2, potem trditev
ocitno velja. Predpostavimo sedaj, da je v,(G|S) > 3.

Najprej opazimo, da za dominatorja vedno obstaja optimalna strategija, ki vkljucuje
samo izbire vozlis¢ iz A, saj po definiciji za vsak u € B U C obstaja v € A tako, da
velja N[u] C N[v]. Zaradi principa nadaljevanja lahko zato v nadaljevanju dokaza
predpostavimo, da dominator v vsaki potezi izbere vozlisce iz A.

Denimo, da poznamo dominatorjevo optimalno strategijo v igri 2. S pomocjo stra-
tegije namisljene igre bomo pokazali, da igra 1 ne traja dlje kot igra 2. Dominator
si najprej zamisli, da zavlacevalka izbere vyg € B U C. Dominator nato igra (origi-
nalno) igro 1 na G|S s pomocjo strategije na (namisljeni) igri 2 na grafu G|(S U N [wvo]).
Zavlacevalka igra optimalno na G|S. Po prvi dominatorjevi potezi, ki je narejena v
namisljeni igri in nato odigrana Se v originalni igri, je edina razlika med obema igrama

morda dominirano vozlis¢e vg. To je dominirano v namisljeni igri, medtem ko to ni
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nujno res v originalni igri. Ker ima vg vse sosede v AU C in je celotna mnozica AU C
dominirana v prvi dominatorjevi potezi, sledi, da je vsaka legalna poteza v namisljeni
igri legalna tudi v originalni. Po drugi strani pa lahko zavlacevalka v svoji potezi na
novo dominira samo vg, kar je legalna poteza v originalni igri, ne pa tudi v namisljeni.
V tem primeru si dominator zamisli, da je (legalno) izbrala neko vozlisée v;. Situacija
se lahko ponovi tudi z v, zato si dominator zamisli zavlacevalkino potezo na vo. Naj bo
v; zadnje tako vozlisée, preden se namisljena igra zakljuci. Sledi, da je v; potencialno
edino vozlisce, ki je dominirano v namisljeni igri, ni pa dominirano v originalni.
Predpostavimo sedaj, da se je namisljena igra koncala, in s k7 oznac¢imo stevilo
potez v namisljeni igri. Ker je namisljena igra igra 2, na kateri je dominator igral
optimalno, zavlacevalka pa ne nujno, velja kz < v;(G|S). Na tej tocki, ko je namisljena
igra koncana, je originalna igra bodisi kon¢ana, bodisi je v; edino nedominirano vozlisce.
Ker je za dokonc¢anje originalne igre potrebna Se najvec ena poteza, velja kr < k,—1+1,
kjer smo z kg oznacili skupno Stevilo potez v originalni igri. V njej je zavlacevalka igrala
optimalno, kar pa ni nujno res za dominatorja. Od tu sledi, da velja Se kg > v4(G|S).

Ce zdruzimo vse tri neenakosti, lahko dokaz zaklju¢imo z
15(G|S) < kg < kz <(G|S).
[

Naslednja druzina nikoli-minus grafov je druzina dualno tetivnih grafov, glej [8], ki
je definirana na slede¢ nac¢in. Naj bo G graf in v eno izmed njegovih vozlis¢. Vozlisce
u € N[v] je maksimalni sosed vozliséa v, ¢e za vsak w € N[v] velja N[w| C N]u],
tj. Nu] vsebuje vsa vozlisca, ki so na razdalji najve¢ 2 od v. Ureditev vozlis¢ vy, ..., v,
je ureditev glede na maksimalno sosescino, ¢e ima v; maksimalnega soseda v podgrafu
G, induciranem z vozliscéi vy, ..., v; za vsak ¢ < n. Graf je dualno tetiven, ¢e v njem
obstaja ureditev vozlis¢ glede na maksimalno soseséino. V posebnem so gozdovi in
intervalni grafi dualno tetivni grafi.

Preden dokazemo, da so dualno tetivni grafi nikoli-minus grafi, potrebujemo Se

naslednjo lemo.

Lema 2.7 Za vsak dualno tetiven graf G na n vozliscih obstaja ureditev glede na ma-

ksimalno sosescino vi,...,vn, v kateri je vsako wvozlisce v;, ki ima za maksimalnega
soseda v G; = G[{v1,...,v;}] samo samega sebe, izolirano v G;.
Dokaz: Naj bo G dualno tetiven graf na n vozlis¢ih in vy, ..., v, ureditev glede na

maksimalno soses¢ino v G z minimalnim stevilom neizoliranih vozlis¢ v G;, ki so sami
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sebi edini maksimalni sosed. Ce takih vozli$¢ ni, je dokaz zaklju¢en. Predpostavimo
sedaj, da obstaja vsaj eno tako vozlisce. Z v, oznac¢imo tako vozlisce, ki ima najvecji
indeks.

Najprej opazimo, da v Gy = G[{v1,...,vx}] ni nobenega vozlis¢a na razdalji 2 od
vg. Ce bi bilo vozlisée u v Gy, sosednje vozliéema vy, in u/, potem bi bila po definiciji
maksimalnega soseda tudi vy in ’ soseda. Torej je v, soseden vsem vozliséem v svoji
komponenti. Trdimo, da je vg,v1,...,0%—1,Vgs1,---,Un prav tako ureditev glede na
maksimalno soseséino v G. Vsa vozliséa v;, kjer je i > k, in vsa vozliséa z indeksom
manjsim od k, ki niso v komponenti vozlis¢a vy v grafu Gy, imajo istega maksimalnega
soseda. Vozlisce vg pa je maksimalni sosed vsem vozlis¢em z indeksom manjsim od k&, ki
lezijo v komponenti v v grafu Gi. Naj bo v; vozlisce, ki je samo sebi edini maksimalni
sosed v novi ureditvi. Vozlisée v; je bil edini maksimalni sosed samemu sebi ze v
originalni ureditvi. Poleg tega se soses¢ina v; v G; ni spremenila, razen v primeru, ¢e
je bilo vozlisc¢e v; v komponenti vy v G. Ocitno je v novi ureditvi vy izolirano vozlisce
v G, ki je samo sebi edini maksimalni sosed. Torej nova ureditev wi, ..., w, vsebuje
manj neizoliranih vozlis¢, ki imajo samo samega sebe za maksimalnega soseda. To je v

protislovju s prvotno izbrano ureditvijo. -

Izrek 2.8 Dualno tetivni grafi so nikoli-minus grafi.

Dokaz: Izrek bomo dokazali z indukcijo na Stevilo nedominiranih vozlis¢. Naj bo G
dualno tetivni graf in vy, . . ., v, ureditev njegovih vozlis¢ glede na maksimalno soses¢ino,
v kateri je vozlis¢e v; samo sebi maksimalni sosed le v primeru, ko je wv; izolirano
v G[{v1,...,vp}]. Taka ureditev po lemi 2.7 vedno obstaja. Naj bo § C V(@) in
J najvecji indeks, za katerega vozliS¢e v; ni v mnozici S. Predpostavimo, da delno
dominiran graf G|S realizira par (k,k — 1), kjer je k > 3. Naj bo v; maksimalni sosed
vj v grafu G; = G[{v1,...,v;}], izbira u optimalna zavlacevalkina poteza na grafu
G|(SU NJv;]) in X = SU NJv;] U N[u]. Po lemi 2.5 sledi, da grafa G|(S U Nlv;]) in
G|(SUNT|u]) oba realizirata par (k—2,k—1). Zaradi optimalnosti zavlacevalkine poteze
na u velja

k—1=(GI(SUN[W]) = 7(GIX) +1.

Naj bo vy vozlis¢e sosednje v;. Z indukcijo na ¢ bomo dokazali, da velja N[v,| C
(SUN|[v]). V primeru, ko je ¢ < j, zaradi dejstva, da je v; maksimalni sosed v; v Gj,
sledi, da vsi sosedje vozlis¢a vy lezijo bodisi v Nv;], bodisi imajo indeks veéji od j in

so zato v S. V obeh primerih torej trditev drzi. Naj bo sedaj ¢ > j in v, maksimalni
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sosed vozlis¢a vy v Gy = G[{v1,...,v}] z najmanjsim indeksom. Ker vy ni izolirano v
Gy, potem je m < {. Ker je v; soseden z v, in je j < £, sledi, da je vj sosed vozlica
Um. Po indukcijski predpostavki potem velja Nv,,] C (S U NJv;]), od koder sledi, da
vsi sosedje vy vozlisca vy, kjer je ¢ < £, lezijo v N|vp] C (S U N[v;]), medtem ko tisti,
za katere velja ¢/ > ¢, lezijo v S. Od tu potem sledi, da velja Nvs] C (S U N[v;]).

Iz zgornjega sledi, da vozlisce u ni sosed vozlisca vj, saj sicer poteza na u ne bi bila

legalna v G|(S U Nv;]). Po principu nadaljevanja potem sledi

V9(G[(S U N[u])) = 79 (G(X \ {v;})) -

Ker so vsa vozlis¢a na razdalji najve¢ 2 od v; dominirana v G|X, dobimo, da velja
Y9(G|(X\{v;})) = 74((GUK1)|X). Po indukcijski predpostavki sedaj lahko uporabimo
lemo 2.4 in dobimo
Yo(GI(X \{v;})) = 7,(G]X) + 1.
Na koncu Se zdruzimo dobljene neenakosti in dokaz zaklju¢imo z naslednjim protislov-
jem
k—2=7(GI(SUNu])) = v(GI(X \{v;})) = %(GIX) + 1=k 1.

Sledi, da G|S ni MINUS graf. -

2.3 Realizacije unije nikoli-minus grafov

V tem razdelku se osredotoc¢imo na vprasanje 1, pri ¢emer se omejimo le na nikoli-
minus grafe. Najprej dokazemo izrek, iz katerega dobimo meje igralnega dominacijskega

stevila disjunktne unije dveh nikoli-minus grafov.

Izrek 2.9 Naj bosta G1]S1 in G2|S2 delno dominirana nikoli-minus grafa in x poljubna

legalna poteza na G1|S1. Potem velja

Y((G1UG2)[(S1US2)) = 74(G1]S1) + 74(G2|S2) (2.1)
Yg((G1UG2)|(S1US2)) < 1+7,(G1](S1UN[z]) + 75(G2|S2), (2.2)
Y,((G1UG2)|(S1US2)) < ~,(G1]S1) + 75(G2|S2), (2.3)
Y(G1UG2)|(S1US2)) > 14 74(G1](S1UN[a])) +74(G2[S2) - (2.4)

Dokaz: Pri dokazovanju vseh mej si pomagamo s strategijo sledenja. Ko igralec
uporabi to strategijo, pomeni, da vsakic, ko je to mogoce, igra v komponenti, v kateri

je igral igralec pred njim.
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Najprej si poglejmo igro 1 na grafu (G U G2)|(S1 U S3). Zavlacevalka uporablja
strategijo sledenja. Najprej predpostavimo, da se igra na G konca pred igro na Gbs.
Potem si zavlacevalka lahko s svojo strategijo zagotovi, da je na grafu G1|S; odigra-
nih vsaj v4(G1|S1) potez. Ker pa je lahko dominator tisti, ki zadnji igra na Gi, je
zavlacevalka potem prisiljena igrati na Ga. Taka situacija dovoljuje dominatorju, da
preskoCi eno potezo na Go. Ker je G3|S2 nikoli-minus graf, po trditvi 2.3 sledi, da si
zavlacevalka zagotovi vsaj v4(G2]S2) potez na grafu Ga|Se. Skupno Stevilo potez na
uniji (G1 U G2)|(S1 U S2) torej ni manjse kot v4(G1]51) + 74(G2|S2). Z analognimi ar-
gumenti dobimo, da se igra na uniji ne konca prej kot v v4(G1]S1) +74(G2|S2) potezah
v primeru, ko je igra na Gg prej zakljucena kot igra na G;. V obeh primerih dobimo
Zeleno neenakost.

V igri 2, ko dominator uporablja strategijo sledenja, lahko z enakim sklepanjem

pridemo do naslednje neenakosti
Y5 ((G1 U G2)|(S1 U S2)) < 4,(G1]S1) +7,(G2[S2) -

Vrnimo se nazaj k igri 1. Dominator najprej odigra € V(G1) in nato uporablja
strategijo sledenja do konca igre. S tem si lahko zagotovi, da velja v,((G1 U G2)|(S1 U
51)) < 14+ 7,((G1 UG2)|(S1 U S2 U N[z])) in po trditvi 2.3 tudi

Yg((G1UG2)|(S1USs)) <1+ 7,(G1](S1 UN[z])) + 7, (G2]S2) .
Enako velja za zavlacevalko v igri 2, s ¢éimer dobimo Se neenakost (2.4). n

V primeru, da sta komponenti unije nikoli-minus grafa, nam meje iz zadnjega izreka
dajo precej natanc¢ne meje za vrednosti, ki jih je mozno realizirati z unijo. Najprej

obravnavamo primer, ko je vsaj ena izmed komponent ENACAJ graf.

Izrek 2.10 Naj bosta G1|S1 in G32|Se delno dominirana nikoli-minus grafa. Ce je
G1|S1 (k,=) in je G3|Se (£,%), kjer je x € {=,+}, potem je disjunktna unija (G1 U
GQ)‘(Sl U SQ) (k + K,*),

Dokaz: Uporabimo neenakosti iz izreka 2.9. V igri 1 dominator naredi optimalno
potezo na x v grafu G3|S2, za katero velja v, (G2|(S2 U N[z])) = £ — 1. Z uporabo
neenakosti (2.1) in (2.2), v katerih zamenjamo vlogi G1|S; ter G3|S2, dobimo

k+0<9(GiUG2)[(S1US2)) <1+k+{—1.

Podobno lahko tudi zavlacevalka v igri 2 optimalno izbere y v grafu Gs|Ss, od koder
sledi 74(Ga|(S2 U N[y])) = 7,(G2|S2) — 1. Z uporabo neenakosti (2.3) in (2.4) dobimo
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e 75 ((G1 U G2)[(S1 U S2)) = 75(G1]S1) + 74(G2|S2), s ¢imer smo dokazali, da je graf
(GlUGg)KSlUSQ) res (k—i—g,*). -

V drugem primeru, ko sta obe komponenti unije PLUS grafa, pa dobimo naslednji

rezultat.

Izrek 2.11 Naj bosta G1|S1 in G32|Se delno dominirana nikoli-minus grafa. Ce je
G1|S1 (k,+) in je G2|S2 (¢,4), potem velja

k+€<7(GiUG)[(S1US82) <k+0+1,
k+0+1<79,((G1UG)[(S1US2)) <k+{+2.

Dodatno velja se, da so vse meje lahko doseZene.

"

T3 Ty P noga

Slika 2.1: Drevesa T3, Ty, P3 in noga

Dokaz: Podobno kot v dokazu prejSnjega izreka iz neenakosti (2.1) in (2.2) sledi
k410 <~4((G1UG2)|(S1US2)) < k+£+1, iz neenakosti (2.3) in (2.4) pa k+ ¢+ 1 <
’y;((Gl UG2)|(S1US2)) < k+{+2.

V nadaljevanju bomo dokazali Se, da so vse Stiri meje zares dosezene. Naj bo T;
drevo s korenom stopnje ¢+ 1, na katerega sta pripeta dva lista in ¢ — 1 poti dolzine dve.
Na sliki 2.1 sta narisana T3 (s korenom a) in T (s korenom c). Enostavno je videti, da
T; realizira par (i,7 + 1), medtem ko je v(7T;) = i. Trdimo, da za vsaka k,¢ > 1 velja
vg(Tx UTy) = k + £+ 1. Dominator zagotovi, da sta v prvih treh potezah odigrana
korena obeh dreves. Do konca igre je potem potrebnih Se najvec¢ k + ¢ — 2 potez.

Podobno velja Se v4(T, UTy) = k+{¢+2za k > 3 in £ > 1. Zavlacevalka v svoji
prvi potezi izbere list, soseden korenu v T}, (npr. b na sliki 2.1). Ne glede na to, kje igra
dominator (npr. a), lahko v svoji drugi potezi zavlacevalka izbere Se en list, soseden

korenu v enem izmed grafov (npr. d). Ce sta po dominatorjevi drugi potezi oba korena
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nasicena, morata igralca odigrati Se vsaj k4 £ — 2 potez, v nasprotnem pa zavlacevalka
igra na koren, ki Se ni nasi¢en. Nato je potrebnih Se najmanj k + ¢ — 3 potez do konca
igre. V obeh primerih dobimo, da lahko zavlaéevalka zagotovi, da je skupno odigranih
Se vsaj k + £ + 2 potez. S tem smo pokazali, da sta zgornji meji v izreku res tesni.

Za dokaz, da sta tudi spodnji meji dosezeni, si poglejmo unijo poti reda tri in
t.i. noge, glej sliko 2.1. Noga je graf, ki ga dobimo tako, da povezemo vozlis¢e stopnje
3 3-zvezde in list poti na treh vozlis¢ih. Hitro lahko izracunamo, da Ps realizira par
(1,2), medtem ko noga realizira par (3,4). Na roke je enostavno preveriti, da njuna

unija potem realizira par (4,5). -

Iz zadnjih dveh izrekov direktno sledi naslednja posledica.
Posledica 2.12 Disjunktna unija nikoli-minus grafov je nikoli-minus graf.
Zaradi te posledice lahko razsirimo Se izrek 2.6.

Posledica 2.13 Vsi tri-razcepni grafi so nikoli-minus grafi.

2.4 Realizacije unije splosnih grafov

V tem razdelku bomo obravnavali Se realizacije disjunktne unije poljubnih grafov. Naj-
prej navedemo izreku 2.9 podoben izrek, ki obravnava primere glede na parnost skup-

nega Stevila potez v doloceni igri.

Izrek 2.14 Naj bosta G1|S1 in G2|Se delno dominirana grafa.
o Ce sta v5(G1]S1) in v4(G2|S2) sodi, potem velja

Y9((G1 U Ga)[(S1 U S2)) > 74(G1]S1) + 74(GalS2). (2.5)

o Ce je v,(G1|S1) liho in Yy(G2|S2) sodo, potem velja

79((G1 U G2)|(S1 U S2)) < v4(G1]S1) + 7;(6'2\52). (2.6)

o Ce sta v, (G1]S1) in ~,(Ga|S2) sodi, potem velja

Y, ((G1 U G2)|(S1 U S2)) < 7, (G1]51) + 7, (G2] S2). (2.7)
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o Ce je v, (G1]S1) liho in v4(G2|S2) sodo, potem velja

Y9((G1UG2)[(S1US2)) > 7,(G1]S1) + 74(G2|S2). (2.8)

Dokaz: Dokaz je podoben dokazu izreka 2.9. Dokazimo najprej neenakost (2.5).
Zavlacevalka uporablja strategijo sledenja. Brez skode za splosnost predpostavimo Se,
da se igra na Gy zakljuéi pred igro na Go. Ce dominator igra optimalno v G1, potem
zaradi parnosti zavlacevalka igra zadnjo potezo v (1, od koder sledi, da dominator
ne more izpustiti poteze na Ga, zato je na G odigranih vsaj v,(Ga|S2) potez. Ce pa
dominator igra tako, da je na G potrebna Se ena poteza, potem je Stevilo potez na
G vsaj 'y;dp(Gg\Sg), kar pa po lemi 2.2 ni manjse od v4(G2|S2) — 1. V obeh scenarijih
dobimo enako spodnjo mejo, tj. v4((G1 U G2)[(S1 U S2)) > v4(G1]S1) + 74(G2|S2).
7 enakim argumentom, le da dominator uporablja strategijo sledenja, dokazemo tudi
neenakost (2.7).

Podobno dokazemo Se neenakost (2.6). Naj dominator najprej naredi optimalno
potezo na x v G1|S; in nato do konca igre uporablja strategijo sledenja. Potem za-
vlacevalka igra v grafu (G; U G2)|(S1 U Nz] U S2). Ker po predpostavki velja, da sta
Yo(G1](S1UNIz])) = 74(G1]S1) —1 in v} (G2|S2) obe sodi, po zgornjem argumentu sledi,
da velja 7, ((G1 U G2)|(S1U S2)) < 74(G1]S1) +75(G2]S2). Na enak nacin dokazemo se
neenakost 2.8, pri ¢emer je zavlacevalka ta, ki naredi najprej optimalno potezo in nato

uporabi strategijo sledenja. -

Sedaj lahko s pomocjo izrekov 2.9 in 2.14 obravnavamo 21 razli¢nih primerov dis-
junktnih unij s poljubnimi grafi. Primeri se med seboj razlikujejo po parnosti skupnega
stevila potez v vsaki od komponent ter po parih, ki jih komponente realizirajo. Pri

racunanju igralnega dominacijskega stevila unije bomo uporabljali Se naslednji izrek.

Izrek 2.15 Naj bosta G1|S1 in G2|Se delno dominirana grafa. Potem velja

Y((G1UG2)[(S1US2)) > 74(G1]S1) + 74(G2]S2) — 1, (2.9)
Y (G1UG)[(S1US2)) < 7g(Gi]S1) +7,5(GalS2) + 1, (2.10)
Yo((G1UG2)|(S1US2)) < 745(Gi]S1) +75(Ga[S2) +1, (2.11)
Yo((G1UG2)|(S1US)) > 7,(G1]S1) + 74(G2|S2) — (2.12)

Dokaz: Najprej si poglejmo igro 1 na grafu (G1UG2)|(S1US2). Zavlacevalka si vzpore-

dno zamislja Se dve loceni igri, prvo na (G1]S7 in drugo na Ga|Ss. Vsaki¢, ko dominator
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naredi potezo v eni izmed komponent v originalni igri na (G1 U G2)|(S1 U S2), zavla-
cevalka to potezo ponovi v ustrezni zamisljeni igri in nato v njej optimalno odgovori.
Poteze so legalne, dokler ena izmed zamisljenih iger (in s tem ena izmed komponent v
originalnem grafu) ni zakljucena. Ce je zavlacevalka tista, ki je naredila zadnjo potezo,
potem potrebujeta vsaj v4(G1|S1) potez v prvi in vsaj v4(G2|S2) potez v drugi kompo-
nenti unije, saj je dominator zacel v obeh igrah, vse poteze pa so bile legalne. V primeru,
ko dominator zakljuéi prvo izmed iger, brez skode za splosnost naj bo to igra na G151,
dobimo, da je v tej komponenti unije odigranih vsaj v,(G1]S1) potez. V originalni
igri nato dominator preskoci potezo v drugi komponenti. Ker taka poteza ni legalna v
zamisljeni igri na Go|Ss, si zavlacevalka zamisli, da je dominator igral poljubno legalno
potezo. Nato naredi svojo potezo, katero potem ponovi v originalni igri. Igra se nato
normalno nadaljuje, dokler zamisljena igra ni koncana. Vse zavlacevalkine poteze v
originalni so legalne, saj je mnozica dominiranih vozlis¢ v drugi komponenti originalne
igre podmozica dominiranih vozlis¢ v zamisljeni igri. Kadar dominatorjeva poteza ni
legalna v zamisljeni, si zavlacevalka zamisli poljubno legalno potezo. V zamisljeni igri
potrebujeta vsaj v4(G2|S2) potez. Ker se originalna ne konc¢a pred zamisljeno igro, do-
bimo, da je v originalni igri potrebnih vsaj v4(G2|S2) — 1 potez, saj se izpuscena poteza
ne Steje. Na uniji (G1 UG?2)|(S1US2) skupaj potrebujeta torej vsaj v4(G1) +7v4(G2) — 1

potez. Na enak nacin lahko pokazemo Se ostale neenakosti. -

V tabeli 2.1 sedaj predstavimo splosne meje za igralno dominacijsko stevilo dis-
junktne unije dveh grafov. Prva dva stolpca v tabeli nam povesta parnost in tip obeh
komponent, pri ¢emer e, e; in es oznacujejo soda stevila, 0,01 in o pa liha. V tretjem
in ¢etrtem stolpcu so meje na igralno dominacijsko stevilo unije v igri 1 ter igri 2. V
zadnjih dveh stolpcih pa najdemo oznake neenakosti, ki jih uporabimo v dokazu mej.

Oznaki dodamo *, ko uporabimo neenakost, pri kateri zamenjamo vlogi GG in Gbs.

Izrek 2.16 Meje iz tabele 2.1 drzZijo. V posebnem dobimo, da velja

79(G1 U GQ) - (VQ(GI) + 79(G2)) € {—1,0, 172}
Vé(Gl U GZ) - (Vg(Gl) + VQ(GQ)) € {_2’ —-1,0, 1}

in vse te vrednosti so dosezZene.
Vrstice v tabeli 2.1 so urejene narascajoce glede na razliko med zgornjo in spodnjo
mejo. V vseh razen stirih primerih smo nasli grafe, ki dosezejo meje iz tabele 2.1. Ti

primeri, ki so bili preverjeni z racunalnikom, so navedeni v tabeli 2.2. Grafi so bodisi

opisani spodaj, bodisi so narisani na sliki 2.2.
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‘ G, ‘ Go H Vg Yy H 7a 7 ‘ 7a 7, ‘

(01,=) | (02,+) Yg=01+02—1 Yy = 01+ 02 (2.9),(2.6%) | (2.12%),(2.7)
(e1,—) | (e2,+) Vg = €1+ ez Yy =e1+e2+1 (2.5),(2.10%) | (2.8%),(2.11)
(01,—) | (02,—) Yg=01+02—1 Yy =01+ 02 —2 (2.9),(2.6) (2.12),(2.7)
(e1,—) | (e2,—) Vg =e1+ e Yy =ce1+e2—1 (2.5),(2.10) (2.8),(2.11)
(01,=) | (02,—) vg=o014+02—1 01+03— 1<, <o1+0y (2.9),(2.6) (2.12),(2.11)
(e1,=) | (e2,—) vg = €1+ e2 erter—1<vy <e +e (2.5),(2.10) | (2.12),(2.11)
(e,= (0,—) eto—1<y<e+o Yg=e+o—1 (2.9),(2.10) (2.12),(2.7)
(0,=) | (e,—) eto—1<y,<e+o Yy =€+o (2.9),(2.10) (2.8),(2.11)
(e,= (0,+) eto—1<y,<e+o eto<y <eto+l (2.9),(2.6%) | (2.12%),(2.11)
(0,=) | (e,+) eto—1<y<e+o eto<y <eto+l (2.9),(2.10%) | (2.12%),(2.11)
(e,—) | (0,+) e+to—1<ry,<e+o eto<y <etotl (2.9),(2.10%) | (2.12%),(2.11)
(e,=) | (0,=) eto—1<y,<e+o eto<y <eto+l (2.9),(2.6%) | (2.8%),(2.11)
(0,—) | (e,—) eto—-1<y,<e+o eto—-2<y <eto-1 (2.9),(2.10) | (2.12),(2.11)
(e1,=) | (e2,=) ertea<y<er+er+1 e1t+er—1<vy <e +e (2.5),(2.10) (2.12),(2.7)
(e1,=) | (e2,+) ertea<y<er+er+1 e1t+ea+1<vy <e+e+2 | (25),(210%) | (2.8%),(2.11)
(0,= (e, +) eto—-1<y,<e+o+1 eto<vy <eto+2 (2.9),(2.10%) | (2.8),(2.11)
(01,4) | (02,+) | o1 +02—1<yy<o1+02+1 01+ 09 < 75’, <o1+09+2 (2.9),(2.6) (2.12),(2.7)
(e1,+) | (e2,+) e1+ex <7y, <e +e+2 e1t+ea+1<v <e+e+3| (25),(210) | (2.8),(2.11)
(01,=) | (02,=) o1 +02—1<y <or+oa+1|o1+tor—1<y<or+oa+1]| (29),(210) | (2.12),(2.11)
(01,=) | (02,4) | o1 +0o2—1<vy<o01+02+1 01+ 09 < 75’, <or+o02+2 (2.9),(2.10%) | (2.12%),(2.11)
(e;+) | (o,+) eto—1<vy,<e+o+2 eto<q,<eto+3 (2.9),(2.10) | (2.12),(2.11)

Tabela 2.1: Meje igralnega dominacijskega Stevila disjunktne unije poljubnih grafov

P4 je (25 :)
e BLP = P,[(0P;U Py je (4,+)

e BLC = P,[OP; U Cs je (6,=)

BLCK = P,O0P,UCs UK je (7,=)

BLPK = P,(0P, U Py U K] je (6,+)

e BLWK = P,OP,UW UK] je (8,+)
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‘ Go H spodnja meja vy, | zgornja meja v, | spodnja meja fy; zgornja meja 7;

(02,4) CsU Ps CgU Ps CgU Ps CsU Ps
(e2,+) POPUTy POP U Ty POP U Ty P,OPy U Ty
(02,—) Cs UCy Cs U Cy Cs U Cq Cs U C
(e2,—) | PRROPLUROP, | RLOP,UROP, | PR,OP,UPROP, | ROP,UPOP,
(02,—) K1 UCs K, UCs ? K1 UCg
(e2,—) PyU PP, spU P0P, Py U PP, spU PP,
(0,—) NEUCq PsUCq PsUCq PsuUCq
(e,—) PyyU P,0OP, BGUROP Py U POP, PyyU P,OP,
(o,+) NEUW PiUTs NEUW PyUTs
(e,+) Cs UBLPK Ce UTy C¢ UBLPK Ce UTy
(0,+) P,0OPy U Py P,OP, U PCs P,OP, U Py P,0OP,U PCs
(0,=) NE U Py spUBLCK NE U Py spUBLCK
(e,—) Cs U (3P,0F) (3Cs) U P,0OPy Cs U (3P,00P) (3Cs) U P,0OPy
(e2,=) NEUNE spU sp ? spUsp
(e2,+) PyUTy spUTy PyUTy spUTy

(e, +) CPPUBLPK K, UBLP CPPUBLPK K1 UBLP
(02,+) PCUPC T5 UTs PCUPC T5 U T
(e2,+) | BLPK UBLPK | BLPUBLP | BLPKUBLPK | BLPUBLP
(02,=) CPPUCPP ? ? NEspUNEsp
(02,+) BLCK U PC BLCK U PCs BLCK U PC BLCK U PCs
(0,+) BLWK U PC Ty U (Cs U P3) BLWK U PC Ty U (Cg U P3)

Tabela 2.2: Primeri grafov, ki dosezejo meje iz tabele 2.1
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THEE

PCs =
(3,4) PPy : =) NEsp:

BG : (7,=)

Slika 2.2: Grafi, ki so uporabljeni v tabeli 2.2
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Poglavje 3

Igralno dominacijsko stevilo

nekaterih druzin grafov

Najprej si poglejmo, kaksno je igralno dominacijsko Stevilo na nekaterih trivialnih dru-
zinah grafov. Oc¢itno je v4(K,) = 7,(Ky,) = 1 za vsak n > 1. Za polne dvodelne grafe

dobimo naslednji formuli

n=1lalim=1

Yo(Knm) = , n,m>1lin (n=2alim=2) ,

, m,m > 2

n=1inm=1

)

N = w N

/
Vg(Kn,m) B { , mym>1
Se ena izmed druzin, za katere je igralno dominacijsko stevilo trivialno izracunati, je
druzina t.i. pajkov. Pajek reda n, oznacen s S, je graf, katerega dobimo iz K, tako,
da vsako povezavo enkrat subdividiramo, glej sliko 3.1 za Sg. Enostavno je preveriti,
da S; realizira par (1,2), medtem ko S,, realizira par (n + 1,n + 1) za vsak n > 2.
V splosnem je igralno dominacijsko stevilo zelo tezko izracunati. Celo za tako

enostavne grafe, kot so poti in glavniki, so dokazi dale¢ od trivialnih.

3.1 Poti in cikli

Kinnersley et al. so v [29] dokazali naslednje formule za igralno dominacijsko Stevilo

poti in ciklov.
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Slika 3.1: Pajek reda 8
Izrek 3.1 Za vsak n > 0 velja
py _ (13
Yo(Pn) = n
2

%’;(Pn) = [J

Izrek 3.2 Za vsak n > 3 velja

[5]—1, n=3 (mod4)
C,) =
%9(Cn) { (51, sicer
" ["Tfl] -1, n= (mod 4)
C,) =
%9 (Cn) { =1, sicer

Njihov dokaz je precej analiticen, poleg tega iz njega ne dobimo optimalnih strategij
obeh igralcev. V nadaljevanju bomo s pomocjo posebnih delno dominiranih poti vse
stiri formule dokazali na drugacen nac¢in. Naj bo P/ delno dominirana pot reda n + 2,
ki ima oba lista dominirana, medtem ko definiramo P;, kot delno dominirano pot reda

n + 1, na kateri je edino dominirano vozlisc¢e eden izmed listov, glej sliko 3.2.

Slika 3.2: Delno dominirani poti P (levo) in P}, (desno)

Lema 3.3 Za vsak n > 0 velja

(P = {[1—1, n=3 (mod 4)

1, sicer ’

-/
IS N3
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1+1, n=2 (mod 4)

1, sicer

Vo(Py) = {

-/ T
[SISANI

Dodatno, naj bon =143, 1,57 >0, in i, =i mod 4 ter j, = j mod 4. Potem velja

V9(P") +74(P}), (ir, jr) € {0,1} x {0,1,2,3} U
(P UP!) = {0,1,2,3} x {0,1}

Vg(Pi”) + VQ(F)]{/) + 17 (iryjr> € {27 3} X {27 3}

79(Pill) + 7g(Pg{/)> (iryjr) € {07 1} X {07 1}

Yo(P) +(P)) + 1, (ir,jr) € {0,1} x {2,3} U
{2,3} x{0,1} U {(2,2)}
Yg(P) +(P)) +2, (ir,jr) € {(2,3),(3,2),(3,3)}

YPIUP)) =

Dokaz: Vse stiri formule bomo hkrati dokazali z indukcijo na stevilo nedominiranih
vozlis¢ n. Za n < 8 lahko s pregledom moznosti hitro preverimo, da vse formule drzijo.
Dokazimo sedaj, da formule drzijo tudi za n > 9.

Najprej dokazimo prvi dve formuli. Za¢nemo z dokazom ~4(P)/). Po prvi domina-
torjevi potezi je residualni graf enak enemu izmed grafov P)_,, P/ o, P s ali P/ U P/,
pri cemer r,s > 1 in r+s = n — 3, glej sliko 3.3. Po principu nadaljevanja lahko potezi,

ki nam dasta prva dva grafa, izlo¢imo in tako dobimo, da velja

Yg(Py) =14+ min{y)(PYUP) | r+s=n—3, r,s>0}.

Slika 3.3: Situacija na P/ po potezi na x

Obravnavajmo sedaj stiri primere glede na ostanek, ki ga da n pri deljenju s Stiri.
Za k > 2 s pomocjo indukcijske predpostavke (uporabimo tako prvi dve kot zadnji dve

formuli) dobimo

Yo(Pip) = 14min | {7g(Pyp U Pyyp) [ £+m+1=k, £,m >0} U
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— Lt min | {95(Ple) + % (Pl) | £+ m+ 1=k, €om 2 0}U
{19(Pies2) + 19 (Pimya) +2 | L+m+2 =k, E,mZO}}
~ 1+ min [{2£+(2m+1) C+m+1=Fk tm=>0}U

(204 1)+ @m+1)+2) | £+m+2=Fk e,mz()}}

= 14 min{2k — 1,2k} = 2k,

Yo(Plesr) = Lo min | (3(Pl U Pl o) | 4 mt 1=k, fom = 0}U
(9 (Plers U Pjys) | £+ m+2 =y ym 2 0}

= 1+ min{2k, 2k, 2k} = 2k + 1,

1(Piyz) = 14 min | (3)(PlsU i) | C+m+ 1=k, &m0}y

{%umHUR@HHe+m+1:mamzoﬂ

= 1+ min{2k, 2k +1} = 2k + 1,

Y(Pless) = 1o min |{5(Pl U Pl | C4m =k, €m0}
= 14+ min{2k,2k+1,2k+1} =2k +1.
Analogno lahko izra¢unamo Se igralno dominacijsko Stevilo, ko zavlacevalka naredi

prvo potezo. Zavlacevalka po principu nadaljevanja bodisi igra na dominiran list, bodisi

dominira tri nova vozlisée z izbiro nekega vozlis¢a v sredini poti. Za k > 2 velja

Vg(Pie) = 1+ max {’Yg(Pzi/(k:—l)-i-S)} U
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Vo (Piiet1)

Vo (Pii+2)

7;(13 éfk+3)

(90(Plis U Plonis) | €+ mot 2=k, o = 0}

1 + max [{’Yg(Pi/k—1)+3)} U
{7 (P, Z)+’YQ(P4m+1) | +m+1=k ¢,m>0}U

{’Yg(Pzi/e-s-Q) +’Yg(P4m+3) +1|l+m+2=k, {,m> 0}}

1—|—max[{2k—1}u
{204+ 2m+1) [+m+1=k, £{,;m>0}U
(20 1)+ @m+1) +1 ] C+m+2—k, E,m>0}}

1+ max{2k — 1,2k — 1,2k — 1} = 2k,

1+ max | {7, (Pfj)} U

{19(Pyp U Pypyin) | L4 m+1=k, £,m>0}U
{79(P4'/4+1UP4m+1)|€—|—m+1:k, ,m >0} U

{79(P4,2+3UP4m+3) | £+m+2:kv f,mZO}
1+ max{2k, 2k — 1,2k, 2k — 1} = 2k + 1,

1+ max | {74(Pjr 1)} U

{19(Py U Pyis) | L4 m+1=k, £,m>0}U
{79( 4€+1 P4m+2)’€+m+1:k7 e,mZO}
1+ max{2k + 1,2k — 1,2k} = 2k + 2,

1+ max | {3 (Plh2)} U
{vg(PLUPL) [ L+m =k, ¢,m>0}U
{vy (P 11 UPpy3) [ l+m+1=k, £,m>0}U

{vg(PipioUPppio) | L+ m+1=k, £,;m >0}
1+ max{2k + 1,2k, 2k, 2k + 1} = 2k + 2.
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Dokazimo sedaj se formuli za igralno dominacijsko stevilo disjunktne unije P;"U P;}'.
Iz zgoraj dokazanih formul lahko hitro ugotovimo, da je P, ENACAJ graf, ¢e je k =
0 (mod 4) ali £k = 1 (mod 4), medtem ko je v ostalih dveh primerih PLUS graf. Iz
izreka 2.10 sledi, da formuli veljata, ko je vsaj ena izmed komponent unije ENACAJ graf.
Preostane dokazati se, kateri par realizira unija v primeru, ko sta obe komponenti PLUS
grafa, tj. ko imata i in j ostanek 2 ali 3 pri deljenju s 4.

Naj bosta sedaj i = 40 + 2 in j = 4m + 2, kjer sta /,m > 1. Dokazati zelimo,
da Py, , U Py, o realizira par (20 + 2m + 3,2( + 2m + 3). Iz izreka 2.11 sledi, da
moramo dokazati le spodnjo mejo za 7y, in zgornjo mejo za 7;. Pri prvem potrebujemo
strategijo zavlacevalke, ki zagotovi, da je na Py, , U Py, ., odigranih vsaj 2m + 2+ 3
potez. Ker nismo povedali nic¢esar o relaciji med £ in m, lahko brez skode za splosnost
predpostavimo, da dominator svojo potezo naredi v Py 1o Zale-to ima z upostevanjem
principa nadaljevanja le tri razlicne moznosti. Prva moznost je, da izbere vozlis¢e na
razdalji 2 od enega izmed listov in dobi graf Pzi’(gfl) +3 U Pji9, v drugi izbere neko
vozliS¢e na sredini, ki razdeli Py, , na dve komponenti, in sicer Py,. U P}, 3, medtem ko
v tretji moznosti ponovno izbere vozlis¢e na sredini, ki vodi v razbitje na Py, UPy, 5,
pri ¢emer velja r+s = £ —1. Ce zavlacevalka nato izbere dominiran list v komponenti z

lihim Stevilom nedominiranih vozlis¢, iz indukcijske predpostavke in izreka 2.10 dobimo

P”g 1+ 3 U Ppio)
U Pi’s+3 U Pi2)

%
Vo(Pipya U Pimyo) = l+min| of

/

Yg(Piri1 U Pl o U Phypyio)

(

(Pj

(P4

Q(P (£—1)+2 P4m+2)
2+ min [ ,(Py Upi/s+2UP4m+2)

(P4

(

(P

(¢

v
)

Vg Pl o U P, o)

Vg (Pie—1)+2) + Yg(Pimy2) +1

V9 (Pir) + V9 (Phsya) + Yg(Pimy2) +1
U-1)+1)+2m+1)+1
2r+(2s+1)+2m+1)+1 )

= 24 min{2/+2m+1,20+2m+ 1}

= 24+ min

= 2—|—min<

= 204+2m+3.

Dokaz zgornje meje v igri 2 gre podobno. Najprej zapiSemo vse razlicne zavlaceval-
kine poteze, kjer upostevamo princip nadaljevanja, nato dominator izbere vozlis¢e na

razdalji 2 od enega izmed dominiranih listov v komponenti z lihim stevilom nedomini-
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ranih vozlis¢, nazadnje pa s pomocjo indukcijske predpostavke in izreka 2.10 dobimo

zeleni rezultat. Za r +s = ¢ — 1 dobimo

79(P416+1 U P4m+2)
Yo(Pipy2 U Ppnye) = 1+max | ~y(Pf UPY 3UPL o)

’Yg(szrH U Pfs 19U Ppyio)
VQ(PZM 1)+2 U Pl y2)

< 2+max | 7y (Py UPLUPL, )
VQ(PZ(T 142 Y Plera U Pipi)
Vo (Paie—1y+2) + Y9 (Pimi2) +1

= 2+ max VQ(PZT) + Vg (Phs) + 79 (Pipia) +1
Vo(Pitr—1y+2) + V9(Phsr2) + 1+ 79(Phnia) +1
Q—1)+1)+@m+1)+1

= 24+ max| 2r+2s+(2m+1)+1

Qr—1)+1)+ (2s+ 1) +1+2m+1)+1
= 24 max{20+2m+ 1,20+ 2m,20 4+ 2m + 1}

= 204+2m+3.
Poiskati moramo $e igralno dominacijsko Stevilo unij Py, ,UPy;, 3 in Py, sUP; .3
za ¢,m > 0. Dokazati zelimo, da obe uniji realizirata par (2¢ + 2m + 3,2¢ + 2m + 4).

Po izreku 2.11 je dovolj dokazati spodnjo mejo v igri 2. Ce zavlacevalka v svoji prvi

potezi izbere dominiran list v Py, 3, po zgoraj dokazanem dobimo
Vo(Pioa U Pprys) > 14+ 7g(Pipyo U Ppyio) = 14204 2m +3 =204 2m + 4
in od tu se

Vg(Piey3 U Pinys) = 14 7(Pliy3 U Pyyg) = 1420+ 2m +3=20+2m +4.

Iz zgornjega dokaza sledi, da je dominatorjeva optimalna prva poteza v igri 1 izbira
vozliSca, ki je na razdalji 2 od enega izmed (dominiranih) listov, medtem ko je zavlace-
valkina optimalna prva poteza v igri 2 izbira enega izmed (dominiranih) listov. Se vec,
zavlacevalkina optimalna strategija je izbira dominiranega lista v vsaki izmed njenih

potez. Od tu direktno sledi naslednja lema.

39



Lema 3.4 Za vsak n,m > 0 velja

Yo(Pp U Pr) = 19(Py U Pp) = 79 (P U By i
Vo (P U Pr) = 74 (P U Pr) = (P U Py -

Sedaj je vse pripravljeno za poti.

Izrek 3.5 Za vsak n > 0 velja v4(Pn) = 74(P;,) in v, (Pn) = [5].

Dokaz: Obravnavamo stiri primere glede na ostanek n pri deljenju s 4. S pregledom
moznosti hitro ugotovimo, da izrek drzi za n < 4. Naj bo sedaj n > 5. Ce pri vsakem
od primerov najprej zapisemo y,4(F,) po definiciji z vsemi razli¢nimi potezami (pri tem

upostevamo princip nadaljevanja in ne navedemo dominiranih potez), ki jih dominator

lahko stori, in nato zaporedoma uporabimo Se lemi 3.4 in 3.3, za k > 1 dobimo

Vg (Par)

Vg (Paky1)

Vg (Pakt2)

1 + min [{fy;(PiZUPimH)M—i—m—i—l:k, ¢,m>0}U
{7y (Pipo U Plppis) | L4 m+2 =k, K,mzo}}

1 + min [{%(Pi’gu 1) | L+m+1=k £,m>0}uU
(9 (Plesa U Pjpys) | £+ m+2 =k, ym 2 0}
1+min[{2€—|—2m—|—l|€—|—m—|—1:k‘, ¢,m >0} U
{20+m+2) |+ m+2=k, €,m20}]

1+ min{2k — 1,2k} = 2k,

1+ min [{%(Pizupim+2) | 6+m+1=k, £,m>0}U
{Vé(PZiZ—i-lUPZim—&—l) | €+m+1:k7 EvaO}U
{7g(Pae13 U Phmya) | L+ m+2=k, £,m >0}

1+ min{2k, 2k, 2k} = 2k + 1,

1+ min {7, (Pyy U Pypy3) | L+m+1=k, {;m >0} U
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{7‘;(P41€+1U‘Plim+2) | £+m+1:ka f,mZO}

= 14 min{2k,2k+1} =2k +1,

Vo(Parts) = L1+min [{yy(PUPy,) | £+m=k, {;m>0}U
{7g(Pies1 U Plpys) | E+m+ 1=k, £, m >0} U
{7g(Paer2 U Pppys) [ L+m+ 1=k, £,m >0}

= 1+min{2k,2k+1,2k+1} =2k + 1.

Podobno dobimo se ’y;(Pn), vendar moramo biti tu previdnejsi, saj zavlacevalka v
prvi potezi ne more dominirati zgolj enega vozliséa, kot je bil to primer na P in P,
kjer je enostavno igrala na dominiran list. Podobno kot pri 74 z uporabo lem 3.4 in 3.3
za k > 1 dobimo

Vg(Pa) = 1+ max {{’YQ(Pzi(kz—l)—i-ﬂ} U
{'Yg(PieUPzim-H) | {+m+1=k, £{,m>0}U

(90(Pls2 U Plysis) | €+ mo+ 2=k, o > 0}

= 1+ max {{21{:—1}U
{20+2m+1[l+m+1=k {,m>0}U
U+mE 1) +1|l4m+2=F z,mz()}]

= 14+ max{2k—1,2k—1,2k — 1} = 2k,

’Y;(P4k;+1) = 1+ max {’Yg(Pzi(k—l)+3)} U
{Vg(Péif—&—lUPZim—‘rl) | £+m+1:k’ E,mZO}U

{ng(Péif—‘r?)UPéim—‘,-?)) | €+m+2:k) eamZO}

= 1+max{2k — 1,2k — 1,2k, 2k — 1} = 2k + 1,

Yo(Pary2) = 1+max [{v,(Py,)}U
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{79(Pig U Phyys) | E+m+1=k, £, m >0} U
{'Yg(Pgig+1UP41m+2) ’ €+m+1:k7 Evmzo}
= 1+ max{2k,2k — 1,2k} =2k + 1,

Vo(Par3) = 1+max |{yy(Pyq)} U
{vg(PiyUP,) | L+m =k, £,m>0}U
{99 (Ple1 U Pay) [ £4m 41 =k, £,m >0} U
{19(Piey2 U Pimya) | L+m+ 1=k, {;m >0}
= 14 max{2k + 1,2k, 2k, 2k + 1} = 2k + 2.

S tem je dokaz formul za poti zakljucen. -

Iz dokaza lahko ugotovimo, da je zavlacevalkina optimalna prva poteza na P, izbira
enega izmed listov, razen v primeru, ko je n =1 (mod 4). V tem primeru zavlacevalka
v prvi potezi izbere vozlis¢e na sredini, ki razdeli graf na dve poti z enim dominiranim
listom P/ U P!, pri ¢emer je r =1 (mod 4) in s =1 (mod 4).

Ker je cikel simetricen graf, je residualni graf po prvi potezi katerega koli igralca

enak delno dominirani poti, na kateri sta lista edini dominirani vozlis¢i.

Izrek 3.6 Za vsak n > 3 velja

[2]1 -1, n=3 (mod4)

79(071) = ,21 . )
51, sicer
(217 -1, n=2 (mod 4)

’7;(071) = n31 .
51, sicer

Dokaz: Po lemi 3.3 sledi
Y(Cn) = 1+ V;(Pg—?))
. [2%1+L n—3=2 (mod 4)
(%521, sicer
o 1, n=1 (mod 4)

==, sicer

-1, n=3 (mod 4)

, sicer

—_ N
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pri ¢emer zadnjo enakost dobimo tako, da primerjamo vrednosti funkcij za n = 4k, 4k +
1,4k + 2,4k + 3, kjer je k > 0. Podobno dobimo tudi igralno dominacijsko stevilo ciklov

v igri 2. Za vsak n > 3 velja

Y9(Cn) = 147(P) )

1-1, n—3=3 (mod4)
Tgﬂ, sicer

I, n=2 (mod 4)

51, sicer

3.2 Glavniki

Ugotovili smo zZe, da izracun igralnega dominacijskega Stevila poti Se zdalec¢ ni trivialen.
Naj bo b, graf, t.i. glavnik, ki ga dobimo tako, da na vsako vozlisée poti reda n pripnemo
en list, glej sliko 3.4. Zdi se, da je izracun igralnega dominacijskega Stevila glavnika
enostavnejsi kot pri poteh. Pravzaprav so Bresar et al. v [9] celo dejali, da je preprosto
videti, da velja fyg(f’n) =n= ’y;(lgn) Isti avtorji so avtorja potem opozorili, da to ne
drzi, saj P realizira par (3,4). Se ve¢, hitro lahko preverimo, da P, realizira par (n,n)
zan=12 par (n,n+1)zan=3,4,56,7inpar (n+1,n+1) zan=8,9,10,11,12.

2 (n=1)"
12 3 n-1 n T

Slika 3.4: Grafa P, (levo) in P} (desno)

Preden poisc¢emo igralno dominacijsko stevilo glavnika, definirajmo Se nekaj novih
pojmov s pomocjo oznak s slike 3.4. Induciranemu podgrafu glavnika na vozlis¢ih j in
j' za1 < j <n bomo rekli zob in ga oznadili s T] S ]57{ bomo oznacili delno dominiran
graf Py, v katerem sta edini dominirani vozliséi j in j/, tj. P! = Py|{j,j'} za1 < j < n.

Poimenujmo sedaj se dve posebni potezi, ki sta lahko odigrani na glavniku. Naj
bo P delno dominiran glavnik, ki nastopi tekom igre. Potem bomo rekli, da je legalna

poteza na vozlisée j v P za 1 < j < n odlicna (ang. great move), ¢e je bilo vozlisce j’
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odigrano v eni izmed predhodnih potez. Izbira vozlis¢a x na sliki 3.4 je primer odli¢ne
poteze. Potezana j' v P za 2 < j <n—1 je dobra (ang. good move), ¢e so vsa vozlista
v N[j] S$e nedominirana in nobeno izmed vozlis¢ (j—4),...,(;—2),(G+2),...,(i+4)
ni bilo izbrano v eni izmed predhodnih potez. Izbira vozlis¢a 2’ na sliki 3.4 je primer
dobre poteze.

Naj bosta optimalni strategiji za oba igralca fiksni in P delno dominiran glavnik.
Potem z gm(P) ozna¢imo skupno stevilo odli¢nih potez v igri 1, ko oba igralca igrata
po svojih fiksnih optimalnih strategijah. Analogno definiramo Se gm/(P) za igro 2. V
posebnem bomo namesto gm(P,) in gm'(P,) pisali kar gm(n) in gm/(n). Dodatno
definiramo se gm(n) = 0 za vse n < 0.

Ocitno je v(f’n) = n, saj mora dominacijska mnozica vsebovati vsaj eno vozlisée
vsakega zoba. Tudi v igri na P, morata igralca torej izbrati vsaj eno vozlisée na vsakem
zobu. V primeru, da je storjena odli¢na poteza, pa sta na tistem zobu odigrani dve
potezi. Od tu sledi, da je wg(ﬁn) = n + gm(n) in podobno vg(ﬁn) = n+ gm/(n).
Zavlacevalka si torej na glavniku zeli odigrati ¢im ve¢ odli¢nih potez, medtem ko hoce

dominator njihovo stevilo minimizirati.

Lema 3.7 Za vsak n > 1 velja, da je na grafu B, stevilo dobrih potez enako stevilu

odlic¢nih potez.

Dokaz: Naj bosta optimalni strategiji za oba igralca fiksni. Zaradi principa nada-
ljevanja lahko predpostavimo, da v nobeni izmed fiksiranih strategij dominator nikoli
ne izbere lista. Najprej dokazimo, da vsaka dobra poteza vodi do odliéne poteze. Naj
bo na j' odigrana dobra poteza. Dokazali bomo, da je odli¢na poteza odigrana na j.
Takoj ko dominator dominira eno izmed 57 —1 ali j+1, ne da bi igral na j, zavlacevalka
lahko igra na j in s tem naredi odli¢no potezo. Ker so po definiciji med dvema dobrima
potezama na i’ in j’ Stirje nedominirani zobi, dominator v eni potezi ne more dominirati
sosedov od 7 in j. Naj bo sedaj stevilo dobrih potez strogo manjse kot stevilo odli¢nih
potez. Oznacimo vozliS¢a, na katerih so odigrane dobre poteze, z 4,...,i,., r > 0.
Potem obstaja vozlisée i, na katerem je odigrana odli¢na poteza in za katerega velja
1 # iy za vsak k = 1,...,r. Po definiciji odlicne poteze je bilo vozlisée i’ odigrano pred
potezo na ¢, vendar pa to ni bila dobra poteza. V prvem primeru je bilo pred potezo
na i' dominirano vsaj eno izmed vozlis¢ i — 1 in 7 + 1. Potem ko je zavlacevalka igrala
na i’, bi dominator lahko z dominacijo drugega izmed vozlis¢ i — 1 in 7 + 1 onemogo¢il
odli¢no potezo na i. Torej odli¢na poteza na ¢ v tem primeru vodi do protislovja z do-

minatorjevo optimalno strategijo. V drugem primeru je bila pred potezo na i’ odigrana
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dobra poteza na eno izmed vozlis¢ (i —4),...,(i—2),(i+2),...,(i+4)". Brez skode
za splosnost naj bo to vozlisée i}, € {(i —4),...,(i —2)'} za 1 < k < r. Ce bi domi-

nator igral na vozlisce i — L’_Q““J in v naslednji potezi dominiral e eno izmed vozlis¢
ix — 1,7+ 1, ki Se ni dominirano, bi s tem dosegel, da je na vozlisc¢ih i in ¢ odigrana
le ena odli¢na poteza. Torej sta odlicni potezi na ¢ in ¢ v protislovju z dominatorjevo
optimalno strategijo. Ker nismo nikjer povedali, za katero igro gre, smo dokazali, da
je gm(n) stevilo dobrih potez v igri 1 na P, in gm’ (n) Stevilo dobrih potez v igri 2 na
P,. -

Sedaj lahko oznako gm uporabljamo tudi za Stevilo dobrih potez. Preden izracu-
namo stevilo odliénih potez na glavniku, si poglejmo, koliko je dobrih potez na dveh
posebnih delno dominiranih glavnikih. Prvi tak graf je glavnik, na katerem je edino
dominirano vozlis¢e eno izmed vozlis¢ stopnje 2. Na sliki 3.4 sta taki vozlis¢i oznaceni

z 1in n.

Lema 3.8 Naj bo n > 1 in v vozlisce P,, ki je stopnje 2. Potem je gm(]Sn|v) =
gm(n —1) in gm'(P,|v) = gm/(n — 1).

Dokaz: Najprej fiksirajmo optimalni strategiji obeh igralcev v vsaki od iger. Brez
skode za splosnost naj bo v vozlisée 1 s slike 3.4. Potem iS¢emo dobre poteze le na
vozliséih j' za 3 < j < n—1, saj izbira 2’ v grafu P,|1 ni dobra poteza, ker ima vozlisce
2 dominiranega soseda. Ker pa dominirano vozliSée 1 ne ovira nobene druge dobre

poteze, sledi, da je gm(P,|v) = gm(n — 1) in gm/(P,|v) = gm’(n —1). -
Drugi delno dominiran graf, ki si ga bomo pogledali, je graf é{

Lema 3.9 Za vsakn > 1 in 1 < j < min{6, [§]} velja gm(Pi) = gm(n —j —3) in
gm/(PJ) = gm’(n — j — 3).

Dokaz: Najprej fiksirajmo optimalni strategiji obeh igralcev v vsaki od iger. Po
definiciji nobeden izmed igralcev ne more odigrati dobre poteze na vozlisce i, kjer je
i < j + 4, medtem ko dominirani vozliséi j in j’ ne preprecujeta nobene druge dobre

poteze. Sledi, da je gm(P?) = gm(n —j —3) in gm/(PJ) = gm/(n — j — 3). -

S pomocjo zadnje leme lahko sedaj izracunamo Stevilo odli¢nih potez na glavniku.
Lema 3.10 Za vsak n > 1 velja gm(n) = [”1—707} in gm/(n) = {"1—702}
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Dokaz: Za dokazovanje uporabimo indukcijo na n. Bazo indukcije lahko hitro pre-
verimo za n < 12. Naj bo sedaj n > 13. Dokazimo najprej, da velja gm(n) < [”1—_071
Ce dominator v prvi potezi izbere vozlisée 4, glej sliko 3.4, potem izbira i’ ni do-
bra poteza za noben i < 5, od koder po indukcijski predpostavki sledi gm(n) <
gm/(n —5) = {"1—707} Za dokaz spodnje meje potrebujemo zavlacevalkino strategijo.
Zaradi principa nadaljevanja lahko predpostavimo, da dominator nikoli ne igra na
list. Naj sedaj dominator v svoji prvi potezi izbere vozlisce j, kjer je 1 < j < n.
Cejej =1alij =k, polemi 3.8 in indukcijski predpostavki dobimo, da velja
gm(n) > gm/(n —2) = [”1—704} > "1—707. Sicer pa sta v residualnem grafu dve kom-
ponenti, 151|1 U ]53|1 in zavlacevalka se lahko odlo¢i, v kateri igra svojo prvo potezo.
Sledi, da velja gm(n) > max{gm(i) + gm(j)’, gm/(i) + gm(j) | i+j=n—3, i,j > 0}.
7 uporabo indukcijske predpostavke lahko preverimo, v kateri komponenti igra. Naj
bodo n = 10ng+n,, i = 10ix+17, in j = 105, + 5, kjer ng, ik, jr > 0in 0 < npy iy, Jp < 9.
Ce je j. € {3,4,5,6,7}, zavlacevalka naredi dobro potezo v ]5j|1, saj velja

i—7 j—2 _ n—j—low F—zw
{10}“{10} N { 10 + 10
X n'r_,jr . jr_2
= — e —1
ng — Jk +{ 10 w‘f’]k‘i‘{ 10 ]
jr>3 ny — Jr
= nk-i-’V 10 “
jr>g7 N {m« - q B {n— 7}
= T 0 || 10 |-

V primeru, ko je j, € {0,1,2,8,9}, pa igra v Pj|1. Ce je j, < 2, dobimo

i—2 =77 n—j—ﬂ [j—q
{10}*{10}‘{ 10 + 10
- n o +’7n7’_,]r_5—‘+ +’7.]'r_7—‘
- k Jk 710 Jk 10

Y

i) T
g 10 | | 10 |
Ce je j, > 8, pa sledi se

R e

vV
S
ES

+
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Sedaj lahko zaklju¢imo, da velja gm(n) = [”1—_071

Dokazimo Se formulo za gm/(n). Najprej dokazemo spodnjo mejo. Zavlacevalka v
prvi potezi igra na 2'. Ker je to dobra poteza, po lemi 3.9 in indukcijski predpostavki
sledi, da velja gm/(n) > 14 gm(n —5) =1+ ["1012} = ["I—_OQW Dokazati moramo Se

zgornjo mejo. Zaradi principa nadaljevanja in simetrije grafa lahko predpostavimo, da

v . .. . N~ /! vy .
zavlacevalka v prvi potezi izbere enega izmed vozlis¢ 1/, ..., {%] . Obravnavamo stiri

primere.

1. Naj bo s} = 1. Ce dominator nato igra na 3, po indukcijski predpostavki in
lemi 3.8 sledi, da je gm/(n) < gm/(n —4) = {”1—_061 < {”1—_02}

2. Naj bo 2 < j <min{6, [5]} in s = j'. Potem je d] = min{j+7,n}. Po definiciji
dobre poteze sledi, da dobra poteza ni mogoc¢a na nobenem vozliséu 7/, kjer je
i < min{j 4+ 7,n}. Dobimo, da velja gm’(n) < 1 4+ max{gm/(n —i —8) | 2 <
i <6} <1+4+gm'(n—10)=1+ [”1012] = ["1—_021, saj je zaporedje (gm/(n))

monotono narascajoce.

n>0

3. Najbo 7 < j <min{l11, [§]} in s} = j'. Potem je d; = 4. Podobno kot v drugem
primeru dobre poteze ni mogoce odigrati na ', kjer je ¢ < j + 3, od koder sledi,
da je gm/(n) <1+ gm/(n—10) = [”1—702} .

4. Naj bo 12 < j < [%] in s§ = j/. Potem je d; = j — 7. Sedaj je na potezi
zavlacevalka, ki lahko izbere v kateri komponenti residualnega grafa bo igrala.
Sledi, da velja gm’(n) < 1+ max{gm(i) + gm'(j) | i+j+12=mn, i,j > 3}. Z

enostavnim ra¢unom lahko preverimo, da je gm(i) + gm/(j) < [”1012—‘ za vsaka

i,j >3 in i+ j+ 12 = n, od koder tudi v tem primeru dobimo, da je gm’(n) <
-2
=2
| ]

S pomocjo zadnje leme lahko sedaj napisemo formulo za izracun igralnega domina-

cijskega Stevila glavnika.

Izrek 3.11 Za vsak n > 1 velja ’yg(]-?’n) =n+ ["1—_07-‘ in ’yé(]sn) =n-+ {”1—_02-‘
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Poglavje 4

Realizacije igralnega

dominacijskega stevila

V tem poglavju bomo iskali neskon¢ne druzine grafov, ki realizirajo vse mozne pare. S
tem problemom so se ukvarjali v [9, 10, 30, 31, 39]. Naslednja lema nam pove, kako

lahko skonstruiramo neskonc¢no druzino, v kateri vsi grafi realizirajo par enake oblike.
Lema 4.1 Za vsak graf G velja 7y(G'U Cy) = 74(G) + 2 in v, (G U Cy) = 7, (G) + 2.

Dokaz: Strategija obeh igralcev na grafu G U C4 je naslednja. Vsak igralec na vsako
nasprotnikovo potezo v komponenti, izomorfni bodisi G, bodisi Cy odgovori optimalno s
potezo v isti komponenti, ¢e je to mogoce. Sicer pa optimalno igra v drugi komponenti.
S tem si oba igralca zagotovita, da bosta v komponenti, izomorfni Cy, odigrani natanko
dve potezi, v komponenti, izomorfni G, pa v4(G) potez v igri 1 oziroma 'y;(G) potez v

igri 2. -

S pomocjo te leme lahko iz P3, Ko in Cg skonstruiramo neskonc¢ne druzine PLUS,
ENACAJ in MINUS grafov, ki realizirajo vse pare naravnih Stevil, kjer je prva komponenta
liha. Za sodi primer potrebujemo grafe, ki realizirajo pare (2,3), (2,2) in (4, 3), saj so
Bresar et al. v [9] pokazali, da para (2,1) ni mogoce realizirati. Ce z Y oznacimo
3-zvezdo z dodanim vozlis¢em na enem izmed listov, potem lahko iz Y, Py ter Po[1P,
skonstruiramo neskon¢ne druzine PLUS, ENACAJ in MINUS grafov, ki realizirajo vse pare
naravnih stevil, kjer je prva komponenta soda, razen zgoraj omenjenega para (2,1). Od

tu sledi, da je mnozica realizabilnih parov R enaka mnozici {(k,¢) € N x N| |k — /| <

A2 D)}
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Naprej nas zanima, ¢e lahko najdemo neskoncéne povezane druzine, ki realizirajo vse

pare iz R. Se ve¢, zanima nas, ali obstajajo celo visoko povezane druzine.

Vprasanje 2 Ali lahko za vsak n > 1 in vsak p € R najdemo n-povezan graf, ki

realizira p?

4.1 Leksikografski produkt s polnim grafom

Vozlisée v je dvojcek vozliséa u, ¢e imata u in u' enaki zaprti soses¢ini, tj. N[u'] = NJu].
Z G{u} ozna¢imo graf, ki ga dobimo, ¢e grafu G dodamo vozlis¢e tako, da je dvojcek
vozlista u. Ker je vozlisée u v grafu G{u}|S nasi¢eno natanko takrat, ko je nasicen

njegov dvojcek, velja naslednje.
Lema 4.2 Za vsak graf G in vozlisce u velja v4(G{u}) = v4(G) in vo(G{u}) = 74 (G).

Ce vsakemu vozlis¢u grafa G iterativno dodamo n dvojékov, dobimo ravno leksiko-
grafski produkt grafa G s polnim grafom K,.;. S pomocjo leme 4.2 dobimo igralno

dominacijsko stevilo leksikografskega produkta s polnim grafom.
Posledica 4.3 Za vsak graf G inn > 1 velja v,(GoK,,) = 74(G) in v, (GoKy) = 7, (G).

Iz [24] vemo, da za grafa G in H velja k(G o H) = k(G) - |V(H)|, ¢e G ni poln.
Od tu dobimo naslednjo konstrukcijo. Naj bo G 1-povezan graf, ki realizira par p € R.
Po zgornji posledici sledi, da tudi n-povezan graf G o K,, realizira par p. S tem smo
vprasanje 2 zozili samo na problem iskanja 1-povezanih druzin grafov. Grafu bomo
rekli pragraf, Ce ni dobljen iz leksikografskega produkta s polnim grafom na vsaj dveh
vozliscih.

V naslednjih podpoglavjih bomo naredili pregled ze do sedaj znanih, PLUS MINUS
in ENACAJ grafov ter za vsak tip para dodali Se bodisi 1-povezano bodisi 2-povezano

druzino (pra)grafov.

4.2 PLUS grafi

Bresar et al. so v [10] predstavili tri druzine dreves, ki realizirajo pare oblike (3r,3r+1),
(3r +1,3r + 2) in (3r + 2,3r + 3), medtem ko je B. Kinnersley [28] nasel precej bolj

enostavno druzino, in sicer drevesa Ty na 2k + 1 vozliscih, ki jih dobimo tako, da enemu
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Slika 4.1: Dva pLUS pragrafa: 1-povezan T}, (levo) in 2-povezan Gy (desno)

vozlis¢u dodamo dva lista ter £ — 1 poti dolzine 2, glej sliko 4.1. V posebnem je T
izomorfen Pis.

Naj bo G graf, ki ga dobimo tako, da zlepimo poljubno povezavo cikla dolzine 2k
in povezavo med vozliS¢ema stopnje 3 grafa K4 brez ene povezave, glej sliko 4.1. 'V

posebnem je G; izomorfen polnemu grafu K4 brez ene povezave.
Izrek 4.4 Za vsak k > 1 graf Gy, realizira (k,k + 1).

Dokaz: Najprej dokazimo, da je 74(Gi) < k. Potrebujemo le strategijo za domina-
torja. Ce je d; = x (glej sliko 4.1), potem je residualni graf enak residualnemu grafu,
dobljenemu iz Cyj, po prvi potezi. Iz izreka 3.2 sledi, da je v4(Gg) < v4(Car) = k.
Naprej dokazemo, da je 7,(Gx) > k + 1. Naj bo s] = y. Residualni graf grafa
Gi|N|[s}] je enak ciklu dolzine 2k + 1, pri ¢emer sta x in 2’ dominirana. Med njima
obstajata dve poti s samimi (notranjimi) nedominiranimi vozlis¢i. Na prvi lezi 2k — 2
nedominiranih vozlis¢, medtem ko je na drugi nedominirano vozlisée zgolj y'. Igra
se od sedaj naprej igra na delno dominiranem ciklu. Ker po prvi potezi dominatorja
obstaja dominiran niz dolzine vsaj tri, lahko zavlacevalka z vsako svojo potezo dominira
natanko eno novo vozlis¢e tako, da igra vozliSée na enem izmed koncev dominiranega
niza. Nikoli ne dominira y’ (igra na drugo stran dominiranega niza), razen morda v
zadnji potezi, ko je v to prisiljena. Loc¢imo dva primera glede na parnost k. Naj bo
k = 2¢. Potem imamo na prvi poti 4¢ — 2 = 4(¢ — 1) + 2 zaporednih nedominiranih
vozlis¢ ter eno, 3/, na drugi. Ce dominator v neki potezi dominira v/, je v tej potezi
dominiral najve¢ dve novi vozliséi (3’ in Se eno). Ker je bilo skupaj 4¢ —1 nedominiranih
vozlis¢ in je Zavlacevlka vedno dominirala natanko eno, je bilo potrebnih vsaj 2[ potez
do konca igre. Zavlacevalka je v £ potezah dominirala ¢ vozlis¢, medtem ko je dominator
dominiral najve¢ dve vozliséi v eni potezi in najve¢ 3¢ — 3 vozlis¢ v preostalih £ — 1
potezah. S tem je dosezena Zelena meja. Ce pa dominator ne dominira v/, sta igralca

v 2(¢ — 1) potezah dominirala najvec¢ 4(¢ — 1) vozlis¢ (Zavlacevalka v vsaki potezi eno,
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dominator pa tri). Ostanejo Se tri nedominirana vozlis¢a, med katerimi je tudi y’. Ker
dominator v naslednji potezi ne more dominirati vseh treh, sledi, da je tudi v tem
primeru potrebnih vsaj 2¢ + 1 potez za dokoncanje igre. Podobno lahko analiziramo
tudi primer, ko je k = 2¢ + 1, ter dobimo, da je 7, (Gx) > k + 1.

Po izreku 1.2 potem sledi, da Gy, realizira (k,k + 1). -

4.3 ENACAJ grafi

Iz izreka 3.1 direktno sledi, da pot Py realizira par (k,k) za vsak k& > 1. Naj bo
Y k> 2, graf, ki ga dobimo tako, da ciklu dolzine 2k dodamo enkrat subdividirano
povezavo med vozliséema, ki imata skupnega soseda, glej sliko 4.2. V posebnem je C)

izomorfen polnemu dvodelnemu grafu Ks 3.

Slika 4.2: 2-povezan pragraf Cf,

Izrek 4.5 Za vsak k > 2 graf Ch, realizira (k, k).

Dokaz: Skozi celoten dokaz bomo cesto uporabljali oznake s slike 4.2. Najprej bomo
dokazali, da je v4(C%,) = k. Zacnemo z v4(C%,) < k. Naj bo di = y. Primerjajmo
sedaj residualni graf, dobljen iz C%,|N[y], ter residualni graf dobljen iz Cy po prvi
potezi. V prvem nikoli nista igrani obe (dominirani) vozliséi x in 2/, saj obe vozliséi
postaneta nasiceni v isti potezi. Od tu sledi, da je izbira y’ na C, ekvivalentna izbiri
katerega koli vozlis¢a na Cy. Po izreku 3.2 torej dobimo, da je v4(C4) < v4(Cax) = k.

Naprej bomo pokazali, da velja v4(C%;) > k, za kar podamo zavlacevalkino stra-
tegijo. Zavlacevalka lahko vedno izbere tako vozlisce, ki dominira natanko eno novo
vozlisce. To stori tako, da izbere enega izmed koncev dominiranega niza, ki je razlicen
od y in /. Edini primer, ko to ni mogoce, je, ko obstaja le en dominiran niz z ¥ in ¢’ na
obeh koncih. V tem primeru izbere bodisi x bodisi 2’ in s tem ponovno dominira samo
eno novo vozlisée. Ce je k = 2/, potem zavlacevalka dominira ¢ vozlis¢ v ¢ potezah,

medtem ko dominator za dominacijo preostalih 3¢+ 1 potrebuje vsaj £ potez. Sledi, da
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igralca potrebujeta skupno vsaj 2¢ potez za dokonc¢anje igre. Analogen rezultat dobimo,
ko je k lih. Sledi, da je v4(C%,) > k, s ¢imer smo pokazali, da velja v,(C%;) = k.
Dokazati moramo Se, da je ’y;](Cék) = k. Najprej bomo predstavili zavlacevalkino
strategijo, ki zagotovi, da je odigranih vsaj k potez. Naj bo s] = z. Ker je residualni
graf cikel in je dominator na potezi, lahko zavlacevalka v vsaki naslednji potezi ponovno
dominira samo eno novo vozlisée, vozlisée 2’ pa dominira le v primeru, ko je v to
prisiljena. Po prvi zavlafevalkini potezi je na grafu 2k — 2 nedominiranih vozlis¢ (2’
ter 2k — 3 zaporednih med y in y'). Ker lahko dominator v vsaki svoji potezi dominira
najve¢ tri nova vozlisca, je skupaj v 2 L%J — 2 potezah lahko dominiranih najvec 4L§J —4
vozlis¢. V primeru, ko je k sod, ostaneta se najmanj dve vozlis¢i nedominirani in je
zato potrebna vsaj Se ena poteza. Ko pa je k lih, so na grafu nedominirana vsaj Se Stiri
vozlis¢a, za katera sta potrebni Se najmanj dve potezi. Ce seStejmo vse poteze, v obeh

primerih dobimo, da napovedana spodnja meja drzi.

Na koncu moramo pokazati se vy (Cy;,) < k. Obravnavali bomo tri razlicne primere
glede na to, katera je prva zavlaCevalkina poteza. V prvem primeru, ko je s} = y
(primer s s = ¥/ je simetri¢en), dominator odgovori z izbiro edinega nedominiranega
soseda y'. Naj bo R residualni graf, dobljen iz C%, po prvih dveh potezah. Graf R je
pot z obema koncema dominiranima. Ce med njiju dodamo povezavo nazaj, s tem ne
spremenimo igre, dobimo pa delno dominiran cikel dolzine Co_4. Z uporabo principa
nadaljevanja in izreka 3.2 pa dobimo, da je v;(Cy;) <2+ v (Cop—g) =2+ k -2 = k.

V drugem primeru, ko velja s} ¢ {x,2',y,y'}, uporabimo indukcijo na k. Baza
indukcije za k = 2, 3 o¢itno drzi. Dokazati zelimo, da trditev velja tudi za C%,. Na prvo
zavlacevalkino potezo dominator odgovori s potezo, razli¢no od z,z’,y in ¢/, ki (edini)
dominirani niz poveca za 3 (taka poteza za k > 4 vedno obstaja). Po teh dveh potezah
je residualni graf z dodano povezavo med edinima dominiranima vozlis¢ema enak kot
graf Cé(kﬂ) z dvema dominiranima vozliS¢ema. Z uporabo principa nadaljevanja in
indukcijske predpostavke dobimo zZeleno zgornjo mejo.

Zadnji primer nastopi, ko je s| = x (primer s s} = 2’ je simetricen). Ce je k = 20,
potem dominator igra na y. Z uporabo principa nadaljevanja in izreka 3.2 dobimo, da
je 75(Cly) < 2475 (Cye—1)42) = 2¢. Predpostavimo sedaj, da je k = 2¢+ 1. Dominator
uporabi strategijo namisljene igre na naslednji nac¢in. Originalna igra je igra 2 na
grafu C},,,, medtem ko si dominator zamislja vzporedno igro 2 na grafu Cyeio. Na
slednjem oznacimo tri zaporedna vozlis¢a z y, z in y'. Vse poteze so dovoljene, dokler
zavlacevalka ne izbere /. Ce je to zadnja poteza v originalni igri, potem se je vzporedna

igra po najvec 2¢ potezah Ze koncala, od koder po izreku 3.2 sledi, da igralca potrebujeta

52



najve¢ 2/+ 1 potez v originalni igri. Ce pa po zavlacevalkini potezi na ' ostane Se nekaj
nedominiranih vozlis¢, dominator to potezo v vzporedni igri ignorira. Ker je residualni
graf v vzporedni igri po prvi potezi delno dominiran gozd, igranje dveh zaporednih
potez po izreku 1.5 dominatorju ne skoduje. Residualna grafa sta sedaj v obeh igrah
enaka in v obeh je na potezi dominator. Ker pa je dominator eno potezo ignoriral,
je skupno stevilo potez v originalni igri najve¢ za ena vecje od skupnega stevila potez
v vzporedni igri. Po izreku 3.2 velja 7;(C4g+2) = 2/, od koder dobimo, da velja tudi
V9(Copyr) <20+ 1. L

4.4 MINUS grafi

Ker para (2,1) ni mo¢ realizirati, je najmanjsi MINUS graf cikel dolzine pet, ki realizira
par (3,2). Igra na druzini MINUS grafov je zanimiva predvsem z vidika, da igralec, ki
naredi prvo potezo, ne uziva nobene prednosti. Se ve¢, v poglavju 2 smo ugotovili, da

bi vsak od igralcev prvo potezo nemudoma preskocil, ¢e bi imel to moznost.

4.4.1 Lihi primer

1z izreka 3.2 direktno sledi, da Cyj4o realizira par (2k + 1, 2k). Ker so cikli 2-povezani,
bi radi poiskali Sse 1-povezano druzino MINUS grafov, ki realizira vse lihe pare. V ta
namen definiramo naslednji graf. Naj bo CCy, k > 1, graf, ki ga dobimo tako, da
identificiramo poljubni vozlis¢i grafov Cg in Cyx2, glej sliko 4.3.

Slika 4.3: Graf CC},

Izrek 4.6 Za vsak k > 1 graf CCy, realizira par (2k + 3,2k + 2).

Dokaz: Najprej bomo dokazali, da velja v,(CCj) > 2k + 3. Zavlacevalka uporablja

naslednjo strategijo. V vsaki svoji potezi izbere vozlis¢e na enem izmed koncev naj-
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daljsega niza bodisi v Cg bodisi v Cypy9, ki je razlicen od . S tem dominira le eno
novo vozlisée. V nasprotnem, ko tako vozlis¢e ne obstaja, potem obstaja samo en niz,
ki se tako zacne kot konc¢a v x. V tem primeru zavlacevalka izbere x in s tem dominira
dve novi vozlis¢i. Predpostavimo sedaj, da zavlacevalka nikoli ne igra na x. Potem
je dominator v prvih k + 1 potezah dominiral najve¢ 3k + 5 vozlis¢ (x ima stopnjo 4,
vsa ostala vozliS¢a pa 2), medtem ko je zavlacevalka v prvih k + 1 potezah dominirala
natanko k 4 1 vozlis¢. Skupaj sta tako v 2k + 2 potezah dominirala najvec¢ 4k + 6 voz-
lis¢, kar pomeni, da potrebuje dominator vsaj Se eno potezo, da dokonca igro. Denimo
sedaj, da je zavlacevalka tekom igre enkrat izbrala x. Potem sledi, da je dominator v
k 4+ 1 potezah dominiral najve¢ 3k 4 3 vozlis¢, zavlacevalka pa k + 2, od koder sledi,
da je potrebna vsaj Se ena poteza za dokoncanje igre. V obeh primerih je bilo tako
potrebnih vsaj 2k + 3 potez.

Dokazati moramo Se, da je ’y;(CCk) < 2k + 2, za kar podamo dominatorjevo stra-
tegijo. Obravnavamo dva primera. Ce zavlacevalka kot prvo vozlisce izbere enega iz
Cs, potem dominator izbere takega, da je celoten Cg dominiran. Ker velja 7;(06) =2,

tako vozlis¢e vedno obstaja. Po principu nadaljevanja potem velja
Vg(CCk) < 2+ 75(CCW|(N[s1] U N[d}])) < 2+ 7y(Capr2) = 2k + 2.

Za dokaz drugega primera, ko zavlacevalka najprej izbere vozlisée iz komponente,
izomorfne Cyy 2, uporabimo indukcijo na k. Trditev oc¢itno drzi za C'Cj, saj uporabimo
enak argument kot v prvem primeru. Dokazimo trditev sedaj se za C'C}). Zavlacevalka
izbere vozlisce, razlicno od z, iz komponente, izomorfne Cy 5. Nato dominator igra na
tako vozlisce, razlicno od x, ki poveca edini dominiran niz za 3. Oznacimo sedaj edini
dve dominirani vozliséi v residualnem grafu z a in b. Ce med njima dodamo povezavo,
dobimo ravno graf C'Cy_1, kjer sta edini dominirani vozlisci a in b. Z uporabo principa

nadaljevanja in indukcijske predpostavke dobimo
Vg(CCOL) <2+ 7 (CCx—1{a,b}) <24 7,(CCx—1) <2+2(k — 1) +2 =2k +2.

Dokaz zaklju¢imo z uporabo izreka 1.2. -

4.4.2 Sodi primer

Bresar et al. so v [9] sprva domnevali, da sodi primer MINUS grafa ne obstaja, kar pa
so Kinnersley et al. v [30] ovrgli s tem, ko so nasli graf P, Py s slike 4.4. Ta realizira

par (4,3). Zamani je nato v svoji doktorski disertaciji [39] predstavil Se neskoncno
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1-povezano druzino grafov, ki realizira vse pare oblike (2k + 2,2k + 1) in s tem podal
Se zadnji odgovor na vprasanje 2. Vendar pa je konstrukcija te druzine zelo zapletena
in vkljucuje velike grafe, ki niso primerni za uporabo v nadaljnjem raziskovanju. Poleg
tega je njegov dokaz zelo dolg in zato tezje razumljiv. Zato bomo to poglavje zakljucili

z 2-povezano druzino MINUS grafov, ki so naravna poslositev grafa P[] Py.

x Yy z w
CU/ :;/ ;/ w/

Slika 4.4: Graf P, 0Py

Ker bo naslednja konstrukcija temeljija na grafu P, [ Py, si najprej poglejmo strate-
giji obeh igralcev na tem grafu. Uporabili bomo oznake s slike 4.4. Ce je dominatorjeva
prva poteza izbira vozliséa stopnje 2, potem je zavlacevalkina edina optimalna poteza,
da igra na njegovega soseda stopnje 2. Ker po njeni potezi ostane nedominiran se cikel
dolzine stiri, sledi, da sta potrebni Se vsaj dve potezi. V primeru, ko dominator najprej
igra na vozlisce stopnje 3, denimo y, potem zavlacevalka lahko igra bodisi na z bodisi
na z’. Na grafu ostaneta nedominirani Se dve izolirani vozlis¢i, ki nimata skupnega
soseda. Poglejmo si Se igro 2. Ce zavlacevalka izbere vozlisce stopnje 2, denimo z,
dominator igra na vozlisc¢e stopnje 3, ki je na razdalji 3 od z, tj. 2/, in s tem dominira
vse razen enega vozliséa. Ce zavlacevalka v prvi potezi izbere vozlisée stopnje 3, de-
nimo y, potem dominator igra na vozlicée stopnje 2, ki je na razdalji 3 od y, tj. w/,
in s tem ponovno dominira vse razen enega vozlis¢a. V obeh primerih se po naslednji
zavlacevalkini potezi igra zakljudi.

Naj bo BLy, graf s slike 4.5, ki ga dobimo tako, da zlepimo skupaj poljubno povezavo
cikla dolzine 4k 4 2 ter povezavo med vozliS¢ema stopnje 2 v P, 1 Py. 'V posebnem je
BLy izomorfen Py [ Py.

Izrek 4.7 Za vsak k > 0 graf BLy, realizira par (2k + 4,2k + 3).

Dokaz bomo razdelili na dve trditvi, v katerih se bomo pogosto sklicevali na oznake
s slike 4.5. Dodatno bomo vozliséema x in x’ rekli posebni vozlisci. Najprej pokazimo,
da lahko v4(BLj) navzdol omejimo z 2k + 4.

Trditev 4.8 Za vsak k > 0 velja v4(BLy) > 2k + 4.
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a T Yy z w
I:: _____________ O_T T T I i
_____________ o_\_/ \ 9, \ 9,
3:'/ ,U/ Z/ w/
C4k+2 P2 |i| P4

Slika 4.5: Graf BLy

Dokaz: Ker moramo dokazati zgolj spodnjo mejo, potrebujemo zavlacevalkino stra-
tegijo. Ta naredi potezo v del grafa (bodisi v ciklu bodisi v P, [0 Py), v katerem je igral
dominator pred njo. Ce je izbral eno izmed posebnih vozlis¢, potem zavlacevalka igra
v cikel. V primeru, ko zavladevalka ne more odigrati v Zeljeni komponenti, ker je ta
pred njeno potezo v celoti dominirana, odigra v drugi. V vsaki komponenti izbere tisto
vozlisce, ki bi ga izbrala tudi v primeru, ¢e bi se igra odvijala samo na doti¢ni kom-
ponenti. To pomeni, da na ciklu izbere konec poljubnega niza, na P> [ P, pa igra po
strategiji, opisani zgoraj. Poleg tega zavlacevalka igra na izolirano ali posebno vozlisce
samo v primeru, ko je v to prisiljena.

V nadaljevanju obravnavamo primere igre glede na dominatorjevo prvo izbrano
vozlisCe. Zaradi simetrije grafa nam ni treba obravnavati vseh primerov.

V prvem primeru dominator najprej izbere y (ali z). Potem zavlacevalka igra na
z (ali y). V grafu imamo sedaj eno izolirano vozlisée, w’, ter preostanek s 4k 4+ 1 ne-
dominiranimi vozlis¢i. V residualnem grafu imajo vsa vozlis¢a razen z’ stopnjo manjso
ali enako 2. Ker so tudi v zaprti sose$¢ini 2’ le tri nedominirana vozliséa, sledi, da
lahko dominator v vsaki izmed svojih potez dominira najvec¢ tri nova vozlisca. Po drugi
strani pa zavlacevalka do konca igre po svoji strategiji dominira vedno samo eno novo
vozlisce. Sledi, da zavlacevalka v k potezah dominira k vozlis¢ na ciklu, dominator pa
za preostalih 3k 4+ 1 vozlis¢ potrebuje najmanj k + 1 potez. Ker mora biti ena poteza
odigrana Se, da se dominira w’, vse skupaj potrebujeta vsaj 2+ k+ (k+1)+1 =2k +4
potez.

V drugem primeru dominator najprej igra w, zavlacevalka pa odgovori na w’. Na
grafu tako ostane se 4k+4 nedominiranih vozlis¢ in zavlacevalka lahko po svoji strategiji
v vsaki izmed svojih naslednjih potez dominira samo eno novo vozlisée. Ce dominator
v nobeni izmed potez ne dominira ve¢ kot treh vozlis¢, morata do konca igre odigrati
Se vsaj 2k + 2 potez. Denimo sedaj, da dominator po 2¢ + 2, ¢ > 0, potezah izbere

posebno vozlisce, ki ni dominirano in nima dominiranega nobenega soseda. Brez skode
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za splosnost naj bo to vozlisée . S tem dominira stiri nova vozliséa. Pokazati mo-
ramo, da lahko zavlacevalka s svojo strategijo prisili dominatorja, da v eni izmed svojih
naslednjih potez dominira manj kot tri vozlis¢a. Po igranju vozliséa x ostane na ciklu
se 4k +2 — (44 + 3) = 4(k — £ — 1) + 3 nedominiranih vozlis¢, medtem ko na P, P
ostane nedominirano le vozlisée y'. Zavlacevalka po svoji strategiji nato igra v ciklu
in dominira eno vozlis¢e. Po naslednjih 2(k — ¢ — 1) potezah ostaneta na ciklu Se vsaj
dve nedominirani vozliséi ter 3’. Ker lahko dominator v eni potezi dominira najveé
dve (bodisi dve na ciklu, bodisi igra 2’ in dominira eno iz cikla ter y'), sledi, da sta
potrebni vsaj Se dve potezi za dokoncanje igre. Ko sestejemo vse poteze, dobimo, da je
potrebnih vsaj (204 2) + 2+ 2(k — ¢ — 1) + 2 = 2k + 4 potez.

V tretjem primeru dominator najprej izbere posebno vozlisée x. Zavlacevalka nato
igra a in s tem dominira samo eno novo vozlisce. Po 2¢ + 2, ¢ > 0, potezah na ciklu
nato dominator izbere vozlisée iz X. Ce izbere 2/, v X ostane samo eno nedominirano
vozlisée, w, ki s tem postane izolirano. Zavlacevalka v skladu s svojo strategijo igra
v ciklu in s tem dominira eno novo vozlis¢e. Po tej potezi je na ciklu ostalo Se vsaj
dk+2— (40 +4+1) = 4(k— ¢ — 1)+ 1 nedominiranih vozlis¢, za katere potrebujeta Se
vsaj 2(k — £ — 1) + 1 potez. Ker potrebujeta Se eno potezo, da dominirata w’, sledi, da
je vse skupaj potrebnih vsaj (20 +2) + 2+ (2(k — £ — 1) + 1) + 1 = 2k + 4 potez. Ce
dominator izbere kaksno drugo vozlisce iz X, zavlacevalka odgovori s tako potezo v X,
da dobimo situacijo, analogno tisti iz drugega primera.

V zadnjem primeru dominator najprej izbere neko vozlisce na ciklu. Zavlacevalka
igra na cikel, dokler dominator ne izbere posebnega vozlis¢a ali vozlisca iz X. (Zavla-
cevalka igra na posebno vozlisée samo v primeru, ko so vsa vozlisca cikla ze dominirana
in tudi v tem primeru dominira samo eno novo vozlisce, ki je bodisi y bodisi y'.) Prvi
primer, ko dominator igra na posebno vozlisce, je analogen tretjemu primeru, razen ce
so na ciklu vsa vozlis¢a dominirana. V tem primeru je bilo odigranih Ze 2k + 1 potez in
eden izmed y ter 3/ je nedominiran. Zavlac¢evalka lahko dominira samo njega tako, da
igra na ustrezno posebno vozlis¢e. Nedominiran ostane se cikel dolzine s$tiri, za katerega
potrebujeta vsaj Se dve potezi. Drugi primer, ko dominator izbere neko vozlisce iz X,

pa je analogen prvemu ali drugemu primeru. -

Preostane dokazati Se, da je zgornja meja igralnega dominacijskega stevilo, ko za-

vlacevalka naredi prvo potezo, na grafu BL; enaka 2k + 3.
Trditev 4.9 Za vsak k > 0 velja v, (BLy) < 2k + 3.

Dokaz: Podati je potrebno le strategijo dominatorja. Obravnavamo dva primera
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glede na prvo zavlacevalkino potezo. Ce zavlacevalka najprej izbere vozlisée iz Py [ Py
(v posebnem tudi posebno vozlisée), potem dominator odgovori s tako potezo v Py (I Py,
da so vsa vozliséa v P, [ P, razen enega dominirana. Nedominirano vozlisée je bodisi
eno izmed posebnih vozlis¢ bodisi eno izmed w in w’. V primeru, ko nastopi zadnja
situacija, je residualni graf enak Pg; ;U P/". Po lemi 3.3 sledi, da je vy (P, _; UP]') =
2k + 1, kar skupaj s prvima dvema potezama znese 2k + 3 potez. V prvem primeru,
ko je nedominirano eno izmed posebnih vozlis¢ (brez Skode za sploSnost naj bo to
r), pa obravnavamo Se dva primera glede na zavlacevalkino naslednjo potezo. Ce
zavlacevalka v naslednji potezi dominira x, potem je nedominiranih vozlis¢ najvec 4k
in je residualni graf enak Pj.. Po lemi 3.3 za dokonc¢anje igre potrebujeta Se 2k potez.
Ce pa zavlacevalka v svoji drugi potezi ne dominira z, temveé izbere neko vozlisée na
sredini cikla, dominator igra na a. Potem je residualni graf enak enemu od naslednjih
grafov: Py s, Py 4, Pj._5, P/'U P/, kjer velja i +j =4k — 5 in 4,5 > 1. Po lemi 3.3
sledi, da je do konca igre Se max{2k — 1,2k — 2,2k — 2,2k — 1} = 2k — 1 potez, kar se
skupaj s prvimi Stirimi potezami sesteje v 2k + 3.

Za drugi primer, ko zavlacevalka igra v ciklu, a ne na posebno vozlis¢e, uporabimo
indukcijo na k. Za k <1 trditev drzi. Dokazimo sedaj trditev se za k > 2. Dominator
v svoji prvi potezi izbere tako vozliSée, ki podaljSa niz dominiranih vozlis¢ za 3 in
ni posebno. Naj bo R residualni graf po prvih dveh potezah. Potem po principu
nadaljevanja in indukcijski predpostavki velja vy (R) < 7, (BL-1) < 2(k — 1) +3 =
2k 4+ 1, od koder sledi, da je na BLj skupaj potrebnih najve¢ 2k + 3 potez. -
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Poglavje 5
3/5 domnevi

Glavni cilj razdelka je poiskati drevesa, katerih igralno dominacijsko stevilo doseze mejo

v naslednji domnevi.
Domneva 5.1 Za vsak gozd G brez vozlis¢ stopnje 0 velja v4(G) < 3|V(G)|/5.

Med iskanjem bomo naleteli tudi na drevesa, ki jih lahko pripnemo na poljuben
graf tako, da igralno dominacijsko Stevilo novo skonstruiranega grafa doseze mejo, po-

stavljeno v naslednji, bolj splosni domnevi.
Domneva 5.2 Za vsak graf G brez vozlisc¢ stopnje 0 velja v4(G) < 3|V (G)|/5.

Ocitno prva domneva sledi iz druge, vendar pa Se zdale¢ ni oc¢itno, ali sta ekviva-
lentni. Bresar et al. so namrec¢ v [10] dokazali, da je za graf G in njegovo vpeto drevo
T razlika v4(G) — v4(T') lahko poljubno velika.

Grafom in drevesom brez tock stopnje 0, ki imajo igralno dominacijsko stevilo enako
3/5 njihovega reda, bomo rekli 3/5-grafi in 3/5-drevesa. Neskon¢no druzino takih grafov
dobimo, ¢e poljubnemu grafu G reda n na vsako izmed njegovih vozlis¢ pripnemo pot
reda 5 v centralnem vozliséu. S tem dobimo graf G’ reda 5n, za katerega je enostavno
preveriti, da velja v4(G’) = 3n. Ta konstrukcija, ki je bila neodvisno odkrita s strani
ve¢ avtorjev v [27, 9, 30], je bila tudi povod za vzpostavitev zgoraj navedenih domnev.

Poizkusi dokaza domneve 5.1 so vodili v iskanje dreves, ki dosezejo domnevano mejo.
Z uporabo racunalnika smo nasli eno, dve oziroma stiri 3/5-drevesa na 5, 10 oziroma 15
vozlis¢ih. Tri izmed teh sedmih dreves lahko dobimo iz zgoraj opisane konstrukcije. V
treh izmed preostalih Stirih dreves kot podgraf nastopajo tako imenovane wvilice. Da bi

bolje razumeli njeno vlogo pri konstrukciji 3/5-grafov, smo racunalnisko iskanje razsirili
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Se na vsa drevesa na 20 vozlis¢ih. Kljub temu, da je takih (neizomorfnih) dreves 823 065,
smo uspeli pregledati vsa. Izkaze se, da je vseh 3/5-dreves na 20 vozlis¢ih natanko deset,
od katerih lahko dobimo iz zgornje konstrukcije zgolj dve. Vzorec dreves je bil dovolj
velik, da smo uspeli najti splosne konstrukcije, iz katerih lahko dobimo vsa 3/5-drevesa
na najvec 20 vozliscih.

Primeri ekstremnih grafov nam torej potrdijo, da je meja v obeh domnevah naj-
manjsa mozna. Bujtds je v [13] dokazala, da domneva 5.1 drzi za vse gozdove brez

vozlis¢ stopnje 0, ki nimajo nobenih dveh listov na razdalji 4.

Izrek 5.3 Naj bo G gozd reda n brez vozlisc stopnje 0. Ce G nima nobenih dveh listov

na razdalji 4, velja
3 3 1
" i 7 (G) < ntl

< 27
VQ(G) - 5 g - 5

Kinnersley et al. so v [30] dokazali, da je za igralno dominacijsko Stevilo gozdov
brez vozlis¢ stopnje 0 v splosSnem zgornja meja enaka 7/11 njihovega reda. To mejo je

Bujtés v [13] Se nekoliko izboljsala.

Izrek 5.4 Za vsak gozd G reda n brez vozlis¢ stopnje 0 velja

on , on + 2
<5 7,(G) < 5

’Yg(G) <

5.1 Osnovni drevesi

Kot smo omenili Ze zgoraj, bosta pri konstrukciji velike druzine ekstremnih dreves
kljuéni dve osnovni drevesi. Prvo osnovno drevo je pot reda 5, medtem ko drugo,
t.i. vilice (ang. fork), dobimo tako, da enemu izmed listov na poti reda 4 pripnemo tri
poti reda 3. Vilice oznacimo s F'. Obe drevesi sta skupaj z oznakami, potrebnimi v
nadaljevanju, narisani na sliki 5.1.

S pregledom vseh moznosti lahko enostavno pokazemo, da ima vsako osnovno drevo

T naslednje lastnosti:

e Ce je a; vozlisée s slike 5.1, velja v,(T|a;) = ~,(T) = Yo(T) = 7y(Tla;) =
3|V (T)|/5.

e Dominator ima optimalno strategijo na T, ki zagotovi, da je vozlisée a; igrano v

prvih dveh potezah igre, ne glede na to, kdo zacne.

e Izbira vozlis¢a a; na T je dominatorjeva optimalna prva poteza v igri 1.
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Slika 5.1: Grafa F' (levo) in P (desno) oznacena kot 7T;

Prva lastnost nam med drugim pove, da sta osnovni drevesi 3/5-drevesi. V nasled-
njem razdelku bomo skonstruirali neskon¢no druzino 3/5-dreves, ki bodo kot podgrafa

vsebovala osnovni drevesi.

5.2 Konstrukcija z osnovnima drevesoma

Najbo k> 6in 3 < /¢ <k — 2. Na poti reda k oznacimo lista s s in ¢, njuna soseda pa
s s in t'. Vozlisce, ki je na razdalji £ — 1 od s, oznad¢imo z x, preostala vozlis¢a pa po
vrsti z ug, ..., ug_s, zacensi s sosedom stopnje 2 vozlis¢a s’. Pot oznacimo s P. Potem
skonstruiramo drevo T,f [T1,...,T;—5] po naslednjem postopku. Za vsaki=1,...,k—5

vozlisCe u; na poti P identificiramo z vozlis¢em a; iz osnovnega drevesa T, glej sliko 5.2.

s s' up U2 x Ug—5 ¢/ t
o e O feeem O— -0 O O

Slika 5.2: Konstrukcija drevesa T{[T1, ..., Tk_5]
V dokazu naslednjega izreka bosta oba igralca uporabljala strategijo odgovarjanja.
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Ta je uporabna pri dokazovanju igralnega dominacijskega stevila grafov, ki so sestavljeni
iz ve¢ podgrafov, na katerih pa Ze poznamo optimalne strategije obeh igralcev v obeh
variantah dominacijske igre. Ko eden izmed igralcev uporablja to strategijo, to pomeni,
da vedno, ko je to mogoce, odgovori s potezo v istem podgrafu, v katerem je igral igralec
pred njim. Ta poteza je enaka optimalni potezi v igri, ki se igra samo na tem podgrafu.
Igralec si torej zamislja, da se igra odvija le na podgrafu, na katerem je naredil potezo
igralec pred njim. Posebne primere, ko taka poteza ni mogoca, bomo obravnavali
individualno v odvisnosti od situacije. V takih primerih bomo torej eksplicitno navedli,

kaksna je naslednja poteza igralca, ki se posluzuje opisane strategije.

Izrek 5.5 Za vsak k > 0, vsak 3 < £ < k — 2 in wvsak seznam osnovnih dreves

Ty, ..., Tk—5 je drevo T[Ty, ..., T—5] 3/5-drevo.

Dokaz: NajboT = T{[T},...,Tj_5] za poljubna k > 6 in 3 < £ < k—2. Stevilo vozlis¢
grafa T ozna¢imo z n, tj. n = |V(T)|, medtem ko je n; = |V(T;)| zai =1,...,k — 5.
Najprej dokazimo, da lahko dominator zagotovi, da je odigranih najve¢ 3n/5 potez na
T v igri 1, pri ¢emer so najvec tri poteze odigrane na vozlis¢ih s,s’,z,t',t in najved
3n;/5 potez na T; za vsak i = 1,...,k — 5.

Predpostavimo najprej, da je £ = 3, tj. x je sosed vozlis¢a s’. Dominator v svoji prvi
potezi izbere x, s ¢imer zagotovi, da sta v celotni igri izbrani natanko dve izmed vozlis¢
s,8',z. Nato dominator na vsakem podgrafu T; uporablja strategijo odgovarjanja. V
posebnem zagotovi, da je u; igran najkasneje v drugi potezi na T;. Ce zavlacevalkina
poteza konca igro na Tj, potem dominator igra optimalno v nekem 7}, v katerem igra
$e ni konc¢ana. Ce je to prva poteza v T}, dominator igra na u;. Ce pa je pred tem ze
bila odigrana vsaj ena poteza v T}, potem v T} igrata igro, kjer je zavlacevalka izpustila
potezo. Po izreku 1.5 sledi, da to ne skoduje dominatorju.

Denimo, da na neki tocki igre na T zavlacevalka izbere t. Ce se igra na Tj_5 Se
ni zacela, jo dominator zacne z izbiro ui_5. Poleg tega, da je to optimalna poteza na
Tr_5, si zagotovi Se, da je na vozlis¢ih ¢ in ¢ odigrana samo ena poteza. Po drugi
strani pa je v primeru, ko se je igra na Tj_5 Ze zacela pred zavlacevalkino potezo na
t, po zgoraj opisani dominatorjevi strategiji vozlis¢e u; zZe dominirano. Od tu sledi,
da legalna poteza na t' ni ve¢ mozna. S tem so bile odigrane tri poteze na vozlis¢ih
s,8',z,t',t in najveé 3n;/5 potez na vsakem od podgrafov T;.

Ce je ¢ = k — 2, potem je x soseden s t' in strategija je enaka kot v prvem primeru.
Najbosedaj 3 < ¢ < k—2. Kot v prvem primeru dominator v prvi potezi izbere x. Nato

uporabi enako strategijo kot zgoraj, tj. strategijo odgovarjanja na vsakem poddrevesu
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T;, pri ¢emer zagotovi, da je vozlisce u; igrano v prvih dveh potezah na T;. Enako kot
zgoraj postopa tudi v primeru, ko zavlacevalka izbere s ali t. Ko zavlacevalka izbere
s, dominator igra v 77, medtem ko igra na Tj_5, ¢e zavlacevalka izbere ¢t. Zakljuéimo
lahko, da velja v4(T") < 3n/5.

S pomocjo zavlacevalkine strategije dokazimo Se spodnjo mejo za 7,4(7"). Denimo,
da dominator v prvi potezi izbere x. Potem bodo vsaj tri vozlis¢a izmed s, s’,z,t',t
zagotovo odigrana, saj sta s in t Se obe nedominirani. Zavlacevalka izbere s v svoji
prvi potezi, nato pa uporablja strategijo odgovarjanja na poddrevesih T;. V primeru,
ko ne more odgovoriti s potezo v istem poddrevesu, je igre bodisi konec (oziroma jo s
potezo na t zakljuci zavlacevalka) bodisi zavlacevalka lahko igra na T;. To je bodisi
prva poteza na T}, bodisi je zadnjo potezo na njem odigrala zavlacevalka. Torej je na Tj
igra enaka igri 1, v kateri lahko dominator izpusti kaksno potezo. Po trditvi 2.3 sledi,
da izpuscanje potez na (delno dominiranem) drevesu zavlac¢evalki ne skoduje. Torej bo
na vsakem poddrevesu T; odigranih vsaj 3n;/5 potez. V primeru, ko je di = z, torej
dobimo, da je v4(T") > 3n/5.

Po principu nadaljevanja lahko privzamemo, da dominator v prvi potezi ne igra na
s ali t. V primeru, ko je di = s’ ali di = t/, zavlacevalka odgovori na x. Situacija je
potem enaka kot v prvem primeru.

Na koncu obravnavajmo Se primer, ko dominator svojo prvo potezo naredi v pod-
drevesu T),. Zavlacevalka potem igra na x. Osnovnemu drevesu bomo rekli, da je
odprto, ¢e je bila v njem odigrana samo ena poteza in je to potezo naredil dominator.
Torej je po prvih dveh potezah na T odprto samo drevo T;,. V nadaljnjem poteku igre

dominator naredi eno izmed naslednjih stirih potez.

1. dominator ustvari novo odprto drevo.
2. dominator igra s ali t'.
3. dominator igra v drevesu, v katerem je zadnjo potezo naredila zavlacevalka.

4. dominator igra v odprtem drevesu.

Vsako od teh stirih potez sedaj obravnavamo posebej. Denimo, da dominator s svojo
potezo ustvari odprto drevo T;. Ce je to edino odprto drevo, zavlacevalka uporabi
strategijo odgovarjanja na njem. V nasprotnem pa obstaja Se eno odprto drevo Tj.
Ce sta i in j oba manjsa od ¢ — 2, denimo i < j < ¢ — 2, potem zavlacevalka igra

optimalno v Tj. Ce pa je vsaj eden izmed i in j vedji od £ — 2, denimo i > £ — 2, potem
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zavlaCevalka igra optimalno v Tp.i,y;5). Njena strategija torej zagotavlja, da sta po
vsaki dominatorjevi potezi odprti najve¢ dve drevesi, po vsaki njeni potezi pa najvec

€10.

Ce dominator igra s’ ali ¢’ in ni odprtih dreves, potem zavlacevalka igra na drugega
izmed s' in t’. Ce pa obstaja kaksno odprto drevo, potem naredi optimalno potezo v
njem.

V tretjem primeru, ko dominator igra v drevo T;, v katerem je zavlacevalka naredila
zadnjo potezo, zavlacevalka igra v Tj, ¢e je to mogoce. Ce taka poteza ni mozna in
obstaja odprto drevo, potem igra v tem odprtem drevesu. Ce ni odprtih dreves, potem
naredi prvo potezo v nekem 77 ali pa igra v T}, v katerem je ona naredila zadnjo potezo.

V tem drevesu bo po trditvi 2.3 Se vedno odigranih vsaj 3n;/5 potez.

Na koncu obravnavajmo Se primer, ko dominator igra v (edinem) odprtem drevesu.
Dokazimo najprej trditev, ki pravi, da je u; legalna poteza, ée sta prvi dve potezi na T;
obe dominatorjevi in nobena od njiju ni enaka izbiri v;. Oznac¢imo ti dve dominatorjevi
potezi z d, in dg, kjer je p < ¢ in d,, d; # ;. Brez skode za splosnost lahko privzamemo,
da je i > ¢ — 2. Predpostavimo, da je bil desni sosed y vozlis¢éa u; na P dominiran pred
potezo na d,. Vozlisce y je bodisi u;41 bodisi t'. Naj bo najprej y = t'. Ce je bil y igran
pred d,, potem po zgoraj opisani zavlacevalkini strategiji (primer 2) dominator sploh
ni mogel storiti potez d,, in d, v T;. Ce je y = u;41, obravnavamo dva podprimera glede
na potezo, s katero je bilo dominirano vozlisée y. Denimo najprej, da je bil desni sosed
vozlisCa y odigran tekom igre. Potem je bil odigran pred d), saj bi sicer zavlacevalka
igrala najprej v T; in zato dominator ne bi imel dveh zaporednih potez na 7;. Od tu
sledi, da je po potezi na d, T; najbolj levo odprto drevo, kar pa je v protislovju s tem,
da je bil sosed od y odigran ze prej. Z enakim argumentom dobimo Se protislovje v

primeru, ko je y dominiran z neko potezo v T;11. S tem je trditev dokazana.

Ce je T; izomorfen Ps in je dominator igral b; ter ¢;, potem zavlacevalka po zgornji
trditvi lahko igra na u;. Ce dominator igra na w; v eni izmed teh dveh potez, potem
je nedominirano Se eno vozlisée v T;, ki ga potem izbere zavlacevalka. Naj bo sedaj
T; izomorfen F. Ce je mnozica {dp,d,} enaka eni izmed {z;,w;}, {zi, v} ali {v;,w;},
potem po zgornji trditvi zavlacevalka lahko igra na w; in si s tem zagotovi 6 potez na
T;. Ce je {dp,d,} enaka {x;,u;} ali {z;,y;}, potem zavladevalka igra na w;. V prvem
primeru si s tem ze zagotovi 6 potez, medtem ko v drugem primeru to doseze tako,
da zagotovi, da je u; odigran v naslednjih dveh potezah na T;. Zaradi simetri¢nosti in
principa nadaljevanja so to vsi mozni primeri, ki se lahko zgodijo. Zaklju¢imo lahko,
da je v4(T") > 3n/5. -
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Zgornjo konstrukeijo lahko razsirimo e za k = 5 in iz izreka dobimo, da je TS[] = Ps
res 3/5-drevo. Opazimo tudi, da je T ravno drevo, izomorfno vilicam.

Dobro bi bilo tudi razsiriti mnozico osnovnih dreves, kar pa se na prvi pogled zdi
izjemno tezko, saj mora vsako osnovno drevo imeti lastnosti, opisane zgoraj. Poleg tega
smo v dokazu (npr. v zadnjem odstavku) uporabili Se specifiéne lastnosti obeh osnovnih
dreves, da smo lahko navedli naslednjo zavlacevalkino potezo.

Da bi videli, kako obcutljiva je konstrukcija iz izreka 5.5, si poglejmo drevo S, ki
je na sliki 5.3 narisano s krepkimi povezavami. Preverimo lahko (glej tudi izrek 5.8),
da za S velja v,4(S]a;) = 74(S) = 74(S) = 7, (Slai;) = 9 = 3|V (S5)|/5. Poglejmo si sedaj
graf T¢[S] (glej sliko 5.3), na katerem S pripnemo na Pg v vozliscu a; iz S. Preverimo
lahko, da je v,(T§[S]) = 11 in torej ni 3/5-drevo. Enak rezultat dobimo v primeru, ko
S pripnemo na Pg v vozlis¢u a;. Ta primer nam torej jasno pove, da moramo biti ob

razsiritvi osnovnih dreves zelo previdni.
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Slika 5.3: Drevesi S (v krepkem) in T§[S] (celoten graf)

5.3 Posplosene konstrukcije

V tem razdelku bomo s pomocjo poljubnega grafa in dreves z dolo¢enimi lastnostmi
predstavili Se eno konstrukcijo ekstremnih grafov. Uvedli bomo pojem pritrdljivih dre-

ves, s katerim bomo lahko druzino 3/5-dreves se povecali.

Naj bo G graf z n vozliséi vy, ..., v,, H; povezan graf reda m; > 2 in z; € V(H;) za
vsak i = 1,...,n. Z G[Hy[z1],...,Gplzy,]] oznacimo graf reda > i m;, ki ga dobimo
tako, da identificiramo v; in x; za vsak ¢ = 1,...,n. Kadar bodo vozlis¢a x; jasna iz
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konteksta, bomo pisali samo G[Hq, ..., H,).

Trditev 5.6 Naj bo G poljuben graf reda n in za vsak i = 1,...,n naj bo T; drevo z

vozliscem x;, za katerega velja v4(T;) = v4(Tilx;). Potem velja
n
Yg(G[Tile], ..., Talwnl]) 2 Y 1e(Th).

Dokaz: Zadostuje dokazati, da ima zavlacevalka strategijo, s katero si za vsak i =
1,...,n lahko zagotovi vsaj v4(7;) potez na vsakem podgrafu T;. Njena strategija je
uporaba strategije odgovarjanja. Edini primer, ko ne more odgovoriti v istem podgrafu
kot dominator pred njo, je, ko dominator s svojo potezo konca igro na tem podgrafu,
tj. po njegovi potezi so vsa vozlis¢a podgrafa dominirana. Potem zavlacevalka eno-
stavno igra v poljuben Se ne povsem dominiran podgraf 7). Igra na T} je potem enaka
igri 1 ali igri 2, pri ¢emer lahko dominator izpusti kaksno potezo. Po izreku 1.5 dobimo,
da je v primeru, ko je to igra 1, v T} odigranih vsaj v4(7}j|z;) = v4(T;) potez, medtem
ko je v primeru igre 2 v Tj odigranih vsaj v, (T}j|z;) > v4(Tj|z;) = v4(T}) potez. -

Opazimo lahko, da v trditvi nismo eksplicitno zahtevali, da ima vsako drevo T; vsaj
dve vozlisci, saj to sledi zZe iz lastnosti, da je v4(T3) = v4(Tilxs).
Ce je vsako izmed dreves v zgornji trditvi 3/5-drevo, potem je igralno dominacijsko

stevilo sestavljenega grafa vsaj 3/5 njegovega reda.

Posledica 5.7 Naj bo G poljuben graf reda n in za vsak i = 1,...,n naj bo T; drevo
z vozliscem x;, za katerega velja v4(T;) = ~4(Ti|x;) = 3|V (T3)|/5. Potem za graf G =

G[Ti[z1],. .., Thlzy]] velja

(@) 2 SIV@).

Kot smo ugotovili ze v podpoglavju 5.1, sta F in P5 primera grafov, ki zadostujeta
pogojem na poddrevesa v zgornji posledici. Torej, ¢e poljubnemu grafu G na vsako
izmed njegovih vozlis¢ pripnemo P; ali F' v ustreznem vozliséu (oznacenem z a; na
sliki 5.1), dobimo veliko druzino grafov, ki bodisi doseze domnevano 3/5-mejo bodisi
vsebuje protiprimer domneve 5.2.

Vozlis¢u v pravimo optimalno zacetno vozlisce, ¢e ima dominator tako optimalno
strategijo v igri 1, da je dy = v. Naj bo T drevo in x eno izmed njegovih vozlis¢c.
Pravimo, da je (T, x) pritrdljivo drevo (v vozliséu x), ¢e je x optimalno zacetno vozlisce

v T in velja Se v4(T|z) = v4(T) = ~4(T). Potem zaradi principa nadaljevanja in
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izreka 1.5 dobimo Se

Vg(T|2) < 79(T) = 734(T) = 7(T|x) < 7(T).

Ker sta vrednosti na levi in desni strani neenakosti enaki, potem velja enacaj skozi

celotno verigo. Dobimo, da za pritrdljivo drevo (T',z) velja Se v, (T'|x) = 4 (T).

Izrek 5.8 Naj bo G graf z univerzalnim vozliséem reda n in (T;, x;) pritrdljivo drevo

za vsak i =1,...,n. Potem velja

Dokaz: Oznacimo z x univerzalno vozlis¢e v G. Brez Skode za splosnost lahko predpo-
stavimo, da je x = x1. Zaradi trditve 5.6 zadostuje dokazati zgornjo mejo. Dominator
v prvi potezi izbere z. Residualni graf je po tej potezi (delno dominirano) drevo, saj so
vsa vozlis¢a grafa G dominirana. Zapisemo ga lahko kot G|N[z] = (T1 U---UT,)|N|x]
= (T1|Nz1]) U (Tp|z2) U - - - U (T}, |zy). Ker je z1 optimalna poteza v drevesu 11, velja
Yo(T1|N[x1]) < vy (T1|N[21]) = 74(T1) — 1. Zaradi predpostavke, da je vsak T; ENACAJ

graf, iz izreka 2.10 dobimo, da velja

Y9(G) < 1+ (TaIN[z1]) U (Ta|z2) U - U (Tn|2,))
= 14 7(Th|N[z1]) + 9 (T2|z2) + - - - + vg(Tnlzn)
< 1T49(Th) = 1T+ 9(To) + -+ + v9(Th)

n

= ZVQ(TZ‘) .

=1

Vemo ze, da sta (Ps,a;) in (F,a;) pritrdljivi drevesi. V bistvu sta to celo najmanjsi
drevesi, ki sta skonstruirani s pomocjo izreka 5.5. Naslednja trditev nam pove, da je

vsako drevo iz tega izreka pritrdljivo.

Trditev 5.9 Naj bo T drevo, skunstruirano v izreku 5.5, in x njegovo wvozlisce, ki je

definirano v istem izreku. Potem je (T, x) pritrdljivo drevo.

Dokaz: Ker je dominator v svoji strategiji v dokazu zgornje meje izreka 5.5 v prvi
potezi igral na x, je z optimalno zacetno vozlisée drevesa T'.
Dokazati moramo Se, da velja v4(T'|x) = v4(T"). Zaradi principa nadaljevanja velja

v¢(T|x) < 74(T). V dokazu obratne neenakosti bo zavlacevalka uporabila strategijo
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namisljene igre na 7’|z, medtem ko se bo dejanska igra igrala na 7. V obeh igrah je
dominator tisti, ki naredi prvo potezo. Naj bo naprej di = x. Potem zavlacevalka
naredi enako potezo Se v namisljeni igri v T'|x. Na tej tocki sta mnozici dominiranih
vozlis¢ v obeh igrah enaki, od koder sledi, da je Stevilo potez na T enako Stevilu
potez na T'|z. Predpostavimo sedaj, da je di # x. Potem zavlacevalka odigra enako
potezo Se v namisljeni igri, v kateri je ta poteza legalna. Nato zavlacevalka izbere x
v T|z, kar je legalna poteza v obeh igrah, saj je x edini skupni sosed svojima dvema
sosedoma (v nasprotnem bi na drevesu T" imeli cikel). Iz dokaza izreka 5.5 sledi, da je
zavlacevalkina poteza na x v T optimalna. Kot v prvem primeru ugotovimo, da sta v

tej fazi mnozici dominiranih vozlis¢ v obeh igrah enaki, od koder lahko zaklju¢imo, da
je vg(T|x) = 4 (T). =

Sedaj ko poznamo veliko druzino pritrdljivih 3/5-dreves, lahko s pomocjo izreka 5.8

povec¢amo Se druzino 3/5-dreves.

Posledica 5.10 Naj bo G graf reda n z univerzalnim vozliscem in (T;, x;) za vsak i =
1,...,n pritrdljivo 3/5-drevo, skonstruirano v izreku 5.5. Potem je G [T [x1],. .., Ty[zy]]
3/5-drevo.

Za razsiritev izreka 5.8 na splosne grafe potrebujemo Se naslednjo lastnost pri-
trdljivih dreves. Rekli bomo, da je pritrdljivo drevo (T, x) posebno, ¢e lahko na vsako
zavlacevalkino optimalno prvo potezo, razli¢no od x, v igri 2 na T' dominator odgovori

S potezo na x.

Izrek 5.11 Naj bo G povezan graf reda n in (T;, x;) posebno pritrdljivo drevo za vsak
i=1,...,n. Potem velja

n

Yo(G[Thlan], - Tulan]]) = D 79(Th) -

=1

Dokaz: Dovolj je dokazati, da velja zgornja meja, saj spodnja sledi iz trditve 5.6.
Potrebujemo torej le dominatorjevo strategijo, ki zagotovi, da je na vsakem poddre-
vesu T; odigranih najvec¢ v4(7;) potez. V prvi potezi dominator igra na z;, nato pa
uporablja strategijo odgovarjanja na vseh poddrevesih T;. Kadarkoli je dominator tisti,
ki prvi igra v nekem poddrevesu 7}, potem igra na x;, kar je optimalno, saj je (T}, z;)
pritrdljivo drevo. Zgodi se lahko $e, da dominator v nekem T odigra dve ali ve¢ potez

zapored, kar pomeni, da se na tem poddrevesu igra razlic¢ica igre, v kateri zavlacevalka
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lahko izpusti poljubno stevilo potez. Po trditvi 2.3 je v taki igri odigranih najve¢ toliko
potez kot v navadni igri, ko zavlacevalka ne izpusti nobene poteze.

Ce je zavlacevalka tista, ki prva igra potezo v poddrevesu T}, potem obravnavamo
dva primera glede na to potezo. Ce je bila ta poteza optimalna v igri, zoZeni na T},
in to ni bila poteza na z;, potem dominator odgovori s potezo na z;. To je seveda
optimalno v T}, saj je (Tj,x;) posebno pritrdljivo drevo. V primeru, ko zavlacevalka
izbere x; v omenjeni potezi, dominator odgovori z neko optimalno potezo v T}.

Predpostavimo sedaj, da zavlacevalkina prva poteza v T} ni optimalna v igri, zoZeni
na Tj, (je pa seveda optimalna v igri na celotnem grafu). Potem dominator odgovori
z optimalno potezo, ki mu zagotavlja, da bodo po v4(7;) — 1 potezah vsa vozlisca
poddrevesa T); dominirana. Tudi ¢e zavlacevalka nato igra na z;, bo na T} odigranih
najvec v4(7}) potez.

Sledi, da dominator s svojo strategijo lahko zagotovi, da je na vsakem poddrevesu

T; odigranih najvec¢ v,(7};) potez, s ¢imer je dokaz koncan. -

Enostavno je preveriti, da imata Ps in F' posebno lastnost, prav tako kot jo imata
tudi T2[Ps, Ps] in T#[Ps, P5]. Za primer pritrdljivega drevesa, ki ni posebno, pa si
poglejmo spodnjo desno drevo T na sliki 5.4. Naj bo = vozlis¢e stopnje 3 na T in y
vozlisée, ki je na razdalji 5 od x. Preverimo lahko, da je (T, ) pritrdljivo drevo. Po
drugi strani pa je v igri odigranih 13 potez, ¢e dominator, v primeru, ko zavlacevalka

igra y v prvi potezi, odgovori s potezo na .

5.4 Vsa 3/5 drevesa na kvecjemu 20 vozlis¢ih

Z uporabo rac¢unalnika smo poiskali vsa 3/5-drevesa na 5k vozliséih za vsak k = 1,...,4.
Vsakega od njih lahko dobimo z eno izmed konstrukcij, predstavljenimi v prejsnjih
podpoglavjih. Nekatera od njih dobimo na ve¢ nacinov.

Edino 3/5-drevo na petih vozlis¢ih je Ps, ki ga lahko zapisemo tudi kot T3] |.

Na desetih vozlis¢ih obstajata dve 3/5-drevesi. Prvo drevo so vilice, ki jih lahko
zapiSemo tudi kot Tg’ [P5]. Drugo pa je drevo, ki ga dobimo tako, da povezemo centralni
vozliséi = in 2’ dveh kopij Ps, tj. graf Ko|Ps[z], P5[2]]. S poenostavljenimi oznakami
ga lahko zapiSemo kot Ks[Ps, P5]. Od sedaj naprej bomo vse grafe pisali z poenosta-
vljenimi oznakami, pri cemer bosta Ps in F' vedno pripeta z vozliséem a; s slike 5.1.

Na petnajstih vozlis¢ih so Stiri 3/5-drevesa, in sicer so to
S = Ky[F,Ps], Ps[Ps,Ps,P5], T#[Ps,Ps] in T2[Ps, Ps|=T3[F].
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Drevo S je narisano na sliki 5.3.

Vseh deset 3/5-dreves na dvajsetih vozlisc¢ih je narisanih na sliki 5.4. V prvi vr-
sti so narisana drevesa, ki jih lahko skonstruiramo kot T,f drevesa. Ta so T3[F, Ps),
T#[F, P5] in T3[Ps, F], pri ¢emer lahko zadnji dve izrazimo tudi kot T9[Ps, Ps, Ps] in
T3 Ps, Ps, Ps]. Preostala drevesa, z izjemo spodnjega desnega, lahko dobimo s pomo-
¢jo izreka 5.8, kjer je graf z univerzalnim vozlis¢em (K trikrat, Ko dvakrat in K3
enkrat) oznacen s krepkim. Nazadnje pa je spodnje desno drevo dobljeno iz grafa Py s

pomocjo izreka 5.11.

<
H

ZN7 2N

Lo
s
A
KO K

Slika 5.4: Vsa 3/5-drevesa na 20 vozlis¢ih

A

Opazimo Se, da lahko drevo Ks[F, F] (na sliki 5.1 v sredini levo) dobimo tako, da
drevesu T§[S] s slike 5.3 odstranimo povezavo a;a; in dodamo povezavo aizr. Ome-

njeni drevesi sta si torej zelo podobni, vendar pa je v4(T§¢[S]) = 11, medtem ko je

70



vg(Ko[F, F]) = 12.

V nadaljevanju bomo predstavili Se racunalniski pristop k problemu. Pri iskanju
3/5-dreves smo uporabili grafe Brendana McKaya [33]. Za igracun igralnih dominacij-
skih stevil vseh dreves na 5,10, 15 in 20 vozlis¢ih pa smo uporabili naslednji algoritem.

Za vsak graf G in S C V(G) bomo uporabili rekurzivni formuli

Y4(G[S) = 14 min{y,(G[SUN[v]) | v ni nasic¢eno}, (5.1)
Y,(G[S) = 14 max{y,(G|SUN][v]) | v ni nasiceno} . (5.2)

Za vsako mnozico vozlis¢ S si zapomnimo ~,4(G|S), ¢e je na potezi dominator, oziroma
vé(G\S), ¢e je na potezi zavlacevalka. Na vsakem koraku potem preverimo, ce ze
poznamo igralno dominacijsko $tevilo za dolocen S. Ce ga ne poznamo, izberemo
nenasiceno vozlis¢e in uporabimo eno izmed rekurzivnih enacb (5.1) in (5.2). Algoritem
se konca, ko so pregledane vse mozne poteze obeh igralcev. Vrnjeni rezultat je enak
() = 15(GI{ }) oziroma 7(G) = 7,(GI{ }).

Spodaj je Se psevdokoda opisanega algoritma.

Postopek IDS (igra, G, S):
G graf,

S mnozica dominiranih vozlisgd

e S==V(G): wvrni 0
e igra == 1 in 74(G|S) je znano: vrni 74(G|S)
sicer e igra == 2 in 7,(G|S) je znano: wvrni v, (G|S)
sicer:

Stevila = prazen seznam

za vsako vozliste v e V(G):
¢e v ni nasicen:
dodaj 1+IDS(3-igra, G, SUNJ[v]) k Stevilom
e igra == 1: zapomni si 74(G|S) = min(3tevila)

sicer: zapomni si 7, (G|S) = max(Stevila)
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Poglavje 6

Dominacijska igra na grafih z

odvzeto povezavo/vozliséem

V tem poglavju nas bosta zanimala dva klasi¢na problema teorije grafov. Kadarkoli
studiramo invariante grafov, nas zanima, kako se invariante spreminjajo, ¢e grafu od-

vzamemo povezavo ali vozlis¢e. Najprej se bomo ukvarjali z naslednjim vprasanjem.

Vprasanje 3 Za koliko se lahko spremeni igralno dominacijsko Stevilo grafa, ce mu

odvzamemo eno povezavo?
Nato pa bomo v drugem razdelku odgovorili Se na sledece vprasanje.

Vprasanje 4 Za koliko se lahko spremeni igralno dominacijsko Stevilo grafa, ce mu

odvzamemo eno vozlisce?

6.1 Z odvzeto povezavo

Ocitno je, da se dominacijsko stevilo grafa G ne zmanjsa, ¢e grafu odstranimo pove-
zavo e, tj. 7(G —e) > ~v(G) (ve¢ o tem v [37]), kar pa ni res v primeru igralnega

dominacijskega stevila.

Izrek 6.1 Za vsak graf G in povezavo e € E(G) velja

79(G) = 79(G—=e)| <2 in |y,(G) = 7,(G —e)| < 2.
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Dokaz: Za dokaz v,(G—e) < v4(G)+2 je dovolj pokazati, da ima dominator strategijo,
ki mu zagotovi, da je v igri na G — e odigranih najvec¢ v,(G) + 2 potez. Dominator
uporablja strategijo namisljene igre na G, medtem ko se dejanska igra odvija na G —e.
Naj bo e = uv. Obravnavamo naslednje situacije.

Predpostavimo najprej, da nobeden izmed igralcev ne izbere ne vozlis¢a u ne v. To
pomeni, da so vse poteze v obeh igrah legalne, od koder sledi, da skupno stevilo potez
v dejanski igri na G — e ni vecje od 74(G). Neenakost dobimo zaradi dejstva, da so bile
dominatorjeve poteze na G optimalne, zavlacevalkine pa ne nujno. Ker se igri koncata
istocasno, zaklju¢imo, da je v,(G — e) < v4(G).

Denimo sedaj, da dominator v namisljeni igri na G naredi potezo na u, ki ni legalna
v dejanski igri. To se lahko zgodi samo v primeru, ko je dominator s svojo potezo
s pomocjo povezave e dominiral samo vozlisée v. V tem primeru namesto te poteze
dominator lahko igra na v, saj po principu nadaljevanja to ni nikoli slabsa poteza.
Residualna grafa sta sedaj v obeh igrah enaka, od koder tudi v tem primeru sledi, da
je 19(G —€) < 74(G).

Nazadnje predpostavimo, da je eden izmed igralcev naredil potezo na vozlisce, in-
cidenc¢no e, pri ¢emer je ta poteza legalna v obeh igrah. Brez skode za splosnost lahko
privzamemo, da je igrano vozlisée u. Zaradi te poteze je vozlis¢e v dominirano v na-
misljeni igri G, ne pa tudi v dejanski igri na G —e. Ce so v nadaljevanju vse poteze
v dejanski igri legalne, so po najve¢ v,(G) potezah dominirana vsa vozlis¢a razen mo-
goce vozliséa v. Ker je za dokoncanje igre mogoce potrebna se ena poteza, dobimo
79(G —€) < 74(G) + 1. Sicer pa je zavlacevalka v dejanski igri naredila potezo na v,
ki je dominirala le v, kar pomeni, da to ni legalna poteza v namisljeni igri. Naj bo to
k-ta poteza na G — e. Po opisani zavlacevalkini potezi sta mnozici dominiranih vozlisé
v obeh igrah enaki. Oznac¢imo to mnozico z D. Ker je po k — 1 potezah zavlacevalka

na vrsti v namisljeni igri, dobimo
(k—1)+7;(G|D) < 4(G), (6.1)

pri cemer dobimo neenacaj iz dejstva, da zavlaéevalkina strategija v namisljeni igri ni
nujno optimalna. Ker zavlacevalkina poteza ni legalna v namisljeni igri, si dominator
te poteze ne more zamisliti v namisljeni igri. Njegova strategija je, da igra optimalno
naprej. Ker je preostalo Stevilo potez v dejanski igri enako v,((G — €)|D) = v4(G|D),

dobimo

(G =€) < k+7((G—e)D)
— k4 7(GID)
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= k+7,(GID)+1 (po izreku 1.2)
= 74,(G)+2 (iz neenakosti (6.1)).

S tem smo dokazali, da velja 74(G —e) < 74(G) + 2. Opazimo Se, da v dokazu
noben argument ni slonel na razli¢ici igre, zato velja podobna neenakost tudi v primeru
igre 2, tj. 7, (G —e) < 7,(G) + 2.

V preostanku dokaza naj bo A = Nglu].

Naslednja neenakost, ki jo Zelimo dokazati, je v,(G) < 74(G —e) +2. Ce dominator

v svoji prvi potezi izbere u, dobimo
’Yg<G) = 1+ ’Y;(G‘A)
1+7,((G —e)|A)
1+ 7; (G —e) (po pricipu nadaljevanja)
v9(G —e) +2 (po izreku 1.2),

IA

IN

pri ¢emer enakost v zgornjem rac¢unu drzi, ker sta vozliséi u in v obe v A (torej povezave
e ni v residualnem grafu G|A) in posledi¢no e ne igra nobene vloge v nadaljevanju igre.
Preostane dokazati Se, da je v, (G) < 75 (G —e) + 2. Ce zavlacevalka v svoji prvi

potezi igra eno izmed krajis¢ povezave e, recimo na wu, dobimo
%(G) < 147(GlA)
= 1+7%((G-e)4)
< 1+74(G —e€) (po principu nadaljevanja)
< 7,(G—e)+2 (po izreku 1.2)

V primeru, ko zavlacevalka v prvi potezi izbere x, ki je razlicen od v in v, dominator

odgovori s potezo na u. Od tu potem sledi

%(G) = 1+47(GIN[z])

< 24 7(GI(Nz] U A))
= 247G - e)[(N[z]U A))
< ’y;(G —e)+2 (po principu nadaljevanja) .

V preostanku razdelka bomo pokazali, da so vse vrednosti iz izreka 6.1 dosezene. Za
vsak mozen primer bomo predstavili neskon¢ne druzine povezanih grafov. V konstruk-

cijah bosta pogosto nastopala grafa Cs in Z. Slednji je narisan na sliki 6.1. Hitro lahko
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preverimo, da za Cg velja 74(Cg) = 3 = 74(Csly) in 74(Cs) = 2 = v4(Ce|y) za poljubno
vozlisce y iz Cg, medtem ko za Z velja v4(Z) = 4 = 7,(Z|z) in v,(Z) = 3 = 7,(Z]2),

kjer je z vozlis¢e Z, oznaceno na sliki 6.1.

O O z

Slika 6.1: Graf Z

Naslednja lema bo koristna pri iskanju druzin, ki realizirajo vrednosti iz zgornjega

izreka.

Lema 6.2 Naj bo G1|S1 delno dominiran gozd, ki realizira par (2k,2k) in G2|S2 delno

dominiran graf. Potem velja
Yg((G1UG2)[(S1US2)) = 2k+7,(G2|S2)  in  7,((G1UG2)|(S1US2)) = 2k+7,(G2[S2) -

Dokaz: Najprej opazimo, da v igri na G nikoli ne more priti do razlic¢ice igre, ko eden
izmed igralcev izpusti kaksno potezo, ¢e (vsaj) eden izmed igralcev uporablja strategijo
sledenja. Igralec, ki uporablja omenjeno strategijo, bodisi naredi zadnjo potezo na Gy,
bodisi je igra na G Ze kon¢ana in naredi na G1 prvo potezo. V obeh primerih se na Go
igra normalna razli¢ica igre. Poleg tega lahko igralec, ki je na vrsti drugi, zagotovi, da
na GG prvo potezo naredi zacetni igralec, ¢e oba igrata optimalno na G1, saj zacetnemu
igralcu ves cas sledi na G1, dokler ta ne igra v Gs.

Dokazimo sedaj enakost za 7,. Dominator najprej igra na G2, nato pa uporablja
strategijo sledenja. Ker v igri na G2 nobeden izmed igralcev ne izpusti poteze, je na Ga
odigranih najvec¢ v4(G2|S2) potez. V igri na Gy se lahko zgodi, da zavlacevalka izpusti
eno potezo (lahko tudi prvo), kar pomeni, da na Go odigrata najveé¢ 7;SP(G1|51) potez.
Po trditvi 2.3 in predpostavkah sledi, da velja v,((G1UG2)|(S1US2)) < 2k+74(G2]S2).
Podobno dokazemo tudi spodnjo mejo, pri cemer zavlacevalka zagotovi, da prvo potezo
na G naredi dominator. S tem si zagotovi, da je na G2 odigranih vsaj v,(G2|S2) potez,
medtem ko je na Gy potrebnih % (G1|S1) potez. Sledi, da velja v4((G1 U G2)|(S1 U
S2)) > 2k + 74(G2| 92).

Povsem analogno gre dokaz v primeru igre, ko zacne zavlacevalka. -
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V konstrukcijah druzin grafov bomo pogosto na dolo¢eno vozlisée pripenjali poti
enake dolzine, zato vpeljemo naslednjo oznako. Naj bo G graf in x njegovo vozlisce.
Potem z P¥[G[z]], n > 1 in k > 0, oznacimo graf, ki ga dobimo iz G tako, da identifi-

ciramo x z enim izmed listov na vsaki izmed k poti reda n, glej sliko 6.2.
P, o0
n -
2ok
P, °~¢ )

Slika 6.2: Konstrukcija grafa P¥[G[z]]

6.1.1 7,(G) —7,(G—¢€)=—-2

Najprej si poglejmo grafe, ki imajo igralno dominacijsko Stevilo strogo manjse kot 3. V

tem primeru graf z lastnostjo iz naslova razdelka ne obstaja.

Trditev 6.3 Naj bo G graf in e njegova povezava. G. Ce je v4(G) < 3, potem wvelja
V9(G) = 9(G —€) = —1.

Dokaz: Ce je v,(G) = 1, potem G vsebuje univerzalno vozlisée v. V igri na G — e si
potem dominator lahko zagotovi, da sta odigrani najve¢ dve potezi. Ce v prvi potezi
izbere v, v residualnem grafu ostane nedominirano najve¢ eno vozlisce, za katerega je
potrebna Se najve¢ ena poteza. Dobimo torej, da je v4(G —e) < 2.

Naj bo sedaj 74(G) = 2 in naj bo d; dominatorjeva optimalna prva poteza na G.
Potem je residualni graf G|N[d;] enak polnemu grafu, saj zavlacevalka v nasprotnem
ne bi zakljucila igre s svojo potezo. Dominatorjeva strategija na G — e je odigrati dy v
prvi potezi. Residualni graf je nato enak bodisi polnemu grafu brez ene povezave bodisi
uniji polnega grafa in K; ali K3 z enim dominiranim vozliS¢em. V obeh primerih sta

za dokoncanje igre potrebni dve potezi. Torej velja v4(G) — v4(G —e) > —1. -

Trditev 6.4 Za vsak { > 3 obstaja graf G' s povezavo e, za katerega velja v4(G) = € in
v(G —e) =0+2.
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Dokaz: Predstavili bomo dve neskoné¢ni druzini grafov, U in Vi, ki realizirata lihe in
sode £. Naj bo B graf, ki ga dobimo tako, da grafu K; 4 dodamo poljubno povezavo.
Njegovo centralno vozlis¢e oznac¢imo z z. Naj bo Uy graf, ki je dobljen iz disjunktne
unije grafov Cg in B tako, da povezemo poljubno vozlis¢e u 6-cikla in x iz B. Na koncu
za vsak k > 1 definiramo se Uy = PF[G]x]], glej sliko 6.3.

Slika 6.3: Graf Uy,

Dokazali bomo, da je v4(Uy) = 2k + 3 in v4(U, — €) = 2k + 5, kjer je e ena izmed
povezav, incidenc¢nih z, za katero graf U, — e ostane povezan. Po izreku 6.1 zadostuje
dokazati, da velja v4(Uy) < 2k + 3 in v4(U, — e) > 2k + 5. Enostavno je preveriti, da
Uy realizira par (3,4), Uy — e pa par (5,5).

Za prvo neenakost potrebujemo dominatorjevo strategijo. V prvi potezi igra na x.
Potem po izreku 2.10 in lemi 6.2 sledi

k
Yg(Ur) < 14+7,((Celu) U |J Pi) = 1+, (Cs|u) +4(Py) -k =1+2+2k =2k + 3.
=1

Za dokaz druge neenakosti potrebujemo zavlacevalkino strategijo. Na vseh podgra-
fih, Cs, B — e in k kopijah Ps, uporablja strategijo odgovarjanja. Kadar zavlacevalka
ne more igrati v isti podgraf kot dominator pred njo, poisc¢e prvi nedominiran podgraf
in odigra v njem v naslednjem vrstnem redu: B — e, ena izmed kopij Py, Cs. Torej,
zavlacevalka igra v B — e, razen ¢e je B — e ze popolnoma dominiran. Potem igra v
eno izmed kopij Ps, razen v primeru, ¢e so vse ze dominirane. Takrat igra v Cg, ali pa
je igre ze konec. Ce dominator prvi igra na Cp, potem so na tem podgrafu narejene
vsaj tri poteze. Ker sta na vsakem izmed ostalih podgrafov potrebni vsaj dve potezi,
velja v4(Ux — €) > 2k + 5. V nasprotnem primeru, ko je zavlacevalka tista, ki prva
naredi potezo na Cg, sledi, da so podgrafi B — e in vse kopije Py Ze dominirani. Ker je
na vrsti zavlacevalka, sledi, da so bile na enem izmed dominiranih podgrafov odigrane
vsaj 3 poteze. Na C§ sta potem potrebni Se dve. Skupaj dobimo, da je bilo na U, — e
odigranih vsaj 2k + 5 potez. S tem smo zakljucili dokaz za lihe ¢.
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Za primer, ko je £ sod, skonstruiramo druzino V; tako, da v Uy namesto 6-cikla
uporabimo Z s slike 6.1. Natancneje, graf V; dobimo iz disjunktne unije grafov Z in B
tako, da poveZemo z iz Z in x iz B. Na koncu za k > 1 definiramo Vj, = P§[Vp[z]]. Z
enakimi argumenti kot zgoraj dobimo v4(Vy) = 2k + 4 in v4(V, — e) = 2k + 6. -

6.1.2 7,(G) —7,(G—¢)=—-1

Naj bo T' drevo z lastnostjo v4(T") = ¢, kjer £ > 1, in naj bo izbira v dominatorjeva
optimalna prva poteza v igri 1. Z Gy oznacimo graf, ki ga dobimo iz drevesa T tako, da
vozliséu v dodamo dva lista in v identificiramo z enim izmed vozlis¢ trikotnika. O¢itno
velja |V(Gy)| = |V(T)| + 4. Naj bo e povezava trikotnika s krajiSéem v v in naj bo
y drugo krajis¢e te povezave. Po principu nadaljevanja dominator nikoli ne igra na
nobeno izmed Stirih dodanih vozlis¢ (namesto tega lahko igra na v). Vozlisce v je torej
dominatorjeva optimalna izbira tudi v igri 1 na Gy, od koder sledi, da je v4(Gy) = ¢.
Za dokaz v4(Gy — e) < ¢ — 1 podamo dominatorjevo strategijo. Dominator najprej
igra na v, nato pa igra na y le v primeru, ko je to edina legalna poteza. Ce zavlacevalka
igra na y ali njegovega soseda, dominator naredi dve zaporedni potezi na T, kar mu po
trditvi 2.3 ne skoduje. Sledi, da je na T'|N[v] odigranih vsaj ¢ — 1 potez, medtem ko
potrebujeta eno potezo, da dominirata soseda od y. Ce sestejemo vse poteze, dobimo,
da velja v4(Gy—e) < £+1. Dokazati moramo Se v4(Gy—e) > (+1. Zavlacevalka vedno
igra v T', razen ko je celoten T" dominiran. Zgodi se lahko, da dominator igra na y in
zato naredi zavlacevalka dve zaporedni potezi na T', kar ji po trditvi 2.3 ne skoduje.
Sledi torej, da je na T odigranih vsaj ¢ potez, poleg tega pa je potrebna Se vsaj ena

poteza za dominacijo soseda od y. S tem smo pokazali Se, da velja v,(Gy —e) > £+ 1.

6.1.3 7,(G) —7,(G—¢e)=0

Iz izrekov 3.1 in 3.2 sledi, da je v4(Cy) = v4(Pn) = 74(C, — €) za vsak n > 3.

6.1.4 7,(G)—,(G—¢)=1

Naslednja lema nam pove, da graf G s povezavo e in v,(G) = 2, za katerega velja

Y¢(G) —74(G — e) = 1, ne obstaja.

Lema 6.5 Naj bo G graf in e njegova povezava. Ce je v4(G) > 2, potem velja v4(G —
e) > 2. Se ved, e je vy(G) > 4, velja v4(G — e) > 3.
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Dokaz: Iz izreka 1.3 dobimo 74(G) < 2v(G) — 1 oziroma v(G) > LQ)H Ker se

dominacijsko stevilo z odstranjevanjem povezav nikoli ne zmanjsa, sledi

Y4(G — €) > (G — €) > 4(G) > WGQ)“} .

Ce v neenakost vstavimo 7,(G) = 2,3, 4, dobimo Zelen rezultat. -

V splosnem primeru pa lahko za vsak ¢ > 3 poisc¢emo tak graf in povezavo, da je

enakost iz naslova razdelka izpolnjena.

Trditev 6.6 Za vsak ¢ > 3 obstaja graf G s povezavo e, za ki ga velja v4(G) = £ in
v(G—e)=¢—1.

Dokaz: Za primer, ko je £ = 3, si poglejmo graf, ki ga dobimo tako, da vzamemo dva
prirejanje v celotnem grafu. O¢itno je igralno dominacijsko stevilo dobljenega grafa
enako 3. Ce odstranimo eno izmed dodanih povezav, igralno dominacijsko stevilo pade
na 2.

Za splosen primer, ko je ¢ > 4, skonstruiramo druzino grafov Yj, k£ > 0, na naslednji
nacin. Naj bo t poljubno vozliée Cs in x ter 2’ njegova soseda na Cs. Graf Yy dobimo
tako, da vozlis¢u t pripnemo enega, vozlisS¢u x pa dva lista, ter dodamo vozlisce y,
katerega povezemo z x in z’. Na koncu definiramo Y}, = P¥[Yp[z]] za k > 1, glej
sliko 6.4. Trdimo, da velja v4(Yy) = k +4 in v4(Yy) = k + 3, kjer je povezava e = 2y s
slike 6.4.

Slika 6.4: Graf Yy

Ce dominator v prvi potezi na Yj, izbere z, ostane nedominiranih zgolj k + 3 vozlis¢,
od koder Ze sledi, da je v4(Yx) < k + 4. Za dokaz obratne neenakosti potrebujemo

zavlacevalkino strategijo.
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Ce dominator v prvi potezi izbere x, zavladevalka igra na y. Potem v igri ostane e
k 4+ 2 nedominiranih vozlis¢ in noben par nedominiranih vozlis¢ nima skupnega soseda.
Torej je potrebnih Se k + 2 potez, kar pomeni, da je skupaj odigranih k£ 4 4 potez.
V primeru, ko dominator ne izbere vozlis¢a x v prvi potezi, potem zavlacevalka igra
na enega izmed listov, ki je soseden vozliséu x, recimo na u. Sledi, da na podgrafu,
izomorfnem Yp, skupaj odigrata vsaj Stiri poteze (dominirati je potrebno Se vsaj dve
izmed vozlis¢ v, w, z), medtem ko za vsako od poti potrebujeta vsaj eno potezo. Skupaj
bo torej odigranih vsaj k +4 potez, od koder lahko zaklju¢imo, da velja v,(Yy) > k+4.

Podobno kot zgoraj dominator v prvi potezi na Yj, — e izbere vozlisée z. Ce zavlace-
valka v naslednji potezi dominira vsaj dve novi vozlis¢i, potem ostane na grafu najvec
k+1 nedominiranih vozlis¢. V nasprotnem, ¢e zavlacevalka dominira natanko eno novo
vozlisc¢e, dominator lahko igra na t ali 2’ in s tem dominira dve novi vozlis¢i. V obeh
primerih sledi, da je na Y, —e skupaj potrebnih najvec¢ k+3 potez, tj. v4(Yr—e) < k+3.

Preostane dokazati e spodnjo mejo za Yj, —e. Ce dominator v svoji prvi potezi igra
na x, zavlacevalka izbere t. V preostanku je potem se k£ + 1 nedominiranih vozliséih,
od katerih noben par nima skupnega soseda. Torej je v tem primeru skupaj potrebnih
k + 3 potez. V primeru, ko dominator ne igra na x v prvi potezi, zavlacevalka igra na
list soseden vozliséu x. Ker morata odigrati Se vsaj tri poteze na podgrafu, izomorfnem

Yy, in eno potezo na vsaki izmed pritrjenih poti, dobimo, da je v4(Yy —e) > k+3. g

6.1.5 7,(G) —7,(G—e)=2

Po lemi 6.5 sledi, da graf G s povezavo e, za katerega velja v4(G) = £ in v4(G—e) = (-2,

ne obstaja za noben £ < 4.

Trditev 6.7 Za vsak ¢ > 5 obstaja graf G s povezavo e, za katerega velja v4(G) = £ in
Y(G—e) =0 —2.

Dokaz: Predstavili bomo druzini Xj in @k, ki bosta realizirali sode in lihe £. Za prvo
bomo navedli podroben dokaz, medtem ko je dokaz pri drugi analogen.

Graf X skonstruiramo na naslednji nac¢in. Najprej dodamo dvojcka 2’ vozliséa z
v Z (glej sliko 6.1) in ozna¢imo dobljen graf z Z’. Graf X nato dobimo iz disjunktne
unije grafov Z’' in K 5 tako, da povezemo vozlisée z s centralnim vozliséem grafa K 5,
oznaCenim z z, ter vozlisée z’ z enim izmed listov grafa K 5, ki ga oznac¢imo z 2’. Na
koncu definiramo Xy, = P¥[Xo[z]] za k > 1, glej sliko 6.5. Z e oznaéimo povezavo med

2z in 2'.
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Slika 6.5: Graf X,

Dokazali bomo, da velja v4(Xy) = 2k + 6 in v4(X; — e) = 2k + 4. Po izreku 6.1
zadostuje dokazati neenakosti v4(Xy —e) < 2k + 4 in v4(Xy) > 2k + 6. Za prvo
potrebujemo dominatorjevo strategijo na X — e. V prvi potezi izbere z. Ker je
residualni graf enak disjunktni uniji (Z'|u) U P{U --- U P}, po izreku 2.10 in lemi 6.2

dobimo

k
Vo(Xk—€) <1+, ((Z2) U P1) =147 (Z'|2) +79(P1) -k =1+ 3+ 2k =2k +4,
i=1
pri cemer v, (Z'|2) = 7, (Z|z) = 3 sledi iz leme 4.2.

Za dokaz druge neenakosti potrebujemo zavlaéevalkino strategijo na Xj. Zaradi
principa nadaljevanja lahko predpostavimo, da dominator nikoli ne igra na list, sose-
den vozliséu x, saj je igranje na x kvecjemu bolje zanj. Kadarkoli dominator igra na
eno izmed k pripetih poti, zavlacevalka igra na isto pot tako, da so po njeni potezi vsa
vozlis¢a na tej poti, ki lezijo na razdalji vsaj 2 od x, dominirana. Ce dominator izbere
enega izmed x in 7/, zavlacevalka, ¢e je to mogoce, igra na drugega. Opisana zavla-
¢evalkina poteza ni legalna, kadar sta vozliSéi z in 2z’ dominirani pred dominatorjevo
potezo na x. S to strategijo si zavlacevalka zagotovi, da je dominator tisti, ki prvi igra
na Z'. Denimo, da sta vozlis¢i z in 2’ izbrani pred dominatorjevo prvo potezo na Z’.
Ker je v4(Z|{z,7'}) = 4, sledi, da so na Z' odigrane vsaj 4 poteze, kar se skupaj z 2k
potezami na poteh in potezama na x in x’ seSteje v 2k + 6. V primeru, ko z in 2’ nista
bila izbrana pred dominatorjevo prvo potezo na Z’, zavlacevalka na to odgovori z izbiro
enega izmed listov, sosednih z. Ce je naslednja dominatorjeva poteza, ki ni odigrana
na eni izmed poti, odigrana ponovno na Z’, potem zavlac¢evalka ponovno izbere enega
izmed listov, ki je soseden z x. Ker je v(Z’) = 3, sledi, da sta nedominirana Se dva
lista, sosedna z, in vsaj eno vozlisée na Z’. V primeru, da je vozliée z nedominirano,
je nedominirano tudi vozlisée 2z’ (Nz/[z] = Nz [Z]). Od tod sledi, da je tako na Z’ kot

na K15 potrebna Se vsaj ena poteza. Skupaj z 2k potezami na poteh sledi, da igralca
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potrebujeta vsaj 2k + 6 potez, da dokoncata igro. V primeru, ko je naslednja domina-
torjeva poteza, ki ni igrana na eni izmed poti, odigrana na x, zavlacevalka igra na Z’, s
¢imer si zagotovi vsaj Stiri poteze na Z’. Sledi, da je tudi v tem primeru potrebnih vsaj
2k + 6 potez za dokoncanje igre na Xj. Dodajmo Se, da v primeru, da je zavlacevalka
prisiljena igrati na eno izmed poti, naredi tako potezo, da sta na tej poti odigrani 2
potezi. S tem smo zakljucili dokaz za primer, ko je £ sod.

Druzino @y, ki realizira primer za vsak lihi ¢, skonstruiramo na naslednji nacin.
Poljubnemu vozliséu z grafa Cg dodamo dvojcka 2’ in dobljeni graf oznac¢imo z Z”.
Graf Qo nato dobimo iz disjunktne unije grafov Z” in K 5 tako, da povezemo vozlisce
z s centralnim vozlis¢em grafa K 5, oznacenim z z, ter vozlisée 2z’ z enim izmed listov
grafa K 5, ki ga ozna¢imo z 2’. Na koncu definiramo Qy = PE[Qo[z]] za k > 1, glej
sliko 6.6. Z e ozna¢imo povezamo med vozlis¢ema z’ in 2z’. Kot smo napovedali Ze na
zaCetku, so argumenti v dokazu enakosti v4(Qx) = 2k + 5 in v4(Qr — ) = 2k + 3 enaki
kot v zgornjem primeru. V posebnem, ko je zavlacevalka prisiljena igrati prva na eno
izmed pritrjenih poti (¢e je liho Stevilo potez odigranih v Z”), izbere tako vozlisce, da

sta na tej poti potrebni dve potezi.

Slika 6.6: Graf Q)

6.1.6 7, (G) —7,(G —e) =2

Podobno kot v podpoglavju 6.1.2 lahko preverimo, da za vsak k > 0 velja v, (Uy) =
2k + 4 ter v, (Ux — e) = 2k + 6 in v, (Vi) = 2k + 5 ter v, (Vy — e) = 2k + 7. Omenimo

le, da je zavladevalkina optimalna prva poteza izbira lista, sosednjega vozlis¢u x.

Trditev 6.8 Za vsak £ > 4 obstaja graf G s povezavo e, za katerega velja fy;(G) =/{in
Yg(G —e) =L +2.
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Za vse manjse vrednosti ’y; graf z lastnostjo iz zgornje trditve ne obstaja.

Trditev 6.9 Naj bo G graf in e njegova povezava. Ce je ’y;(G) < 4, potem wvelja
V9(G) —75(G —€) = —1.

Dokaz: Ce je 7,(G) = 1, potem je G poln graf, od koder sledi, da je v, (K, —e) = 2.

Naj bo WQ(G) = 2. Na vsako zavlac¢evalkino prvo potezo s; ima dominator odgovor
d1, s katerim dominira celoten graf. Enaka poteza v G — e dominira vsa vozlis¢a razen
najvec enega, od koder sledi ’y{/}(G —e) <3.

Denimo, da je 7, (G) = 3. Dokazati Zelimo, da je v;(G —e) < 4. Dominator uporabi
strategijo namisljene igre. Dejanska igra se igra na G, kjer Zavlacevlka igra optimalno,
medtem ko si dominator zamislja igro na G — e. Zavlacevalka v prvi potezi izbere s1,
dominator pa si enako potezo zamisli v namisljeni igri in nato v njej odgovori optimalno
z izbiro di. Zavlacevalka nato v G — e igra na so. Ce je ta poteza legalna tudi v G,
potem je mnozica {si,d, s2} dominacijska mnozica grafa G, kar pomeni, da dominira
vsa vozlisca grafa G'—e razen najvec enega. Zato je v4(G—e) < 4. Ce izbira s, ni legalna
poteza na GG, potem je s to potezo na novo dominirano le eno krajis¢e povezave e in je
drugo krajisce s; ali di. Torej je po zavlacevalkini potezi na so mnozica dominiranih

.....

da vsaka poteza na GG — e konca namisljeno igro in zopet velja fyé(G —e) < 4. -

6.1.7 7,(G) —7,(G—¢)=~1

Iz izrekov 3.1 in 3.2 sledi, da velja v, (Cary1) = £ in 75 (Copy1 — €) = vg(Papy1) = £+ 1
za vsak ¢ > 1.

6.1.8 7,(G) —7,(G—¢)=0

Iz izrekov 3.1 in 3.2 sledi, da velja v;(C4) = 2 = 7, (Ps) = 7,(C1 — e). Naj bo G graf,
ki ga dobimo iz P, tako, da eno izmed notranjih vozlis¢ v identificiramo s poljubnim
vozlis¢em trikotnika. Potem je ’y;(G) = 7,(G —e) = 3, kjer je e povezava v trikotniku,
ki ni inciden¢na z vozlis¢em u. Naj bo k > 4 in G} graf, ki ga dobimo tako, da
polnemu grafu reda k& dodamo list na vsako njegovo vozlis¢e. Enostavno je preveriti,

da je v,(Gr) = k = 74(G). — e), kjer je e ena izmed povezav v k-kliki grafa Gy.
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6.1.9 7, (G) —7,(G—e)=1

Podobno kot v podpoglavju 6.1.4 lahko preverimo, da je v, (Yz) = k+5 in v, (Y —¢) =
k + 4 za vsak k > 0. Zavlacevalkina optimalna prva poteza je izbira lista, sosednjega
vozlis¢u x. Naj bo H graf, ki ga dobimo iz disjunktne unije grafov Kj 5 in trikotnika
tako, da dodamo povezavo med centrom 5-zvezde in poljubnim vozlis¢em trikotnika ter
povezavo e med enim izmed listov 5-zvezde in vozliSéem trikotnika stopnje 2. Ker velja

Yg(H) =4 in v (H — e) = 4, lahko zapiSemo naslednjo trditev.

Trditev 6.10 Za vsak £ > 4 obstaja graf G s povezavo e, za katerega velja vg(G) =/
in vy (G—e)=10—1.

Za manjse vrednosti ’y; pa grafa z iskano lastnostjo ni mogoce najti.

Trditev 6.11 Naj bo G graf in e njegova povezava. Ce je fy;(G) < 4, potem wvelja
V9(G) = 7(G —¢) < 0.

Dokaz: Ce ima graf G vsaj eno povezavo, sledi, da je ’y_(’](G —e) > 2,saj G—enipoln
graf. Naj bo sedaj 'y;(G) = 3 in s7 zavlacevalkina optimalna prva poteza na G. Ker je
Y4(G) = 3, v G|N[s1] ne obstaja poteza, ki bi dominirala vsa nedominirana vozlisca,
od koder sledi, da take poteze ni mo¢ najti niti v grafu G —e. S tem smo dokazali, da
je (G —e) > 3. .

6.1.10 7, (G) — 7, (G —e) =2

Podobno kot v podpoglavju 6.1.5 lahko preverimo, da velja vy (X) = 2k +7 in 7, (X, —
e) = 2k + 5 ter v, (Qk) = 2k + 6 in 7, (Qr — €) = 2k + 4 za vsak k > 0. Zavlacevalkina

optimalna prva poteza je izbira lista, sosednjega vozlis¢u x.

Trditev 6.12 Za vsak £ > 6 obstaja graf G s povezavo e, za katerega velja 'y;(G) =/
in vy (G—e)=10—2.

Za manjse vrednosti 7;’ pa dobimo naslednjo trditev.

Trditev 6.13 Naj bo G graf in e njegova povezava. Ce je wé(G) < 6, potem wvelja
(G) = (G —e) < 1.
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Dokaz: Trditev za 74(G) < 4 sledi iz trditve 6.11. Naj bo sedaj 7,(G) = 4. Predpo-
stavimo, da je ’y;(G —e) = 2. Na zavlacevalkino prvo potezo s; v G dominator odgovori
z optimalno potezo di, kot bi jo igral v G —e. Ker je {s1,d;} dominacijska mnozica
v G — e, je to dominacijska mnozica tudi v G. Dobimo protislovje, kar pomeni, da je
Yg(G —e) > 3.

Denimo, da je v;(G) = 5. Predpostavimo e, da je 7,(G —e) = 3. Na vsako
zavlacevalkino potezo s; v G dominator odgovori s potezo di, kot bi jo igral na G — e.
Vsaka naslednja legalna zavlacevalkina poteza sy na G — e konca igro na G — e in
posledi¢no tudi na G. Vendar pa lahko zavlacevalka naredi legalno potezo na G, ki ni
legalna na G — e. V tem primeru dominator v svoji drugi potezi igra na ss in s tem

konca igro na G po stirih potezah, kar je v protislovju z 7, (G) = 5. -

6.2 Z odvzetim vozliSCem

V prejsnjem razdelku smo dokazali, da lahko igralno dominacijsko stevilo grafa G brez
povezave omejimo navzgor z igralnim dominacijskim stevilom grafa G, kar pa ne drzi
v primeru, ko grafu odvzamemo eno izmed vozlis¢. To nas niti ne preseneca, saj je
enako res tudi za dominacijsko Stevilo. Naj bo H graf z v,(H) = k+1. Graf G dobimo
tako, da grafu H dodamo univerzalno vozlis¢e v. Ocitno je 74(G) = 1 in zato velja
Yg(H) — 74(G) = k. Ista konstrukcija deluje tudi za v primeru 7,. Po drugi strani pa

lahko dokazemo naslednji izrek.
Izrek 6.14 Za vsak graf G z vozliséem v velja

Y9(G) = 7(G—v) <2 in vy (G) =7, (G —v) <2.
Dokaz: Ce dominator naredi prvo potezo na v, dobimo

79(G) < 1+7(GIN[v])

1+ 75((G = v)[(N[v] — {v}))

14 7,(G —wv) (po principu nadaljevanja)
v9(G —v)+2 (po izreku 1.2).

IAN

IN

V igri 2 obravnavamo dva primera. Ce zavlacevalka v prvi potezi igra na v, dobimo
19(G) = 1+7(G|N[v])
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= 1+79(G—=v)|(N[v] - {v}))
14 74(G —v) (po principu nadaljevanja)
7;(G —v)+2 (poizreku 1.2).

IN

IN

V drugem primeru zavlacevalka najprej izbere vozlisée z # v. Ce dominator odgo-

vori s potezo na v, dobimo

79(G) = 1+74(G|N[z])
< 2+ 7(G|(N[z] UN[v]))
= 247, (G —v)|(N[z] UN[v] — {v}))
< '7;(G —v)+2 (po principu nadaljevanja) .

Zgoraj smo ze ugotovili, da je razlika 74(G — v) — 74(G) oziroma v, (G —v) — 7, (G)
poljubno velika. V nadaljevanju poglavja bomo poiskali Se (povezane) druzine grafov,
za katere bo veljalo 7, (G) — 74(G —v) > 0 oziroma 7, (G) — 75(G —v) > 0.

6.2.1 7,(G) =7, (G—-v)=0

Naj bo ¢ > 1 in G’ graf z v,(G’') = ¢. Naj bo x dominatorjevo optimalno zacetno
vozlis¢e na G'. Potem graf G dobimo tako, da vozlis¢u x pripnemo list v. Trdimo,
da je 14(G) = 74(G —v) = L. O¢itno je, 74(G —v) = ¢, saj je G —v = G'. Po
principu nadaljevanja dominator na G’ raje igra na x kot na v, kar pomeni, da je x

dominatorjevo optimalno zacetno vozlisce tudi v grafu G in zato je v4(G) = ¢.

6.2.2 7,(G) —7,(G—-v)=1

Poiskati zelimo graf G z vozlis¢em v, za katerega velja v4(G) — v4(G —v) = 1. Iz
izreka 3.1 sledi, da je zaporedje (v4(Py))
Yg(Pnt1) —vg(Prn) <1 za vsak n > 1.

n>1 Deomejeno, nepadajoce in zanj velja

6.2.3 7,(G) —7,(G—-v)=2

Najprej si poglejmo majhne vrednosti ~,.

Trditev 6.15 Naj bo G graf in v njegovo vozlisée. Ce je 74(G) < 5, potem velja
V9(G) = 79(G —v) < 1.
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Dokaz: Naj bo 74(G) = 3. Denimo, da je 74(G —v) = 1. Potem v G — v obstaja
univerzalno vozlisée u. Ce dominator v G igra najprej na u, dominira vsa vozlisce
razen mogoce vozlisca v. Ker tega dominira zavlacevalka v svoji prvi potezi, sledi, da
je 74(G) < 2. Dobimo protislovje, kar pomeni, da je v4(G — v) > 2.

Naj bo sedaj v4(G) = 4. Denimo, da je v,(G — v) = 2. Po prvi dominatorjevi
optimalni potezi v G — v mnozica nedominiranih vozlis¢ C' inducira poln podgraf v
G — v in vsako vozlis¢e v G — C, ki ima soseda v C', dominira vsa vozlis¢a v C'. Potem
v G dominator v prvi potezi izbere isto vozlisce kot v prvi potezi igre na G — v. Ker
je mnozica nedominiranih vozlis¢ enaka G U {v}, sledi, da sta potrebni Se najve¢ dve

potezi za dokoncanje igre, tj. v4(G) < 3. -

Za vse ostale vrednosti pa graf z iskano lastnostjo obstaja.

Trditev 6.16 Za vsak { > 5 obstaja graf G z vozliscem v, za katerega je v4(G) = € in
Y(G —v) =€ —2.

Dokaz: Najprej pois¢imo druzino, ki realizira sode £. Naj bo S graf, ki ga dobimo iz
K1 3 tako, da z x oznacimo centralno vozlisce ter enemu izmed listov pripnemo vozlisce
v. Graf Zy dobimo iz disjunktne unije grafov Z in S tako, da povezemo vozliséi z in
z, glej sliko 6.7. Na koncu definiramo Zj, = PF[Zy[x]] za vsak k > 1, ponovno glej
sliko 6.7. Trdimo, da velja v4(Zx) = 2k 4+ 6 in v4(Z; — v) = 2k + 4. Po izreku 6.14
zadostuje dokazati, da velja v4(Zy) > 2k 4 6 in v4(Z, —v) < 2k + 4.

z xr
O O O O O O O O ’e)
\ 9 A% \ 9 A%
.
.
19 \ 9%

Slika 6.7: Graf Zj

Najprej dokazimo prvo neenakost. Opazimo, da sta na vsaki izmed poti potrebni
vsaj dve potezi. Prav tako igralca potrebujeta dve potezi tudi za dominacijo podgrafa,
izomorfnega S. Ce so na omenjenih podgrafih odigrane natanko 2k + 2 poteze, domi-
nator naredi prvo potezo na Z, kar pomeni, da je na Z; skupaj odigranih vsaj 2k + 6

potez. Ce pa je zavlacevalka prisiljena prva igrati na Z, je bilo na preostanku Z, odi-
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granih vsaj 2k + 3 potez. Ker so na Z potrebne vsaj tri poteze (y(Z) = v(Z]|z) = 3),
tudi v tem primeru sledi, da je v4(Z;) > 2k + 6.
Pri dokazu druge neenakosti potrebujemo dominatorjevo strategijo na G — v. Ce
najprej igra na z, po izreku 2.10 in lemi 6.2 dobimo
k
V(G —v) <1+, ((ZI2) U P1) =1+, (Z]2) + 74(Py) -k =1+3+2k =2k +4.
i=1
Za lihe ¢ skonstruiramo podobno druzino. Graf Wy dobimo iz disjunktne unije
grafov Cg in S tako, da povezemo poljubno vozlisée z grafa Cg z x, nato pa definiramo
Wy = PE[Wo[z]] za k > 1. Trdimo, da velja v,(Wg) = 2k + 5 in 4, (W), — v) = 2k + 3.
V dokazu uporabimo enake argumente kot zgoraj. V posebnem uporabimo lastnost
6-cikla, da je 74(Cs) = 3 = 74(Co|2) in 7)(Ce) = 2 = +)(Ce]2). .

6.2.4 7, (G) —7,(G-v)=0

Naj bo £ > 0 in G graf, ki ga dobimo tako, da polnemu grafu Ky, na ¢ izmed njegovih
vozlis¢ pripnemo list. Naj bo v vozlisée G, ki nima pripetega lista. Enostavno je videti,
da je 74(G) = 79(G —v) =L+ 1.

6.2.5 7,(G) =7, (G—-v)=1

Uporabimo druzino poti na enak nacin kot v podpoglavju 6.2.2.

6.2.6 7, (G) —7,(G—v)=2

Podobno kot v podpoglavju 6.2.3 lahko dokazemo, da velja vy (Zy) = 2k + 7 in 7, (Zy, —
v) = 2k +5 ter v, (W) = 2k + 6 in vy (Wy — v) = 2k + 4 za vsak k > 0. Dodajmo le,
da zavlacevalka v svoji prvi potezi izbere enega izmed listov, sosednjih z x.

Naj bo H graf, ki ga dobimo tako, da enemu izmed vozlis¢ grafa Cg pripnemo list
v. O¢itno je vy (H) = 4 in vy (H —v) = 2. Ce vozliséu z na grafu Z pripnemo list v,
dobimo graf H', za katerega velja vy (H') = 5 in v, (H' —v) = 3. Enostavno je preveriti

Se, da graf G z vozliscem v in lastnostima v, (G) = 3 ter v,(G — v) = 1 ne obstaja.

Trditev 6.17 Za vsak ¢ > 4 obstaja graf G z vozliséem v, za katerega je 7;(67) =/{in
Yg(G —v) =€ —2.

88



Poglavje 7
Podobne kombinatorne igre

Kombinatorna igra je igra dveh igralcev, ki izmenicéno vleceta poteze. Zacetni polozaj
igre oznac¢imo z G. Pogosto bomo tudi samo igro, ki se za¢ne v polozaju G, oznadili z
G. lIgra je nepristranska, Ce imata oba igralca popolno informacijo o moznih potezah,
tj. oba igralca imata v vsakem polozaju igre na voljo enake poteze. Ce temu ni tako,
pravimo, da je igra pristranska. Vsak igralec v svoji potezi v polozaju G izbere naslednji
polozaj iz mnozice moznih polozajev O(G) = {Gi,...,Gr} (O(G) ustreza mnozici
dovoljenih potez v igri G). Poleg tega za kombinatorno igro predpostavimo Se, da
se konca v kon¢no mnogo korakih ter da je na koncu igre vedno eden izmed igralcev
zmagovalec. Glede na izid igre obstajata dve osnovni razli¢ici. V prvi, normalni igri,
je zmagovalec igralec, ki je naredil zadnjo potezo (v polozaj G z O(G) = 0). V drugi
razli¢ici igre, beracu, pa je zmagovalec tisti, ki prvi ostane brez poteze (iz polozaja G z
O(G) = ). Temeljna lastnost nepristranskih kombinatornih iger je ta, da je zmagovalec

igre popolnoma dolocen z zacetnim polozajem oziroma z igro samo.

Pri analizi igre zelimo za vsak polozaj ugotoviti, kdo je igralec, ki ima zmagovalno
strategijo. Ce je mogoce, zelimo to tudi poiskati. Z o(G) oznac¢imo izid (ang. outcome)
igre G. Ce ima prvi (oziroma naslednji) igralec zmagovalno strategijo na G, potem
je o(G) = N, medtem ko je o(G) = P, ¢e je zmagovalec igre drugi (oziroma prejsnji)
igralec.

V veliko pomo¢ pri analizi iger nam je Sprague-Grundyjeva teorija, ki je obsezno
raziskana v [4, 15]. Teorija, ki sta jo neodvisno predstavila Sprague v [36] in Grundy
v [22], pravi, da lahko vsakemu polozaju oziroma igri v nepristranski kombinatorni igri
v normalni razli¢ici priredimo nenegativno celo §tevilo. Stevilo, prirejeno igri G, bomo

imenovali Sprague-Grundyjevo stevilo in oznacili z G(G) ter ga definirali kot najmanjse
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nenegativno stevilo (ang. maximum excluded number), ki ni v mnozici {G(G;) | G; €
O(G)}. Pisali bomo G(G) = mex{G(G;) | Gi € O(G)}. Iz definicije sledi, da je
o(G) = P natanko takrat, ko je G(G) = 0. Zmagovalno strategijo je potem enostavno
dolo¢iti, saj v igri G z o(G) = N (in s tem G(G) > 0) igralec naredi potezo, ki vodi
v igro G; € O(G) z G(G;) = 0. Taka poteza po definiciji G vedno obstaja. Sprague-
Grundyjevo teorijo nekateri imenujejo tudi NIM-teorija, katere ime izvira iz igre NIM.
To je ze leta 1901 v [7] definiral ter resil Bouton.

S pomocjo opisane teorije je enostavno opisati tudi igro na disjunktni vsoti iger
G+ H, ki je induktivno definirana z O(G+H) = {G,+H | G; € O(G)}U{G+H; | H; €
O(H)}. Definicija nam pove, da igralec naredi potezo bodisi v G bodisi v H. Sprague-
Grundyevo stevilo disjunktne vsote je potem definirano kot G(G+ H) = G(G) @ G(H),
kjer & oznacuje binarno operacijo, imenovano NIM-vsota, ki je definirana na sledec¢
na¢in. Naj bosta a in b nenegativni celi Stevili ter (ag - --ajap)2 in (by---bibg)2 njuna
zapisa v dvojiskem sistemu. Potem je a @b = ¢ = (cmax{w} ---c100)2, Kjer je ¢; =
(a; + b;) mod 2 za vsak i = 0,1,..., max{k, ¢}, pri ¢emer lahko manjSemu izmed Stevil
a,b v dvojiskem zapisu spredaj dodamo Se nicle.

Ocitno je, da dominacijska igra ni kombinatorna igra, saj na koncu igre ni zmago-
valca. Se preden pa si pogledamo kombinatorno igro Node Kayles, ki je najbolj podobna

dominacijski, si poglejmo njeno predhodnico, poimenovano Kayles.

7.1 Kayles

Igra izvira iz Velike Britanije, kjer je bila popularna ze v 14. stoletju. Igrata jo
dva igralca, ki izmeni¢no izbijata keglje, postavljene v vodoravno vrsto. Zaradi svojih
spretnosti sta sposobna zbiti poljuben kegelj ali poljubna dva sosednja keglja. Tisti, ki
zbije zadnjega, zmaga.

Igro sta kot nepristransko kombinatorno igro neodvisno definirala Dudeney leta
1910 v [19] in Loyd leta 1914 v [32]. Igro si lahko predstavljamo tudi nekoliko drugace.
Na mizo postavimo v vodoravno vrsto n zetonov. Igralca v svoji potezi nato lahko
odstranita enega ali dva zetona ter razporedita preostanek v dve vrsti. Igro oznacimo

s K, mozni polozaji pa so enaki mnozici
OK,)={K;+K;|i+je{n—1n-2}, i,7>0}.

Hitro lahko opazimo, da je o(K,) = N za vsak n > 1, saj lahko prvi igralec odstrani

enega (v primeru, da je n lih) ali dva (ko je n sod) zetona tako, da sta preostali vrsti
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zetonov enake dolzine. Prvi igralec nato v vsaki naslednji potezi zgolj posnema drugega
igralca in si s tem zagotovi, da iz igre odstrani zadnji zeton.

Izracunajmo sedaj nekaj prvih Sprague-Grundyjevih vrednosti igre Kayles.

G(Ky) = 0

G(K1) = mex{G(Kp)} =mex{0} =1

G(K2) = mex{G(Ko), G(K)} = mex{0,1} = 2

G(K3) = mex{G(K1),G(K>),G(K1+ K1)} = mex{1,2,0} =3

G(Ky) = mex{G(K>),G(K1+ K1),G(K3),G(K; + K2)} =mex{2,0,3,3} =1

Guy je kot prvi izracunal Sprague-Grundyjevo stevilo igre K, za vsak n > 0. Ugotovil
je, da je G(K,) periodi¢na funkcija s periodo 12 od n = 72 naprej. V tabeli 7.1 so
nasteta Sprague-Grundyjeva stevila za K, kjer je 0 < n < 83.

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
oO+/0 1 2 3 1 4 3 2 1 4 2 6
2+14 1 2 7 1 4 3 2 1 4 6 7
24+ 14 1 2 8 5 4 7 2 1 8 6 7
6+14 1 2 3 1 4 7 2 1 8 2 7
48+ 14 1 2 8 1 4 v 2 1 4 2 7
60+14 1 2 8 1 4 7 2 1 8 6 7
2+14 1 2 8 1 4 7 2 1 8 2 7

Tabela 7.1: Sprague-Grundyjeva Stevila igre K,

Mnogi razli¢ni avtorji so nato Kayles raziskovali Se v posploseni verziji, ki jo je

Schaeffer v [35] poimenoval Node Kayles.

7.2 Node Kayles

Node Kayles je nepristranska kombinatorna igra na neusmerjenem grafu, na katerem v
vsaki potezi igralec izbere neko vozlisce in iz grafa odstrani vsa vozliSca iz njegove zaprte
okolice, tj. O(G) = {G — N[v] | v € V(G)} za vsak graf (oziroma igro) G. V primeru,
ko je graf pot, je igra ekvivalentna Dawsonovi igri iz [16], imenovani Dawsonov Sah.
Mozni polozaji poti dolzine n, n > 3, so torej enaki mnozici O(F,) = {Py—2, Pp—3} U
{P,UPj |i+j=n-3, 47 > 0}. S pomocjo Sprague-Grundyjeve teorije je bila

igra popolnoma resena. Ugotovili so, da so Sprague-Grundyjeva Stevila periodi¢na s
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periodo 34 od n = 52 naprej. Skoraj vse razlicice igre na poteh, ki jih je v splosnem
opisal Conway v [15], sta reSila Guignard in Sopena v [23].

Na splosnem grafu pa je igra precej tezja. Ze leta 1978 je Schaeffer v [35] doka-
zal, da je doloc¢itev zmagovalca igre na splosnem grafu PSPACE-poln problem. Razred
PSPACE vsebuje vse probleme, ki imajo polinomsko prostorsko zahtevnost (lahko pa so
resljivi Sele v eksponentnem ¢asu), medtem ko njegova podmozica PSPACE-polnih pro-
blemov predstavlja probleme, na katere je v polinomskem ¢asu prevedljiv vsak problem
iz PSPACE. Razred PSPACE-polnih problemov torej predstavlja najteZje probleme v
PSPACE.

Zaradi Schaefferjevega rezultata je torej smiselno preucevati igro na posameznih
druzinah grafov. Bodlaender in Kratsch sta tako v [5] poiskala druzino grafov, ki ji
lahko dolo¢imo zmagovalca v polinomskem casu. Natancneje, to je druzina grafov z
omejenim asteroidnim Stevilom, ki med drugim vsebuje permutacijske in intervalne
grafe ter tudi kografe.

Casovna zahtevnost dolo¢itve zmagovalca na drevesih Se vedno ostaja odprt pro-
blem. Schaeffer je ze leta 1978 omenil ta problem na posebnih drevesih, t.i. zvezdah,
kjer imajo vsa vozlis¢a razen enega stopnjo manjso ali enako 2. Zozenemu problemu
sta se posvetila Fleischer in Trippen v [20] in ugotovila, da je zmagovalca na zvezdi z
omejeno stopnjo mozno dolociti v polinomskem casu.

Avtorja [23] sta Studirala razlicne variante vsote iger na poteh in dokazala, da
so resljive v linearnem ¢asu, medtem ko sta Bodlaender in Kratsch v [6] izboljsala
casovno zahtevnost eksaktnega algoritma. S pregledom vseh moznosti je enostavno
dolo¢iti zmagovalca v ¢asu O(2"), medtem ko sta omenjena avtorja ta Cas izboljsala na
0O(1.6052™) v splosnem in na O(1.4423") na drevesih.

7.3 DOM

Pravila igre Node Kayles lahko spremenimo na naslednji nacin. Igralcema je v vsaki
potezi dovoljeno izbrati vozlisce, ki v svoji zaprti okolici vsebuje vsaj eno nedominirano
vozlis¢e. Splosen polozaj v tej igri opisemo z grafom G in mnozico Ze dominiranih
vozlis¢ S. Takemu polozaju oziroma igri bomo (podobno kot v dominacijski igri) rekli
delno dominiran graf in ga oznadili z G|S. V zacetnem polozaju ni dominiranih vozlis¢,
zato bomo namesto G|} pisali kar G. Mozni polozaji so definirani z O(G|S) = {G|(S U
N[v]) | v € V(G), N[v] € S} za vsak graf G in mnozico vozlis¢ S. Podobno kot

pri preostalih kombinatornih igrah je zmagovalec v normalni razlic¢ici tisti, ki naredi
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zadnjo potezo, medtem ko je pri beracu cilj prvi ostati brez poteze. Opisani igri bomo
po predlogu E. Sopene rekli DOM.

Dodajmo se, da v igri Node Kayles mnozica dominiranih vozlis¢ na koncu igre tvori
neodvisno dominacijsko mnozico, medtem ko v igri DOM ta mnozica podobno kot v
dominacijski igri ni nujno neodvisna.

Ocitno je, da mnozica moznih polozajev grafa G v DOM vsebuje vse polozaje G v

Node Kayles, zato je naravno postaviti naslednjo domnevo.

Domneva 7.1 Odlocitev, ali je prvi igralec zmagovalec igre DOM na danem grafu, je
PSPACE-poln problem.

V luci te domneve je potem smiselno studirati igro na posameznih druzinah grafov.

7.3.1 Poti in cikli

Podobno kot v razdelku 3.1 si bomo pri iskanju Sprague-Grundyjevih Stevil poti in

ciklov pomagali z delno dominiranima potema P/ in P} s slike 3.2 na strani 34.
Lema 7.2 Za vsak n > 0 je G(P)) = n mod 4.

Dokaz: Uporabimo indukcijo na n. Prva stiri Sprague-Grundyjeva stevila so

<

Q

= mex{ } =0,
= mex{G(B)} = mex{0} =1,

= mex{G(PY), G(P!)} = mex{0,1} = 2,

= mex{G(P)),G(P),G(P))} = mex{0,1,2} = 3.

<

Q

<

S5 5 9
Bacic - Qpiac]

Torej baza indukcije za n < 3 drzi. Naj bo sedaj n > 4. Po definiciji moznih polozajev
O(P)) dobimo
G(Py) = mex[{G(P_1),G(Py ), G(P_3)} U{G(P' U P _3_;) | 1<i<n—4}]

= mex[{G(P,_1), G(P_2),G(P/_3)} U{G(P) @ G(P/_5_;) | 1 <i<n—4}]
= mex[({0,1,2,3} \ {n mod 4}) U{G(P) & G(P/ 3.;) | 1 <i<n—4}].

Dokazati moramo Se, da je G(P/)®G(P)_5_,) mod 4 # nmod 4 zavsaki =1,...,n—4.

n—3—1
Stevilo G(P/)®G(P"_5_,) imaza vsak i = 1,...,n—3 enako parnost kot n—3, katerega
parnost je o¢itno drugacna od parnosti n. Od tu sledi, da je G(P)) = n mod 4. -

Ker je O(C,) = {P)_3}, po pravkar dokazani lemi dobimo Sprague-Grundyjeva

Stevila ciklov.
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1, n=3 (mod 4)

Posledica 7.3 Za vsak n > 3 je G(C),) = { ]
0, sicer

Naprej izracunamo Se Sprague-Grundyjeva Stevila za poti z enim dominiranim li-

stom.
Lema 7.4 Za vsakn >0 je G(P)) = G(P)).

Dokaz: Uporabimo indukcijo na n. Baza indukcije za n < 3 oc¢itno drzi. Naj bo sedaj

n > 4. Po definiciji moznih polozajev v igri na P}, in indukcijski predpostavki dobimo

G(F,) = mex[{G(F, 1), G(P, 2),G(F, 3)} U{G(P 5).G(P) 3)}

P1/1—3—i) | 1§Z’§”*4H

= ) G(PE_5), G(PY_)y ULG(P!) © G(PY 5 )| 1 <i <n—4}]
= mex[{G(P)_1),G(P)_5),G(P._3)} U{G(FP'UP, 5 ;) |1<i<n-—4}]
= G(P!)

S pomocjo zadnjih dveh lem lahko sedaj resimo igro Se na poteh.

Izrek 7.5 Za vsak n > 0 velja

0, n=0 (mod4)

1, n=1 (mod4)alin=2 (mod4)
9(Fn) = 2, n=

3, n=3 (mod4)inn>3

Dokaz: S pomocjo lem 7.4 in 7.2 izracunajmo prvih osem Sprague-Grundyjevih Stevil:

G(P) = mex{}=0,

G(P1) = mex{G(F)} = mex{0} =1,

G(P) = mex{G(P)} =mex{0} =1,

G(P;) = mex{G(R),G(P])} = mex{0,1} =2

G(Py) = mex{G(P),G(Py)} =mex{1,2} =0

G(Ps) = mex{G(P}),G(P{UP|),G(P})} =mex{2,0,3} =1
G(Ps) = mex{G(P;),G(P{UP;),G(P})} = mex{3,3,0} =1
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G(Pr) = mex{G(Py),G(PUP;),G(P;UP;),G(P5)} =mex{0,2,0,1} = 3.
Naj bo sedaj n > 8. Po definiciji moznih polozajev dobimo

G(Pn) = mex[{G(Py ), G(Pr_3)} U{G(P/UP, 3 ;) |1 <i<n—4}]
= mex[{G(P, )} U{G(P))®G(P, 3;) | 0<i<n—4}].

Obravnavajmo sedaj Stiri primere glede na ostanek n pri deljenju s 4. Za vsak k > 2's

pomocjo lem 7.4 in 7.2 dobimo

G(Py) = mex[{G(Pyy_1)12)} U{G(Ply) ® G(Pyp_y_1)11) |0 < €<k -1}
U{G(Piet2) ® (Pyp—p-9)43) | 0 <<k —2}]
= mex{2,05 1,26 3} =mex{2,1,1} =0,

G(Piv1) = mex[{G(Py_1)43)} U{G(PL) © G(Pi_p-1)2) | 0 <L <k —1}
U{G(Pios1) ® G(Py—r—1y41) |0 < €<k —1}
U{G(Pioys) ® G(Pyt—r—2)43) | 0 < € <k —2}]
= mex{3,092,101,3®3} =mex{3,2,0,0} =1,

G(Piet2) = mex[{G(Py)} U{G(Pyy) ® G(Pyh_y_1)43) |0 <L <k —1}
U{G(Pios1) ® G(Pyt—r—1y42) | 0 < € <k —1}]
= mex{0,0®3,1® 2} =mex{0,3,3} =1,

G(Puiets) = mex[{G(Pyi1)} U{G(Py) ® G(Pyyp)) 0 < L <k}
U{G(Pirs1) ® G(Pyh—y_1)23) |0 < <k -1}
U{G(Piot2) ® G(Py—r—1)42) | 0 < € <k —1}]
= mex{1,060,1$3,26 2} =mex{1,0,2,0} = 3.

7.3.2 Pajki

Naj bo S,, druzina grafov, definirana na sliki 3.1 na strani 34. Centralno vozlisc¢e pajka

S, bomo oznadili z z, z y;, 1 < i < n, oznacimo vse sosede vozlis¢a x, z z; pa v enakem
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vrstem redu Se vse liste. Za vsak i = 1,...,n velja, da je N[z] = {z}U{y; | 1 < j < n},
Nlyi] =A{z,yi, zi} in Nlzi] = {yi, z}-

Definirajmo sedaj Se tri delno dominirane grafe, ki se pogosto pojavljajo tekom igre
na Sp,. S S) oznac¢imo graf S, 1, kjer sta edini dominirani vozliséi y; in z; za neki i,
1 <i<n+41,tj. S, =Snt1|N[z]. Opazimo, da v oznaki S/, ne potrebujemo indeksa
i, saj je Sp+1|N|[z;] izomorfen delno dominiranemu grafu S, 1|V [2;] za poljubno izbiro
indeksov j, k. Definiramo Se S/ = S, |z in S/ = S,|N[z]. Najprej izracunajmo Sprague-

Grundyjeva stevila slednjega.
Lema 7.6 Za vsak n > 0 velja G(S)') = n mod 2.

Dokaz: Ker je dominirana celotna zaprta okolica vozliséa x, je S}/ izomorfen uniji k

kopij grafa P. Po lemi 7.4 potem sledi, da velja

n

G(S"y =g( U P)) = EBQ(P{) =nmod 2.
k=1

k=1

Naprej izracunajmo Sprague-Grundyjeve vrednosti igre na S/
Lema 7.7 Velja G(S{) =0, G(S}) =2 in G(S)!) = (n— 1) mod 2 za vsak n > 2.

Dokaz: Ocitno je G(S{) = 0, saj je O(S§) = 0, medtem ko po lemi 7.4 dobimo Se
G(SY) = G(Pj) = 2. Preostanek leme dokazimo s pomocjo indukcije na n. Baza induk-
cije za n = 2 drzi, saj po lemi 7.6 sledi G(S9) = mex{G(55'),G(S7)} = mex{0,2} = 1.

Naj bo sedaj n > 3. Na S/ so zaradi simetri¢nosti grafa mozne tri razlicne poteze.
Prva je izbira x, ki vodi do polozaja S, medtem ko drugi dve, izbira y; ali z; za

poljuben indeks i, 1 < i < n, vodita do polozaja S/'_;. Po lemi 7.6 in indukecijski

predpostavki potem dobimo

G(S)) = mex{G(S)),G(S_1)} = mex{n mod 2, (n — 2) mod 2} = (n — 1) mod 2.

Zdaj si poglejmo delno dominiran graf SJ,.

Lema 7.8 Velja G(S)) =1, G(S7) =3, G(S3) =4 in G(S},) =2+ (n+ 1) mod 2 za
vsak n > 3.
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Dokaz: Po lemi 7.4 dobimo, da je G(S)) = G(P]) = 1 in G(S7) = G(P3) = 3. Ker
je O(Sh) = {S4,S% P, S|}, dobimo, da je G(S5) = mex{1,0,2,3} = 4. Preostanek
leme dokazemo z 1ndukcijo na n. Najprej pokazimo bazo indukcije za n = 3. Ker je
O(S5) = {54,5%,55, 55}, sledi, da velja G(S5) = mex{0,1,1,4} = 2.

Naj bo sedajn > 4. Ker so mozni polozaji iz S), enaki O(S)) = {S/, S/, S 1,5l _1},
po lemah 7.6 in 7.7 ter indukcijski predpostavki dobimo

G(S!) = mex{(n—1)mod 2,n mod 2,(n — 2) mod 2,2 + n mod 2}
= mex{0,1,2+nmod2} =2+ (n+1) mod 2.

Na koncu lahko izrac¢unamo se Sprague-Grundyjeva stevila pajkov.
Izrek 7.9 Velja G(So) =1, G(S1) =2 in G(S,) = (n — 1) mod 2 za vsak n > 2.

Dokaz: Po izreku 7.5 sledi, da je G(Sp) = G(Py) =1, G(S1) = G(P3) = 2 in G(S2) =
G(Ps) = 1. Naj bo sedaj n > 3. Zaradi simetri¢nosti grafa S,, je dovolj obravnavati
zgolj tri razlicne zacetne poteze oziroma njim pripadajoce polozaje. To so poteze na
x, ¥; in z za poljuben 1 < i < n. Dobimo torej, da je O(S,) = {S/,S!_ 1,5/}, od
koder po lemah 7.6, 7.7 in 7.8 sledi G(S,) = (n — 1) mod 2, saj je G(S) = G(SI_,) =
nmod 2 € {0,1} ter G(S/,_;) > 2. -

7.3.3 Glavniki

Na koncu si poglejmo Se glavnike. To so grafi, definirani na strani 43 v razdelku 3.2 in
oznaceni 8 ]Sn. Za razliko od poti, ciklov in pajkov bomo zanje dokazali le, za kateri n

ima prvi igralec zmagovalno strategijo.
Izrek 7.10 Za vsak n > 0 velja, da je 0( ) = N natanko tedaj, ko je n lih.

Dokaz: Naj bo n = 2k + 1 za neki k£ > 0. Dokazimo, da je g( ) > 0. Zadostuje
poiskati potezo, ki vodi v polozaj s Sprague-Grundyjevim stevilom 0. Naj bo v vozlisce
grafa ﬁn, ki je od obeh vozlis¢ stopnje 2 oddaljeno k. Potem lahko na ]5n|N [v] gledamo
kot na disjunktno vsoto dveh enakih komponent izomorfnih delno dominiranem grafu
Pi, z enim dominiranim vozlis¢em stopnje 2. Po definiciji je NIM-vsota dveh enakih

komponent vedno enaka 0.
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Naj bo sedaj n = 2k za k > 0. Potem ima drugi igralec strategijo, ki mu zagotovi
zmago. V dokazu bomo uporabili oznake s slike 3.4 na strani 43. Ce prvi igralec igra
na vozlisce i oziroma ', 1 < ¢ < 2k, potem drugi igralec igra na tak j oziroma j’,
da je i + 7 = 2k + 1. Potencialno edini problem pri tej strategiji je, ¢e sta v mmnozici
N[k] U N[k + 1] edini nedominirani vozliséi k in k + 1. Ce bi potem prvi igralec igral
na k, izbira k + 1 drugega igralca ne bi bila dovoljena poteza. Ampak do take situacije
ne more nikoli priti, saj je v primeru, ko je vozlis¢e k' dominirano, dominirano tudi

vozlisée k, saj lahko &’ dominiramo le s potezo na eno izmed vozlis¢ k ali k'. -

S pregledom moznosti lahko poiscemo Sprague-Grundyjeve vrednosti prvih nekaj

glavnikov in postavimo naslednjo domnevo.

Domneva 7.11 Za vsak n > 0 velja
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