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Povzetek

Klasifikacija simetričnih grafov je obsežno delo, ki se je začelo v šestdesetih letih prejšnjega
stoletja. Od takrat je bilo na to temo napisanih veliko člankov, področje pa je še vedno aktivno.
Največ je bilo narejenega na temo simetričnih grafov stopnje 3, vključno s prvim katalogom
simetričnih grafov, ki ga poznamo pod imenom Fosterjev cenzus. Fokus raziskovanja se je v
zadnjem času premaknil na področje grafov stopnje 4.

V disertaciji preučujemo ločno tranzitivne grafe stopnje 4 in z njimi povezane digrafe sto-
pnje 2, katerih red ima preprost praštevilski razcep. Postavimo jih v širši okvir simetričnih
grafov in predstavimo znane rezultate. V literaturi se klasifikacije pojavljajo v različnih obli-
kah, nekatere družine grafov in posamezni grafi pa pod raznovrstnimi oznakami, zato v prvem
poglavju pregledamo znane klasifikacije ločno tranzitivnih in 1/2-ločno tranzitivnih grafov sto-
pnje 4 in jih zapišemo v enotnem jeziku.

Eno poglavje je v celoti namenjeno predstavitvi dveh pripomočkov pri klasificiranju sime-
tričnih grafov. V prvem delu zapišemo definicije krovov in kvocientov za grafe in digrafe, sku-
paj z nekaj priročnimi rezultati. Preostanek je namenjen povzetku teorije o izmeničnih ciklih in
alter-eksponentih, ki jo s pridom uporabimo v dokazu izreka za digrafe.

Kot zgled uporabe kvocientne metode s polenostavnimi grupami nato dokončamo klasi-
fikacijo ločno tranzitivnih grafov stopnje 4 in reda 2pq (za različni lihi praštevili p in q), ki je
bila do sedaj narejena le za ločno regularne grafe. V naslednjem poglavju s pridom uporabimo
teorijo izmeničnih ciklov, da dokažemo klasifikacijo ločno tranzitivnih digrafov stopnje 2 ne-
katerih redov s predpisanim praštevilskim razcepom. Zadnje poglavje je prispevek h katalogu
digrafov stopnje 2.

Math. Subj. Class. (2010): 05C25, 05C20, 05C75, 20B25, 05C38

Ključne besede: ločno tranzitiven graf, ločno tranzitiven digraf, ločno regularen digraf, graf
stopnje 4, digraf stopnje 2.
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Abstract

Classification of symmetric graphs is an extensive project started in the sixties. Since then,
many articles have been published on this topic and the area is still very much active. Much
of the research has been dedicated to cubic symmetric graphs, including the first census of
symmetric graphs, known as the Foster census. Recently, researchers have been focusing on
tetravalent graphs.

In this disertation we will study tetravalent arc-transitive graphs with a simple prime fac-
torization of the order and related digraphs of valency 2. We frame them in the wider context
of symmetric graphs and present some known results. Since classifications appear in diffe-
rent forms in the literature, with varied notations for certain families and graphs, we put some
effort into a consistent notation, which we then use in the overview of existent classificatons of
arc-transitive and 1/2-arc-transitive tetravalent graphs.

We dedicate a whole chapter to two tools commonly used in classification of symmetric
graphs. First, we define covers and quotients for graphs and digraphs and present some useful
results. Then we summarize the theory of alter-relations and alter-exponents, to be used later
in proving our result about digraphs.

As an example of the quotient method with semisimple groups we then finish the clasifica-
tion of tetravalent arc-transitive graphs and order 2pq (for distinct primes p and q), which until
know existed only for arc-regular graphs. In the following chapter we take advantage of the
theory of alter-relations and alter-exponents to prove a classifications of arc-transitive digraphs
of valency 2 of orders with a certains prime factorization. The last chapter is a contribution to
the census of digraphs of valency 2.

Math. Subj. Class. (2010): 05C25, 05C20, 05C75, 20B25, 05C38

Keywords: arc-transitive graph, arc-transitive digraph, arc-regular digraph, 4-valent graph,
2-valent digraph.
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2.3 Digrafi in 1/2-ločno tranzitivni grafi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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1. poglavje

Uvod

Pojem simetričnega grafa je imel zgodovinsko gledano več pomenov; včasih so tako rekli gra-
fom, katerih grupa avtomorfizmov deluje tranzitivno na vozliščih in povezavah, najbolj pogo-
sto pa so bili mišljeni grafi, katerih grupa avtomorfizmov deluje tranzitivno na urejenih parih
sosednjih vozlišč. Danes se pojem včasih uporablja tudi, kadar ni mišljena določena vrsta si-
metrije.

Zanimanje za simetrične grafe gotovo seže vsaj do začetka dvajsetega stoletja, saj je že v
tridesetih letih Ronald M. Foster začel zbirati primere majhnih simetričnih grafov stopnje tri.
Leta 1988 so objavili tedanjo verzijo Fosterjevega cenzusa, v katerem so bili vključeni grafi do
reda 512. Katalog je že takrat vseboval konstrukcijo večine grafov in nekatere podatke, ni pa še
bilo eksplicitnega zapisa vseh vključenih grafov. Originalni katalog je bil skoraj popoln, saj je v
njem do vključno reda 512 manjkalo le deset grafov.

V šestdesetih letih prejšnjega stoletja so se pojavili prvi rezultati v zvezi s simetričnimi grafi,
na katerih so temeljile kasnejše klasifikacije. Ne presenetljivo so bili najprej klasificirani sime-
trični grafi praštevilskega reda, tem pa so sledili še drugi razredi grafov. V novejših klasi-
fikacijah je bolj pogosto kot o simetričnih grafih govora na primer o vozliščno, povezavno,
ločno ali 1/2-ločno tranzitivnih grafih. V pregledu rezultatov se bomo omejili na klasifikacije s
predpisanim praštevilskim razcepom, pri katerih je ponavadi določena tudi stopnja grafov —
klasifikacije te vrste so ena od popularnejših vej klasifikacij simetričnih grafov.

Najbolje so raziskani simetrični grafi stopnje 3, v zadnjem času pa je bilo več zanimanja
za grafe stopnje 4. Na to področje spadata tudi glavna rezultata, ki ju bomo dokazali v tem
delu. V 6. poglavju bomo zaključili bomo klasifikacijo ločno tranzitivnih grafov stopnje 4,
katerih red je dvakratnik produkta dveh praštevil — za ta red so bili do sedaj klasificirani le
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2 Uvod

ločno regularni grafi. Naj bosta torej p in q različni lihi praštevili. Pokazali bomo, da je vsak
ločno tranzitiven graf stopnje 4 in reda 2pq, ki ni ločno regularen, bodisi izomorfen PX(pq, 1),
bodisi je izomorfen enemu od grafov v tabeli 6.1 ali enemu od grafov D(F14), X 182

4 ali X 506
6

(glej izrek 6.1). Ta rezultat je bil objavljen v članku Berčič, Ghasemi, Tetravalent arc-transitive
graphs of order twice a product of two primes [5].

Z naslednjim rezultatom (poglavje 7), sicer zapisanim za digrafe, pripravimo teren za more-
bitno kasnejšo klasifikacijo neusmerjenih grafov; klasificirali bomo povezane ločno tranzitivne
digrafe stopnje dva za nekatere rede s tremi praštevilskimi delitelji. Na problem klasifikacije
odgovorimo v dveh delih. Prvi del (glej izrek 7.1, [6]) opiše primer, ko je digraf z 2aqbpc vozlišči
2-ločno G-tranzitiven za neko nerešljivo grupo G, kjer so a, b in c števila, ki zadoščajo pogojem
a ∈ {0, 1, 2, 3}, b, c ∈ {0, 1, 2} in (b, c) 6= (2, 2), p in q pa sta različni lihi praštevili. Dokažemo,
da je v tem primeru red digrafa kvečjemu 1224 in zapišemo vseh sedeminšestdesetih takih di-
grafov v tabelo 7.1. V drugem delu (glej izrek 7.2, [6]) opišemo še primer, ko je digraf 2-ločno
G-tranzitiven za neko rešljivo grupo G. Dodatno predpostavimo, da za red digrafa velja ena
od naslednjih trditev.

(i) n je lih in ni deljiv s tretjo potenco kakega praštevila,

(ii) n = 2am, kjer je a ∈ {1, 2, 3} in m liho število, ki ni deljivo s kvadratom kakega praštevila,

(iii) n = 2aqbp2, kjer je a ∈ {1, 2, 3}, b ∈ {0, 1} in sta q in p različni lihi praštevili.

Tedaj se izkaže, da je bodisi digraf izomorfen
−→
PX(t, s) za nek t ≥ 1 in s ≥ 0, bodisi velja pogoj

iz zadnje od zgornjih treh trditev,G ima podgrupo Sylowa P , ki je edinka, elementarno abelska
reda p2 in velja, da je kvocient digrafa po P izomorfen

−→
PX(t, s) za nek t ≥ 1 in s ≥ 0. V slednjem

primeru se bomo sklicali na dobro znano teorijo dvigovanja grup vzdolž elementarno abel-
skih krovnih projekcij, s pomočjo katere bi bilo mogoče določiti vse krovne digrafe za izbrane
(a, b, c). Ta rezultat je opisan tudi v članku Berčič, Potočnik, Two-arc-transitive two-valent di-
graphs of certain orders [6], ki je bil sprejet v objavo v Ars Mathematica Contemporanea.

Po uvodu pregledamo znane rezultate, ki se dotikajo teme te disertacije. Zaradi obilja re-
zultatov na tem področju se omejimo skoraj izključno na klasifikacije grafov stopnje 4 s predpi-
sanim redom. Kljub temu na začetku navedemo nekaj splošnejših rezultatov in namignemo na
sorodne klasifikacije, npr. Cayleyevih grafov. Nato se podrobno spustimo v pregled klasifikacij
ločno tranzitivnih grafov stopnje 4, katerih red ima predpisan praštevilski razcep; in sicer po-
vzamemo klasifikacije za ločno tranzitivne grafe stopnje 4 za vse rede oblike p, 2pq ali kpε, kjer
je k bodisi 4 bodisi praštevilo q 6= p in ε ∈ {1, 2}. Zanimali nas bodo tudi digrafi stopnje 2, ki so
v tesni zvezi z 1/2-ločno tranzitivnimi grafi stopnje 4, zato je drugi del pregleda posvečen naj-
prej pregledu rezultatov s tega področja, nato pa še pregledu posameznih klasifikacij 1/2-ločno
tranzitivnih grafov.
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Ker imamo v delu opravka tako z grafi kot z digrafi, v poglavju z definicijami poskrbimo,
da izrazi, ki jih uporabljamo, delujejo tako za ene kot za druge. S tem tudi pripravimo teren
za manjkajoče definicije grafov in družin grafov iz pregleda. Posebno pozornost namenimo
družinama grafov

−→
PX in PX, ki bosta igrali pomembno vlogo v obeh glavnih rezultatih.

V poglavju Metode predstavimo teorijo krovov in kvocientov, ter teorijo izmeničnih ciklov,
s čimer imamo do 6. poglavja pripravljeno vse potrebno, da dokažemo napovedana rezultata.
V zadnjem poglavju uporabimo katalog (2, ∗)-grup, da pripravimo katalog z njimi povezanih
digrafov; natančneje, digrafov stopnje 2, ki dopuščajo ločno regularno grupo avtomorfizmov.

Končno v dodatku naredimo povzetek vseh manjših grafov, ki smo jih omenili, in naštejemo
njihove indekse v katalogih, kjer se pojavijo. Mnogi od teh grafov se pojavljajo tudi v literaturi
(še posebej klasifikacijah) pod mnogimi oznakami, ki jih zaradi preglednosti na tem mestu
zapišemo.





2. poglavje

Pregled obstoječih rezultatov

Zgodovinsko je bil eden od prvih rezultatov o simetričnih grafih Tuttov [119]; ta je pokazal, da
s-ločno tranzitivni grafi stopnje 3 ne obstajajo za s ≥ 6. Šele mnogo let kasneje je ta rezultat
razširil Weiss [125], ko je dokazal, da s-ločno tranzitivni grafi poljubnih stopenj ne obstajajo
za s ≥ 8. Primere s-ločno tranzitivnih grafov za velike s so iskali na primer Conder, Li in
drugi [13, 17, 54].

Tuttu lahko pripišemo tudi prvi znan rezultat, ki poveže vozliščno in povezavno tranzitivne
grafe: vsak vozliščno in povezavno tranzitiven graf lihe stopnje je ločno tranzitiven [119, str.
59]. To sledi iz splošnejšega dejstva, da ima grupa avtomorfizmov grafa, ki deluje tranzitivno
na vozliščih in povezavah, ne pa tudi lokih, nujno dve orbiti na množici lokov, kjer vsaka orbita
vsebuje natanko en lok za vsako povezavo — v tem primeru rečemo, da grupa deluje 1/2-ločno
tranzitivno na grafu. Tuttovega rezultata ni moč razširiti na grafe sode stopnje: prvi protipri-
mer je objavil Bouwer [10], ki je konstruiral 1/2-ločno tranzitivne grafe stopnje 2k za vsak k ≥ 2.
V resnici se je prvi protiprimer skrival že v prvem konstruiranem ločno regularnem kubičnem
grafu (na 432 vozliščih) [34], saj je povezavni graf vsakega ločno regularnega kubičnega grafa
1/2-ločno tranzitiven graf stopnje 4 [84]. Več o 1/2-ločno tranzitivnih grafih bomo povedali v
nadaljevanju.

Ker so edini simetrični grafi stopnje 2 cikli, je prva zanimiva stopnja 3 — ni presenetljivo,
da se je med ločno tranzitivnimi grafi največ študiralo ravno grafe te stopnje [19, 86, 118]. Kot
primere klasifikacij lahko navedemo na primer klasifikacije trivalentnih ločno tranzitivnih gra-
fov reda kp za k ≤ 10 [26, 27, 28, 29]. Kot omenjeno že v uvodu, se je v zadnjem času veliko
pozornosti posvečalo grafom stopnje 4. Konkretneje, v [92, 126] so se ukvarjali z 2-ločno tranzi-
tivnimi grafi stopnje 4 in v [35, 36, 85, 94] z ločno tranzitivnimi grafi, ki niso 2-ločno tranzitivni.
Li in soavtorji so klasificirali vozliščno primitivne, ločno tranzitivne grafe stopnje 3 in 4 [57].
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6 Pregled obstoječih rezultatov

Preden začnemo s klasifikacijami s predpisanim redom, omenimo še nekaj rezultatov o
cirkulantih (Cayleyevih grafih cikličnih grup) in Cayleyevih grafih stopnje 4. Tako prve kot
druge bomo ponovno srečali tudi v nadaljevanju. Znano je, da so vsi ločno tranzitivni grafi
reda p cirkulanti, prav tako pa so cirkulanti tudi ločno regularni grafi reda 2p [12, 69]. Izkaže
se, da so cirkulanti vsi ločno regularni grafi reda pq za poljubni (morda enaki) praštevili p
in q. Ločno regularni grafi reda p2 so Caylejevi grafi komutativnih grup; vsaka p-podgrupa
Sylowa v njihovih grupah avtomorfizmov je reda p2 in torej regularna na vozliščih, po [130] pa
je tak graf tudi cirkulant. Za različni lihi praštevili so ločno regularni grafi reda pq neprimitivni
po [109, 124] in zato cirkulanti po [79, 107, 124].

Za končne komutativne grupe so klasificirani vsi ločno tranzitivni Cayleyevi grafi [130]
stopnje kvečjemu 4. Za končne nekomutativne grupe pa sta klasificirana razreda povezavno
tranzitivnih grafov, katerih red ne vsebuje kvadrata kakega praštevila (dokažejo, da so bodisi
ločno bodisi povezavno regularni [56]) in grafi z lihim številom vozlišč [58]. Klasifikacijo ločno
regularnih Cayleyevih grafov stopnje 4 na diedrskih grupah je mogoče dobiti iz [53, 123].

Nadaljevali bomo s klasifikacijami ločno tranzitivnih grafov s predpisano stopnjo in obliko
reda.

2.1 Klasifikacije s predpisanim praštevilskim razcepom reda grafa

Ker bomo v nadaljevanju govorili o grafih s predpisanim praštevilskim razcepom reda, privze-
mimo že zdaj, da sta p in q (različni, lihi) praštevili. Chao [11] ter Cheng in Oxley [12] so
neodvisno od stopnje klasificirali vse povezane in nepovezane grafe redov p in 2p, katerih
grupa avtomorfizmov je tranzitivna na vozliščih in povezavah. Še pred Chaom je Turner [117]
klasificiral vozliščno tranzitivne grafe praštevilskega reda in postavil hipotezo o tem, kateri od
njih so povezavno tranzitivni. Leto za Chaom je Berggren [8] poenostavil dokaz klasifikacije
grafov praštevilskega reda. Za grafe reda 2p sta Chen in Oxley med drugim pokazala, da so
vsi, ki so vozliščno in povezavno tranzitivni, tudi ločno tranzitivni.

Med klasifikacijo grafov praštevilskega reda in grafov reda 2p je minilo več kot desetletje, saj
je bil za slednjo potreben rezultat Liebecka in Saxla [60], ki sta klasificirala vse primitivne grupe
reda mp, kjer je m neko število in m < p. S pomočjo tega rezultata bi bilo mogoče brez večjih
težav klasificirati ločno tranzitivne grafe redamp, kjer jem neko število inm < p, katerih grupa
avtomorfizmov deluje primitivno na vozliščih, kar pa ne velja za neprimitivne grafe; za te so
potrebna druga orodja. V splošnejšem kontekstu so Toida ter Alspach in Sutcliffe [3] neodvisno
postavili hipotezo o karakterizaciji vozliščno tranzitivnih grafov reda 2p. Karakterizacijo je
dokazal Marušič [69] za določene šibke pogoje na p. Ker po klasifikaciji enostavnih grup ne
obstaja enostavno primitivna grupa stopnje 2p za praštevilo p večje od 5 [60], lahko rezultate
združimo v klasifikacijo vseh vozliščno tranzitivnih grafov reda 2p. Izkaže se, da so vsi ti grafi



2.1 Klasifikacije s predpisanim praštevilskim razcepom reda grafa 7

metacirkulanti.

Naslednji korak so grafi, katerih red je produkt dveh lihih praštevil. V posebnem primeru,
ko je red grafa enak p2, je znano, da so vsi vozliščno tranzitivni grafi tega reda Cayleyevi [70].
Situacija je bolj kompleksna, kadar imamo opravka z redom, ki je produkt dveh različnih
praštevil. Za red 3p sta klasifikacijo naredila že Wang in Xu [124] — tu uporabljeno metodo
so uspešno uporabili tudi za klasifikacijo ločno tranzitivnih grafov reda pq [107].

Grafi z redi pq so bili neodvisno klasificirani veliko splošneje, v okviru vseh vozliščno tran-
zitivnih grafov. Alspach in Parsons [2] sta definirala velik razred takih grafov — metacirkulante
(glej 4.4). Marušič in Scapellato [77, 78] sta pokazala, da je vsak vozliščno tranzitiven neprimi-
tiven graf na pq vozliščih enak bodisi nekemu (q, p)-metacirkulantu bodisi grafu iz družine [2],
za katero je značilno, da njihove grupe avtomorfizmov vsebujejo SL(2, q), ki na vozliščih deluje
tranzitivno, kjer je p oblike 22s + 1 in q deli 22s − 1.

Ta klasifikacija žal ni v pomoč pri klasificiranju ločno tranzitivnih grafov reda pq, saj ni ja-
sno, ali grupa avtomorfizmov (q, p)-metacirkulanta vsebuje podgrupoG, ki je ločno tranzitivna
na Γ in ima sistem blokov sestavljen iz p-tih blokov velikosti q. Prav tako ni jasno, ali imajo grafi
reda pq iz [78] grupo avtomorfizmov, ki vsebuje SL(2, q) kot pravo podgrupo — zato so v ana-
lizi vseh neprimitivnih, ločno tranzitivnih grafov reda pq [107] vključili tudi potrebno analizo
metacirkulantov in grafov povezanih z SL(2, q). Ta analiza skupaj s sorodnim rezultatom za
primitivne grafe [109] zaključi uporabnejšo klasifikacijo ločno tranzitivnih grafov reda pq. V
slednjem delu sta avtorja določila tudi, kateri grafi so Cayleyevi za grupe reda pq, in klasifici-
rala vse povezavno tranzitivne digrafe reda pq, za katere je sosednost antisimetrična relacija.
Klasifikaciji vozliščno primitivnih in vozliščno primitivnih, ločno tranzitivnih grafov reda pq
sta povezani, vendar ni nobena posledica druge; za dan vozliščno primitiven graf namreč ni
lahko določiti, ali grupa avtomorfizmov deluje tranzitivno na lokih. Obratno je seveda jasno,
da s klasificiranjem ločno tranzitivnih, vozliščno primitivnih grafov dobimo precej, ne pa vseh,
vozliščno primitivnih grafov tako, da opazujemo unije ločno tranzitivnih grafov s trivialnimi
preseki množic povezav.

V nadaljnjih klasifikacijah je omejitev na obliko reda presplošna, zaradi česar so avtorji
poleg oblike reda omejili tudi stopnjo. Feng in njegovi soavtorji so v [24, 29, 25, 28] klasificirali
vse kubične s-ločno tranzitivne grafe redov np za n = 4, 6, 8, 10, v [26] pa so klasificirali kubične
s-ločno tranzitivne grafe reda 2p2 kot posledico klasifikacije grup avtomorfizmov kubičnih s-
ločno tranzitivnih grafov reda potence praštevila.

Klasifikacije ločno regularnih grafov stopnje 4 in redov 4p2, 6p2 in 2pq so opisane v [23, 40,
132], delno pa so klasificirani tudi grafi reda 3p2 [38]. Zhou in Feng sta klasificirala vse ločno
regularne grafe reda 2pq in stopnje 4 [132]. V poglavju 6 zaključimo klasifikacijo vseh ločno
tranzitivnih grafov stopnje 4 in reda dvakrat produkt dveh praštevil, za katero potrebujemo
klasifikacijo končnih enostavnih grup. Ločno tranzitivne grafe stopnje 4 in reda 4p je klasificiral
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Zhou [131]; iz klasifikacije med drugim sledi, da so z izjemo dveh grafov redov 8 in 28 vsi taki
grafi 1-ločno tranzitivni. Ta rezultat skupaj z rezultatom [32] za 1/2-ločno tranzitivne grafe reda
4p zaključi tudi klasifikacijo grafov reda 4p, ki so vozliščno in povezavno tranzitivni.

2.2 Grafi stopnje 4

Ločno tranzitivni grafi z enostavnejšimi praštevilskimi razcepi redov (t.j. p in pq za q ≥ 2) so že
bili klasificirani neodvisno od stopnje. Skupaj s klasifikacijami (nekaterimi za zdaj le delnimi)
grafov stopnje 4 za rede 4p, 2p2, 3p2, 4p2, qp2, 2pq so torej skoraj v celoti klasificirani grafi stopnje
4 za vse rede oblike p, 2pq ali kpε, kjer je k bodisi 4 bodisi praštevilo q 6= p in ε ∈ {1, 2}. Zaradi
preglednosti je vključen tudi rezultat o ločno tranzitivnih grafih stopnje 4 in reda 2pq, ki ga
bomo dokazali v 6. poglavju.

Za družine in posamezne grafe manjših redov bomo v sledečem pregledu uporabljali eno-
tne oznake, ki jih bomo podrobneje opisali in definirali v naslednjih poglavjih. V poglavju 4
definiramo vse v pregledu omenjene družine, kjer zapišemo tudi oznake, pod katerimi so bile
vpeljane.

V pregledu se bomo najprej srečali z družino grafov G(p, 4) praštevilskih redov, ki jo bomo
definirali v poglavju 4.2, kjer bomo opisali tudi družini G(2p, 4), G(p, 2, 2) in G(3p, 2). Grafe,
ki jih bomo označili s PX, sta najprej raziskovala Praegerjeva in Xu v okviru enostavnih gra-
fov [109]; definirali jih bomo v poglavju 4.3. Družine Cayleyevih grafov bomo označevali s Cin
in jih definirali v poglavju 4.5. Za opisa družin C±1(p; 4, 2) in C±ε(p; 4, 2) bralca napotimo k iz-
vornemu članku [35], podobno za grafe G(qp; 2, 2, 2) in G(qp; 4, 1, 1) [107, 3.4]. Družine grafov
G0

4p2 , G1
4p2 in G3

2p3 bomo definirali v poglavju 4.

Kjer je mogoče, so posamezni grafi označeni z oznakami X ni : to so grafi, ki se pojavljajo pod
oznako AT4val[n, i] v katalogu [97, 95], pri čemer n predstavlja red grafa, i pa je njegovo zapo-
redno število med grafi reda n v katalogu; nekaj več besed katalogom namenimo v 4. poglavju.
V preglednici v dodatku A povzamemo oznake teh grafov v katalogih in literaturi.

(p) Vsi ločno tranzitivni grafi stopnje 4 praštevilskega reda so ločno regularni in pripadajo
družini G(p, 4), p ≡ 1 (mod 4) [11], opisani v 4.2.

(2p) Vsak ločno tranzitiven graf stopnje 4 reda 2p je izomorfen enemu od naslednjih [12]:

(i) G(2p, 4) za p ≡ 1 (mod 4) (2-ločno tranzitiven je le G(10, 4) ∼= K5,5 − 5K2 [133]);

(ii) PX(p, 1) za liha praštevila p;

(iii) X 14
2 (neincidenčni graf PG(2, 2)) ali X 26

3 (incidenčni graf PG(2, 3)), ki sta 2-ločno in
4-ločno tranzitivna [133].
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(3p) Vsak ločno tranzitiven graf stopnje 4 reda 3p je izomorfen enemu od naslednjih [124]:

(i) G(3p, 2) za liha praštevila p (vsi ti grafi so ločno regularni);

(ii) PX(3, 1), 3×3 mreža X 9
1 , povezavni graf Petersenovega grafa X 15

1 ali povezavni graf
Heawoodovega grafa X 21

1 .

(4p) Vsak ločno tranzitiven graf stopnje 4 reda 4p je izomorfen enemu od naslednjih gra-
fov [131]:

(i) X 28
3 ,

(ii) PX(23−sp, s) za s ∈ {1, 2} in p ≥ 2,

(iii) Cay(Z2p×Z2, {a, a−1, aw
i
b, a−w

i
b}) za i ∈ {1, 2}, kjer je Z2p×Z2 = 〈a〉 × 〈b〉.

(p2) Vsi ločno tranzitivni grafi stopnje 4 reda p2 so Cayleyevi [70].

(2p2) Vsak ločno tranzitiven graf stopnje 4 reda 2p2 je izomorfen enemu od spodnjih gra-
fov [133, Theorem 3.3]:

(i) PX(p2, 1) za p ≥ 2,

(ii) Cayleyevi grafi C1
2p2 (4.4) definirani na ciklični grupi reda 2p2,

(iii) Cayleyevi grafi C2
2p2 (4.5) definirani na grupi Zp×Zp×Z2 in

(iv) Cayleyevi grafi C3
2p2 (4.6) definirani na posplošeni diedrski grupi reda 2p2.

(3p2) Vsak ločno tranzitiven graf stopnje 4 reda 3p2 je izomorfen enemu od naslednjih gra-
fov [38, 39]; z izjemo X 12

2 in X 27
1 so vsi ločno regularni, kar za p > 13 velja po [39], za

p ≤ 13 pa podatek poiščemo v katalogu [97, 95].

(i) X 12
1 , X 27

2 ali X ni za n ∈ {75, 147, 363, 507} in i ∈ {1, 2, 3};

(ii) Cay(G, {y, y−1, xy, x−1y−1}) za G = 〈x, y|xp = y6p = [x, y] = 1〉;

(iii) eden od grafov iz [35, Lemma 8.4];

(iv) eden od Cayleyevih grafov, definiranih na ciklični grupi (cirkulanti).

(4p2) Vsak ločno tranzitiven graf stopnje 4 in reda 4p2 je izomorfen enemu od naslednjih gra-
fov [41, Theorem 4.3], pri čemer so grafi iz družin (v)-(vii) ločno regularni.

(i) X 16
1 , ki je 2-ločno tranzitiven,

(ii) X 16
2 , eden od grafov X 36

i ali eden od grafov X 100
j , kjer sta i ≤ 6 in j ≤ 7 pozitivni

števili. Med temi grafi sta le X 36
5 in X 36

4 ločno regularna;
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(iii) PX(23−sp2, s), s ∈ {1, 2};

(iv) C±1(p; 4, 2) ali C±ε(p; 4, 2) iz [35];

(v) družini grafov G0
4p2 (4.18) ali G1

4p2 (4.19);

(vi) Cayleyevi grafi C0
4p2 (4.10) definirani na grupi Z2p2 ×Z2,

(vii) Cayleyevi grafi C1
4p2 (4.11) ali C2

4p2 (4.12) definirani na grupi Z4p×Zp.

(pq) Naj za praštevili q in p velja q < p. Vsak ločno tranzitiven graf stopnje 4 in reda pq je
izomorfen enemu od naslednjih grafov.

(i) G(p, 2)[3K1]− 3G(p, 2) [107, 3.3],

(ii) G(qp; 2, 2, 2) in G(qp; 4, 1, 1) [107, 3.4],

(iii) X 15
1 , Marušič–Scapellato graf X(2, 3, ∅, {0}) [107, 3.8],

(iv) vozliščno primitivni grafi X 21
1 , X 55

2 , X 253
2 (Cayleyevi) ali X 15

1 , X 35
2 [109, Table I].

(2pq) Vsi ločno regularni grafi reda 2pq in stopnje 4 so izomorfni enemu od spodnjih gra-
fov [132]; za opise glej 4.5.

(i) Cayleyevi grafi C3
2p2 4.6.

(ii) Cayleyevi grafi Ci2pq definirani na ciklični grupi reda 2pq za i ∈ {0, 1, 2, 3}.

(iii) Cayleyevi grafi Ci4p definirani na grupi Z2p×Z2 za i ∈ {0, 1}.

(iv) Cayleyevi grafi Ci2pq, i ∈ {0, 1} definirani na diedrski grupi reda 2pq.

(v) X 12
1 , X 30

5 , X 30
7 ali X 30

8 .

Ostali grafi reda 2pq in stopnje 4 so izomorfni enemu od spodnjih grafov.

(i) PX(pq, 1),

(ii) grafi iz tabele 6.1, D(F14) na 42 vozliščih (poglavje 6.1), X 182
4 ali X 506

6 .

(p2q) Ločno regularni grafi reda p2q in stopnje 4 so izomorfni enemu od spodnjih grafov [90,
Theorem 5.3]; v tej klasifikaciji sicer niso opisane vse možne konstrukcije za Cayleyeve
grafe, podan pa je splošen opis.

(i) X 45
i , kjer je i ≤ 4 pozitivno število;

(ii) X 63
j , kjer je j ∈ {1, 2};

(iii) X 147
k , kjer je k ≤ 3 pozitivno število;

(iv) X 75
k ali X 153

4 .
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(v) Naj bo Γ ločno regularen Cayleyev graf Cay(G,S) reda p2q in stopnje 4. Naj bo
nadalje H podgrupa grupe G, ki deluje regularno na vozliščih Γ in naj bo a nek
element G. Tedaj natanko ena od naslednjih trditev.

(1) Graf Γ je ločno H-tranzitiven in S = {a, aσ, aσ2, aσ3} za σ ∈ Aut(G) reda 4.

(2) Velja H1 ≤ Z2
2 in S = {a, aτ, a−1, a−τ}, kjer je τ ∈ Aut(G) involucija.

(pk) Vsi ločno tranzitivni grafi stopnje 4, katerih red je potenca praštevila pm+1, so s-ločno
tranzitivni za s ≤ 3. Če je Γ dodatno G-enostaven s-ločno tranzitiven za neko grupo
G ≤ Aut(Γ), potem velja ena od naslednjih trditev.

(i) Γ je enak bodisi K5 (s = 2) bodisi K4,4 (s = 3).

(ii) Γ je primitiven ali biprimitiven afin graf glede na Aut(Γ) (s = 2).

Po [55, Proposition 2.14] je Γ regularen krov enega od grafov

(i) K4,4, Q4 ali K5, če je s = 2;

(ii) K4,4, če je s = 3.

(2pk) Po [133, Theorem 3.2] za s-ločno tranzitivne grafe takih redov velja, da je s ≤ 4. Ob
dodatni predpostavki s ≥ 2 je znano še, da so vsi ti grafi regularni krovi sledečih grafov.

(i) s = 2: Q4, K5, K5,5 − 5K2, X 14
2 ali G3

2p34.21;

(ii) s = 2, 3: K4,4;

(iii) s = 4: X 26
3 (incidenčni graf PG(2, 3)).

2.3 Digrafi in 1/2-ločno tranzitivni grafi

Kot je prvi ugotovil Tutte, morajo biti grafi, za katere zahtevamo, da je njihova grupa avto-
morfizmov tranzitivna na vozliščih in povezavah, ne pa tudi na lokih, nujno regularni sode
stopnje [119]. Prve primere je opisal Bouwer [10], med katerimi je bil najmanjši na 54 vozliščih.
Kasneje sta Doyle (1976) in Holt (1981) odkrila graf na 27 vozliščih, ki je najmanjši primer 1/2-
ločno tranzitivnih grafov. Ta graf je moč dobiti iz najmanjšega Brouwerjevega primera tako, da
identificiramo pare diametralnih vozlišč [20].

Grupe avtomorfizmov Holtovega grafa [47] in grafov iz Bouwerjeve družine so vse nepri-
mitivne, kar je verjetno napeljalo na vprašanje [47, 48] obstoja 1/2-ločno tranzitivnega grafa s
primitivno grupo avtomorfizmov, na kar so odgovorili v [109] s stranskim rezultatom klasi-
fikacije vozliščno primitivnih grafov, katerih red je produkt dveh praštevil. Vsi grafi v [109,
Table III] so primeri grafov, ki so povezavno tranzitivni, niso ločno tranzitivni, polna grupa
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Slika 2.1: Holtov graf.

avtomorfizmov pa je primitivna na vozliščih. V devetdesetih letih se je raziskovanje 1/2-ločno
tranzitivnih grafov razvejilo na konstrukcije 1/2-ločno tranzitivnih grafov s primitivnimi gru-
pami avtomorfizmov, na klasifikacije 1/2-ločno tranzitivnih grafov določenih redov in na raz-
iskovanje strukture 1/2-ločno tranzitivnih grafov stopnje 4. Omenjeni rezultati so podrobneje
opisani v [72, 23], tu pa povzamemo samo rezultate, ki se tičejo grafov določenih redov in
grafov stopnje 4.

V [107] in neodvisno v [79] so s pomočjo klasifikacije končnih enostavnih grup klasificirali
vse ločno tranzitivne grafe in digrafe, katerih red je produkt dveh različnih praštevil; posebej so
vse 2-ločno tranzitivne določili v [82]. S praštevilskim razcepom postanejo kompleksnejši tudi
rezultati te vrste (za zgled težav, ki lahko nastanejo, če je red produkt treh različnih praštevil,
lahko damo [111]). Z določitvijo stopnje grafa (in morda dodatnih pogojev) postane nadaljnja
analiza spet mogoča (recimo [14, 28, 23, 40]).

Ker je vsak povezan digraf stopnje 1 izomorfen usmerjenemu ciklu, je stopnja 2 prva zani-
miva stopnja v kontekstu ločno tranzitivnih digrafov. V literaturi se ločno tranzitivni digrafi
stopnje 2 pogosto pojavijo zakrinkani kot neusmerjeni grafi stopnje 4, ki dopuščajo grupo av-
tomorfizmov, ki deluje tranzitivno na povezavah in vozliščih, ne pa tudi lokih; za taka de-
lovanja ponavadi rečemo, da so 1

2 -ločno tranzitivna. Natančneje, če je Γ ločno G-tranzitiven
digraf stopnje 2, njegov temeljni graf Γ′ dopušča 1

2 -ločno tranzitivno delovanje grupe G; velja
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tudi obratno, če grupa avtomorfizmov neusmerjenega grafa Γ′ stopnje 4 vsebuje podgrupo G,
ki deluje 1

2 -ločno tranzitivno na Γ′, tedaj obstaja usmeritev povezav grafa Γ′, ki porodi ločno
G-tranzitiven digraf Γ stopnje 2, katerega temeljni graf je Γ′ (pravzaprav sta taki usmeritvi
natanko dve in porodita par nasprotno usmerjenih digrafov). V tem smislu je študij ločno G-
tranzitivnih digrafov stopnje 2 ekvivalenten študiju 1/2-ločno G-tranzitivnih grafov stopnje 4;
ta stopnja je tudi prva zanimiva za 1/2-ločno tranzitivne grafe. O slednjem razredu grafov ob-
staja obširna literatura (recimo [16, 72, 71, 76, 75, 83, 113]) in mnogi od rezultatov, uporabljenih
v tem poglavju, izvirajo iz konteksta neusmerjenih grafov stopnje 4.

V [22, 128, 31] so klasificirali 1/2-ločno tranzitivne grafe stopnje 4 in reda 2pq, p3 in p4. O
strukturnih lastnostih 1/2-ločno tranzitivnih grafov se je pisalo v [15, 21, 57, 59, 61, 62, 71, 73, 74,
80, 84, 113, 114], kot zglede nekaterih konstrukcij pa lahko navedemo [1, 47, 109, 116].

Znano je že, da Caylejev graf komutativne grupe ne more biti 1/2-ločno tranzitiven [1], za-
radi česar vemo, da ne obstajajo 1/2-ločno tranzitivni grafi redov p ali p2, kjer je p praštevilo.
V [128] so klasificirali vse 1/2-ločno tranzitivne grafe redov p3 in p4, od koder med drugim sledi
enoličnost Holtovega grafa na 27 vozliščih. Klasifikacije 1/2-ločno tranzitivnih grafov reda pq za
q < p sta se lotila Alspach in Xu v [4] za q = 3 in Wang [120] za primer q ≥ 5. Alspach in Xu sta
pokazala, da je vsak graf reda 3p 1/2-ločno tranzitiven natanko tedaj, ko je (3, p)-metacirkulant
oblike M(d; 3, p), kjer je (d, p) 6= (2, 7) ali (3, 19). Po [72] je v Wangovem dokazu na žalost
pomanjkljivost, zaradi česar so morda potrebne spremembe v rezultatu [72, Conjecture 3.2].

Feng in soavtorji so pokazali, da je vsak 1/2-ločno tranzitiven graf stopnje 4 in reda 4p izo-
morfen grafu G4p, kjer je p ≡ 1 (mod 8); noben od teh grafov ni Cayleyev, za vsak red obstaja
natanko en tak graf. Iz te klasifikacije, klasifikacij enostavnejših redov in kataloga majhnih
vozliščno tranzitivnih grafov reda kvečjemu 26 [87, 88, 106] sledi, da je najmanjši 1/2-ločno
tranzitiven graf na 27 vozliščih Holtov graf [47] (najmanjši že po [1]). Holtov graf je po [128]
enoličen za stopnjo 4.

V naslednjem koraku so bili klasificirani vsi grafi reda 4p, katerih stopnja je dvakratnik
praštevila [32, 121, 122]; izkaže se, da so vsi ti grafi metacirkulanti. Končno je iz klasifikacije
1/2-ločno tranzitivnih grafov reda 4p ne glede na stopnjo [51] nadalje razvidno, da poleg očitne
družine šibkih (4, p)-metacirkulantov za p ≡ 1 (mod 4) obstaja še enolična družina 1/2-ločno
tranzitivnih grafov reda 4p in stopnje 12, ki obstaja le, če je praštevilo p ≡ 1 (mod 6) oblike
22k + 2k + 1 za k > 1.

2.4 1/2-ločno tranzitivni grafi stopnje 4

Spodaj so povzeti rezultati, ki se tičejo 1/2-ločno tranzitivnih grafov stopnje 4. Ne obstajajo
1/2-ločno tranzitivni grafi reda p, p2 [1] in 2p [12].

Skoraj vsi grafi, ki se bodo pojavili v sledečem pregledu, bodo šibki metacirkulanti, ki jih
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bomo definirali v razdelku 4.4. Družine Cayleyevih grafov Cip3 , Ci,j
p4

, C1,l
2pq in Γα,β,γ,k,i bomo

definirali v poglavju 2.4. V tem pregledu bomo srečali še družino grafov Grk2pq, opisano v po-
glavju 4.7.

Iz izrekov 7.1 in 7.2 bi bilo mogoče izluščiti še klasifikacije 1/2-ločno tranzitivnih grafov
stopnje 4, katerih red je oblike kp ali kp2 za vsa praštevila p in števila k ≤ 14.

(3p) [4, Theorem 3.4]. Graf reda 3p stopnje 4 je 1/2-ločno tranzitiven natanko tedaj, ko je šibek
(3, p)-metacirkulant (glej 4.4) stopnje 4 za p 6= 7.

(4p) [32, 51, Theorem 3.3] Graf Γ stopnje 4 in reda 4p je 1/2-ločno tranzitiven natanko tedaj, ko
je šibek (4, p)-metacirkulant za p ≡ 1 (mod 8) (glej 4.20). V izvornem članku so ti grafi
označeni z X(4, p).

(p3) [128, Theorem 1.1] Vsi 1/2-ločno tranzitivni grafi reda p3 in stopnje 4 so izomorfni Cip3 .
Takih grafov (stopnje 4) je po [128] natanko p−1

2 paroma neizomorfnih. Vsi ti grafi so
šibki metacirkulanti; izomorfni so Cip3 (glej 4.14).

(p4) [32, Theorem 1.1] Povezan graf stopnje 4 in reda p4 je 1/2-ločno tranzitiven natanko tedaj,
ko je p ≥ 3, graf pa je izomorfen enemu od grafov iz družin Ci,j

p4
(glej 4.15 in 4.16), kjer je

i ∈ {1, 2} in 1 ≤ j ≤ p−1
2 .

(pk) [59, Theorem 1.1] Naj bo n neko število. Tedaj za vsak 1/2-ločno tranzitiven šibek metacir-
kulant reda pk velja ena izmed naslednjih trditev.

(i) Naj bo Γ povezan, šibek (pα, pβ)-metacirkulant reda pn in stopnje kvečjemu 2p. Tedaj
je Γ 1/2-ločno tranzitiven natanko tedaj, ko je Γ ∼= Γα,β,γ,k,i, tako da n = α + β ≥ 3,
k ≥ 2 deli p− 1 in je p tuje ie(e− 1).

(ii) Grafa Γα,β,γ,k,i in Γα′,β′,γ′,k′,i′ sta izomorfna natanko tedaj, ko velja (α, β, γ, k) =

(α′, β′, γ′, k′) in i ≡ i′ (mod pα−γ).

(iii) Naj bo n ≥ 3. Potem za vsak k | p − 1, k > 1, velja, da je natanko (pn−2 − 1)/2 +

pn−3−1 neizomorfnih povezanih 1/2-ločno tranzitivnih šibkih metacirkulantov reda
pn in stopnje 2k.

Grafe Γα,β,γ,k,i bomo opisali v 4.17.

(pq) [120, Theorem 5.5] Naj bosta 5 ≤ q < p praštevili in Γ 1/2-ločno tranzitiven graf reda
pq. Potem je Γ bodisi eden od desetih vozliščno-primitivnih grafov iz [120, Theorem 1.1],
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ali pa je Γ šibek (q, p)-metacirkulant stopnje 4, kot v primeru [120, Example 9.1], tako da
(q, p) 6= (5, 11), (11, 23) (več v razdelku 4.4).

(2pq) [30, Theorem 4.1] Naj bosta q < p lihi praštevili in naj bo Γ povezan graf stopnje 4 in reda
2pq. Potem je Γ 1/2-ločno tranzitiven natanko tedaj, ko velja ena od naslednjih trditev:

(i) (p, q) 6= (7, 3), q deli p−1 in Γ je izomorfen C1,l
2pq za pozitivno celo število l ≤ 1/2(q−1)

(glej 4.13),

(ii) 4q deli p− 1 in Γ je izomorfen Grk2pq, kjer je r element reda 4q v Z∗p, k pa je liho število,
ki zadošča pogoju 1 ≤ k ≤ q − 1 (glej 4.22).

Nadalje je število neizomorfnih 1/2-ločno tranzitivnih povezanih grafov stopnje 4 in reda
2pq enako 

0 če je q - (p− 1) ali (p, q) = (7, 3),

q − 1 če je q | (p− 1) in 4 | (p− 1),
1
2(q − 1) če je q | (p− 1), 4 - (p− 1) in (p, q) 6= (7, 3).





3. poglavje

Definicije

Ker ne bomo potrebovali večje splošnosti, bomo v disertaciji vedno tiho privzeli, da je govora
le o povezanih in končih grafih ter digrafih. Za prve, ne pa tudi za druge, bomo večinoma
predpostavili še enostavnost, zaradi česar začnemo to poglavje z običajnima definicijama. Graf
je določen s parom množic V in E, kjer je V množica vozlišč, E pa množica povezav, podanih
z neurejenimi pari vozlišč. Podobno digraf običajno definiramo s parom množic V in A, kjer
je V kot prej, A pa je množica lokov, podanih z urejenimi pari vozlišč. Obeh definicij se bomo
poslužili, kadar ne bo potrebe po večji kompleksnosti.

Sledeči definiciji bosta prišli prav, kadar bomo imeli opravka z grafi in digrafi, ki niso nujno
enostavni. Graf Γ namreč lahko definiramo tudi z množico vozlišč V (Γ), množico povezav
E(Γ) in funkcijo

end : E(Γ)→ {X ⊆ V (Γ) : |X| ∈ {1, 2}} ,

ki določi par krajišč vsaki povezavi Γ. Povezavi grafa e rečemo zanka, če je |end(e)| = 1, medtem
ko za povezavi x in y rečemo, da sta vzporedni, če velja end(x) = end(y). Graf brez zank in
vzporednih povezav je enostaven in je enolično določen z V (Γ) ter {end(e) : e ∈ E(Γ)}. V
tem primeru je definicija seveda ekvivalentna običajni. V nadaljevanju bomo potrebovali še
pojem loka v grafu: množico lokov A(Γ) grafa Γ definiramo tako, da vsaki povezavi e = {u, v}
priredimo loka (u, v) in (v, u).

Digraf Γ splošneje definiramo kot četverec (V,A, glava, rep), kjer sta V inA neprazni, končni
množici, glava in rep pa sta funkciji iz A v V . Množicama A in V rečemo, v tem vrstnem
redu, loki in vozlišča Γ; označevali ju bomo z A(Γ) in V (Γ). Kardinalnosti V (Γ) rečemo red
Γ. Mislimo si, da lok kaže od repa proti glavi. Lok x je zanka, če je glava(x) = rep(x) in je
vzporeden loku y, če je {glava(x), rep(x)} = {glava(y), rep(y)}. Vsakemu digrafu lahko pri-

17
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redimo pripadajoč neusmerjen graf, določen z vozlišči V (Γ), povezavami E(Γ) in funkcijo
end : x 7→ {rep(x), glava(x)}. Rekli bomo, da je digraf enostaven, če nima vzporednih lo-
kov in zank oziroma ekvivalentno, če je njegov temeljni graf enostaven. V tem primeru je, kot
prej, ta definicija ekvivalentna običajni definiciji digrafa.

Če je v rep in u glava loka x, rečemo, da je u zunanji sosed v in v notranji sosed u. Za vozlišče
v ∈ V (Γ) tako definiramo

Γ+(v) = {x ∈ A(Γ) : rep(x) = v} in
Γ−(v) = {x ∈ A(Γ) : glava(x) = v},

(3.1)

kardinalnosti teh množic pa (v tem vrstnem redu) rečemo zunanja in notranja stopnja v v Γ.
Zunanja in notranja stopnja nista nujno enaki številu zunanjih in notranjih sosedov. Če za
neko število k velja, da je notranja (zunanja) stopnja enaka k, rečemo, da ima digraf notranjo
(zunanjo) stopnjo k. Digraf je stopnje k, če sta tako notranja kot zunanja stopnja enaki k.

Zaporedju lokov (x1, . . . , xs) digrafa Γ rečemo s-lok, če velja glava(xi) = rep(xi+1) za vse
i ∈ {1, . . . , s − 1}. Množico vseh s-lokov Γ bomo označili z As(Γ). Podobno lahko definiramo
tudi s-loke grafov. Zaporedju paroma različnih vozlišč (v0, v1, . . . , vs) grafa Γ rečemo s-lok, če
je {vi−1, vi} povezava v Γ za vsak 1 ≤ i ≤ s.

Avtomorfizem grafa Γ je permutacija množice V (Γ) ∪ E(Γ), ki ohranja množico V (Γ) in
komutira s funkcijo end. Podobno je avtomorfizem digrafa Γ permutacija množice V (Γ) ∪
A(Γ), ki ohranja množico V (Γ) in komutira s funkcijama glava in rep. Naj bo G podgrupa
Aut(Γ). Rekli bomo, da je graf ali digraf ločno G-tranzitiven, s-ločno G-tranzitiven ali ločno G-
regularen, kadar bo delovanje G tranzitivno na A(Γ), As(Γ) ali regularno na A(Γ). V oznakah
bomo izpustili G, kadar bo mišljeno G = Aut(Γ). V primeru, ko za graf ali digraf Γ in grupo G
velja, da je Γ ločno G-tranzitiven, bomo rekli, da Γ dopušča G.

Naj bo s ≥ 2 število, naj bo Γ regularen graf in naj bo G ≤ Aut(Γ), tako da je Γ s-ločno
G-tranzitiven. Za neko netranzitivno edinkoN vG je kvocient po edinki ΓN definiran kot graf,
katerega množica vozlišč so ravno vse N -orbite, tako da sta orbiti ∆1 in ∆2 povezani natanko
tedaj, ko je neko vozlišče v ∆1 sosednje nekemu vozlišču v ∆2. Jasno je, da velja bodisi ΓN ∼=
K2 ali pa imata Γ in ΓN enako stopnjo. V prvem primeru včasih rečemo kvocientu trivialni
kvocient. Kadar Γ nima netrivialnega kvocienta glede na G, rečemo, da je Γ G-enostaven.

Za dani graf Γ, neko njegovo vozlišče v in podgrupo G ≤ Aut(Γ) označimo okolico v v Γ z
Γ(v), permutacijsko grupo, ki jo inducira delovanje stabilizatorja Gv na tej okolici, pa z GΓ(v)

v .
Pri digrafih nas bo podobno zanimalo delovanje stabilizatorja na Γ+(v), ki ga bomo označevali
z GΓ+(v)

v .

Za dano množico različnih praštevil π rečemo, da je grupa G π-grupa, kadar je vsak pra-
številski delitelj reda G vsebovan v π. Grupe brez netrivialnih abelskih edink igrajo posebno
vlogo in zanje uporabimo izraz polenostavne grupe [110]. V disertaciji bomo imeli opravka z redi
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Tabela 3.1: Enostavne grupe, katerih redi so deljivi z največ tremi različnimi praštevili

T |T | razcep |Aut(T )| razcep

Alt(5) 60 22 · 3 · 5 120 22 · 3 · 5
PSL(2, 7) 168 23 · 3 · 7 336 24 · 3 · 7
Alt(6) 360 23 · 32 · 5 1440 25 · 32 · 5
PSL(2, 8) 504 23 · 32 · 7 1512 23 · 33 · 7
PSL(2, 17) 2448 24 · 32 · 17 4896 25 · 32 · 17

PSL(3, 3) 5616 24 · 33 · 13 11232 25 · 33 · 13

PSU(3, 3) 6048 25 · 33 · 7 12096 25 · 33 · 7
PSU(4, 2) 25920 26 · 34 · 5 51840 27 · 34 · 5

grafov z omejenim številom praštevilskih deliteljev, zaradi česar se bomo pogosto sklicevali na
rezultat, opisan v [37, Chapter 1.1.] in tu povzet v tabeli 3.1 enostavnih grup z največ tremi
praštevilskimi delitelji. Ta je razdeljena na dva dela, od katerih prvi vsebuje natanko vse take
grupe, da lihi prafaktorji v njihovih redih nastopajo s potenco kvečjemu 2.





4. poglavje

Nekateri grafi in digrafi

Kot zgled uporabe teoretičnih rezultatov o redu vozliščnega stabilizatorja [97] so Potočnik,
Spiga in Verret izračunali popoln katalog ločno tranzitivnih grafov stopnje 4 do reda 640 [95,
98], na katerega se bomo pogosto sklicevali. Kot smo že omenili, grafe AT4val[n, i] iz tega
kataloga označujemo z X ni . V dodatku A so v preglednici izpisani vsi manjši grafi, omenjeni v
tem delu, skupaj s pripadajočimi indeksi v katalogih 2-ločno tranzitivnih grafov stopnje 4 [92]
in povezavno tranzitivnih grafov [127]. V poglavju 7 se bomo sklicevali še na katalog ločno
tranzitivnih digrafov stopnje 2 do vključno reda 1000. Digrafe, ki v tem katalogu nastopajo
pod oznako ATD[n, i] bomo označevali z Yni .

Za dan graf Γ definiramo povezavni graf L(Γ) tako, da so njegova vozlišča povezave grafa
Γ, vozlišči pa sta povezani natanko tedaj, kadar imata ustrezni povezavi v Γ skupno vozlišče.
Podobno je graf puščic D(Γ) [127] grafa Γ graf, katerega vozlišča so loki grafa Γ, vozlišči pa
sta povezani natanko tedaj, kadar za ustrezna loka (u, v) in (v, w) velja, da sta u in w različni
sosednji vozlišči vozlišča v. Kanonični 2-krov cdc(Γ) grafa Γ je graf z množico vozlišč V (Γ)×Z2,
kjer je vozlišče (u, i) sosednje vozliščem (v, i+ 1) pri dodatnem pogoju, da je {u, v} povezava v
Γ. Lihi graf O(n) je graf, pri katerem je množica vozlišč množica vseh podmnožic Z2n−1 z n− 1

elementi. Dve vozlišči sta sosednji natanko tedaj, ko sta ustrezni podmnožici disjunktni.

Leksikografski produkt grafa Γ z grafom Λ označimo z Γ[Λ]. Definiran je z množico vozlišč
V (Γ)×V (Λ), vozlišči (α, α′) in (β, β′) pa sta povezani natanko tedaj, ko je bodisi {α, β} ∈ E(Γ)

bodisi α = β in {α′, β′} ∈ E(Λ).

Odsekovni digraf grupe G glede na podgrupo H in podmnožico S je definiran z množico
vozlišč G/H = {Hg : g ∈ G}, tako da za Hx in Hy velja, da je (Hx,Hy) lok natanko tedaj, ko je
yx−1 ∈ HSH . Odsekovni graf je temeljni graf ustreznega digrafa.
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4.1 Neenostavni digrafi

V tem razdelku se na kratko posvetimo ločno tranzitivnim digrafom stopnje 2, ki niso eno-
stavni. Pokazali bomo, da obstajata le dve družini takšnih digrafov, in sicer

−→
C

(2)
n in

←→
C

(2)
n za

n ≥ 1. Obe dobimo iz neusmerjenega cikla s podvojitvijo vseh povezav. V obeh primerih
vzamemo za vozlišča množico Zn, za loke pa Zn×Z2. Za družini dvojnih ciklov definiramo
funkciji glava in rep s spodnjimi predpisi za vsak lok (i, ε) ∈ Zn×Z2.

−→
C

(2)
n : glava(i, ε) = i+ 1, rep(i, ε) = i;

←→
C

(2)
n : glava(i, 0) = i+ 1, rep(i, 0) = i,

glava(i, 1) = 1, rep(i, 1) = i+ 1.

Opazimo, da sta
−→
C

(2)
1 in

←→
C

(2)
1 oba izomorfna digrafu z enim samim vozliščem in dvema

usmerjenima zankama, medtem ko sta
−→
C

(2)
2 in

←→
C

(2)
2 oba sestavljena iz dveh vozlišč in štirih

lokov med njima, tako da po dva loka kažeta v obe možni smeri.

. . .. .
.

n− 1
0

1

(a) Dvojni cikel
←→
C

(2)
n .

. . .. .
.

n− 1
0

1

(b) Dvojni cikel
−→
C

(2)
n .

Lema 4.1. Če je Γ povezan, neenostaven, ločno tranzitiven digraf stopnje 2 in reda n, je izomorfen bodisi
−→
C

(2)
n bodisi

←→
C

(2)
n . Če je Γ 2-ločno tranzitiven, je izomorfen

−→
C

(2)
n za nek n ≥ 2.

Dokaz. Opazujmo temeljni graf digrafa Γ; kot slednji je tudi ta neenostaven, povezan in vo-
zliščno tranzitiven, zato je v njem število vzporednih povezav med poljubnima sosednjima vo-
zliščema konstantno in enako nekemu pravemu delitelju stopnje 4. Če je n = 1, je temeljni graf
vozlišče z dvema zankama, iz katerega lahko dobimo le en digraf, ki je izomorfen

−→
C

(2)
1
∼=
←→
C

(2)
1 .

Če je n = 2, je temeljni graf dipol, ki je zaradi vozliščne tranzitivnosti izomorfen
−→
C

(2)
2
∼=
←→
C

(2)
2 .

Naj bo n ≥ 3. Temeljni graf je dvojni cikel; tega lahko usmerimo na dva načina. V enem
primeru dobimo

−→
C

(2)
n , v drugem pa

←→
C

(2)
n .

Naslednji rezultat bomo potrebovali v dokazu izreka 7.2.
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Lema 4.2. Naj bo G podgrupa Aut(
−→
C

(2)
n ), ki deluje ločno tranzitivno na s-lokih, ne pa tudi na (s+ 1)-

lokih
−→
C

(2)
n , in naj bo v vozlišče

−→
C

(2)
n . Potem je Gv elementarno abelska 2-grupa reda 2s in je edinka v

G. Če je Gv reda 4 in vsebuje netrivialen centralen element G, je n sod.

Dokaz. Najprej opazimo, da vsak avtomorfizem
−→
C

(2)
n , ki pribije vozlišče v, pribije vsa vozlišča,

odkoder sledi, da je Gv jedro delovanja G na vozliščih
−→
C

(2)
n in torej edinka v G. Še več, Gv

ohranja pare lokov z isto glavo (in torej tudi repom). Odtod že sledi, da je Gv elementarno
abelska 2-grupa. Ker je G tranzitivna na s-lokih, ne pa tudi na (s + 1)-lokih, je enostavno
pokazati, da Gv deluje regularno na s-lokih, ki se začenjajo pri vozlišču v. Ker jih je 2s, je torej
tudi red Gv enak 2s.

Predpostavimo zdaj, da je n lih, da je |Gv| = 4 in da je τ netrivialen centralni element G,
vsebovan v Gv. Brez škode za splošnost lahko predpostavimo, da τ deluje netrivialno na paru
lokov, ki kažeta iz v. Nadalje, ker je indeks Gv v G enak n, sledi, da je Gv enolično določena
2-podgrupa Sylowa v G in torej, da velja G = Gv oH , kjer je H grupa reda n. Še več, ker je Gv
jedro delovanja G na vozliščih

−→
C

(2)
n , sledi, da H deluje regularno na vozliščih

−→
C

(2)
n , oziroma da

velja H = 〈g〉, kjer je g avtomorfizem reda n, ki slika vsako vozlišče v njegovega (enoličnega)
zunanjega soseda.

Ker je τ = τ g, element τ deluje netrivialno na vsakem paru lokov, ki imata isti rep. Več, τ je
enolično določeni netrivialni centralni element G, ki je vsebovan v Gv. Ker je G = GvH in ker
je Gv abelski, sledi, da H ne centralizira nobenega elementa Gv\{1, τ}. To pa ni mogoče, saj je
H lihega reda in |Gv\{1, τ}| = 2. To protislovje zaključi dokaz leme.

4.2 Družina grafov praštevilskega reda in nekatere razširitve

Naj bo p praštevilo, r pa pozitivno število, ki deli p − 1. Tedaj ima Z∗p enolično določeno pod-
grupo reda r, recimo ji H(p, r). Graf G(p, r) stopnje r je definiran z množico vozlišč Zp in
množico povezav

{{x, y} : x, y ∈ Zp in y − x ∈ H(p, r)}.

Ti grafi so ločno regularni [11] in enolično določeni s p in r, pogoj p ≡ 1 (mod r) pa je potreben
za obstoj. Ker je za liha praštevila Z∗p ciklična, je za vsak n podgrupa reda n natanko ena.

Poiščimo H(p, 4), oziroma element reda 4 v Z∗p, kjer je p ≡ 1 (mod 4). Najprej opazimo,
da je (p − 1)2 ≡ 1 (mod p), zaradi česar je dovolj najti a ∈ Z∗p, tako da je a2 ≡ p − 1 (mod p).
Po Eulerjevem kriteriju je y ≡ x2 (mod p) za nek x ∈ Z∗p, če je y

p−1
2 ≡ 1 (mod p); če y ni tak

kvadrat, pa velja y
p−1
2 ≡ −1 (mod p). Če izračunamo to kongruenco za p− 1, dobimo

(p− 1)
p−1
2 ≡ (p− 1)2k ≡ (p2 − 2p+ 1)k ≡ 1 (mod p),
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kot smo želeli. Preveriti moramo le še, da je tudi −a ∈ H(p, 4):

(−a)2 ≡ (p− a)2 ≡ p2 − 2pa+ a2 ≡ p− 1 (mod p).

Čim je p ≡ 1 (mod 4) torej velja, da obstaja a2 = (−a)2 = p−1 in da jeH(p, 4) = {1, a,−a, p−1}.

Grafe G(2p, r) stopnje r iz [12] definiramo tako, da za množico vozlišč vzamemo dve dis-
junktni kopiji Zp; označimo ju z Z in Z ′. Grafi so stopnje r; za množico povezav vzamemo

{{x, y′} : x ∈ Z, y′ ∈ Z ′ in y − x ∈ H(p, r)}.

V družinah G(p, r, 2) [12] in G(3p, r) [124] so grafi stopnje 2r. Za grafe G(p, r, 2) kot prej za
množico vozlišč vzamemo dve disjunktni kopiji Zp, za množico povezav pa

{{x, y}, {x′, y}, {x, y′}, {x′, y′} : x, y ∈ Z, x′, y′ ∈ Z ′ in y − x ∈ H(p, r)}.

Grafe G(3p, r) definiramo tako, da za množico vozlišč vzamemo {xi : i ∈ Z3, x ∈ Zp}, za
množico povezav pa

{{xi, yi+1} : i ∈ Z3, x, y ∈ Zp in y − x ∈ H(p, r)}.

4.3 Delni povezavni grafi in Praeger-Xu digrafi

V tem razdelku na kratko povzamemo pojem delni povezavni graf, ki je bil prvič uporabljen v
[75] za analizo ločno G-tranzitivnih digrafov stopnje in polmera 2, in nadalje razvit v [99].

Za dani povezan digraf Γ in pozitivno število s je s-ti delni povezavni graf Pls(Γ) digraf,
ki ima za množico vozlišč natanko množico s-lokov As(Γ) in množico lokov As+1(Γ), funkciji
glava in rep pa sta definirani s praviloma

rep(x1, . . . , xs+1) = (x1, . . . , xs) in glava(x1, . . . , xs+1) = (x2, . . . , xs+1),

za vsak (s + 1)-lok (x1, . . . , xs+1) v Γ. Nadalje, naj bo Pl0(Γ) = Γ in pišimo Pl namesto Pl1.
Če je Γ digraf stopnje 2, je stopnje 2 tudi Pls(Γ) za vsak s ≥ 0. Naslednja formula (ki se v [99,
Lemma 3.2(i)] pojavi v kontekstu enostavnih grafov) nakaže alternativno, rekurzivno definicijo
operatorja Pls:

Pls(Γ) ∼= Pl(Pls−1(Γ)) (4.1)

Operator Pl lahko uporabimo za definicijo zelo pomembnega razreda digrafov, ki sta ga
najprej študirala Praeger in Xu [108] za enostavne grafe in Praeger [104] za enostavne digrafe.
Za števila n in s, n ≥ 1, s ≥ 0, naj bo
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−→
PX(n, s) =

{ −→
C

(2)
n če s = 0

Pl(
−→
PX(n, s− 1)) če s ≥ 1

(4.2)

Graf, izomorfen temeljnemu grafu nekega digrafa
−→
PX(n, s), bomo označili z PX(n, s) in mu

rekli PX graf. Če združimo 4.2 z enakostjo 4.1, dobimo naslednjo definicijo.

−→
PX(n, s) = Pls(

−→
C (2)
n ). (4.3)

(a) Graf PX(12, 1). (b) Graf PX(6, 2).

Grupa avtomorfizmov
−→
C

(2)
n deluje naravno kot grupa avtomorfizmov na vsakem od

−→
PX(n, s)

za s ≥ 1. Naslednja presenetljiva karakterizacija
−→
PX digrafov je bila dokazana v [104, Theorem

2.9] za enostavne digrafe. S pomočjo leme 4.1 lahko rezultat razširimo za potrebe ne-enostavnih
digrafov.

Lema 4.3. Naj bo Γ povezan, ločno G-tranzitiven digraf stopnje 2 in naj bo v ∈ V (Γ). Če G vsebuje
komutativno edinko N , tako da Nv 6= 1, je Γ izomorfen nekemu

−→
PX digrafu.

Sledeča lema je analogna rezultatu za neusmerjene grafe (glej [35, Lemma 3.1]) in naš dokaz
je od tam le rahlo prirejen.

Lema 4.4. Naj bo Γ povezan, ločno G-tranzitiven digraf stopnje 2 in naj bo N minimalna edinka v G.
Predpostavimo, da je N 2-grupa in da velja Γ/N ∼=

−→
C

(2)
n za nek n ≥ 1. Potem je Γ izomorfen nekemu

−→
PX digrafu.

Dokaz. Ker je N minimalna edinka v G in 2-grupa, je elementarno abelska. Naj bo K jedro
delovanja G na množici N -orbit na V (Γ); opazimo, da G/K deluje zvesto na V (Γ/N). Naj bo C
centralizator N v K. Tedaj velja N ≤ C ≤ K. Ker sta N in K edinki v G, je edinka v G tudi C.
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Nadalje, ker imata N in K iste orbite na V (Γ), ima take tudi C, odkoder sledi K = NKv in zato
C = NCv za poljubno vozlišče v.

Ker je kvocient Γ/N stopnje 2, iz leme 5.2 sledi, da je kvocientna projekcija Γ → Γ/N krovna
projekcija in da je N semiregularna (saj bi bila sicer stopnja kvocienta manjša kot stopnja Γ).
Zato velja N ∩Cv ≤ Nv = 1, in ker Cv centralizira N , velja tudi C = N ×Cv. Ker je kvocientna
projekcija Γ → Γ/N krovna projekcija, iz leme 5.1 sledi, da se Gv vloži v stabilizator vozlišč v
Aut(

−→
C

(2)
n ). Natančneje, Gv (in zato Cv) je elementarno abelska 2-grupa, odkoder sledi, da je C

komutativna edinka v G.

Pokažimo zdaj Cv 6= 1. Predpostavimo nasprotno, da je Cv = 1 in s tem C = NCv = N .
Spomnimo se, da velja K = NKv in N ∩Kv = 1. Ker sta N in Kv 2-grupi, je 2-grupa tudi K.
Zato je center Z(K) netrivialen. Po drugi strani iz Z(K) ≤ C in C = N sledi, da Z(K) ≤ N .
Ker je N minimalna edinka v G, iz tega naprej sledi, da je N = Z(K). Vendar potem K =

NKv = N ×Kv, zaradi česar je K elementarno abelska 2-grupa. Natančneje je N , ki je center
K, enak K. Spomnimo se, da G/K deluje zvesto na V (Γ/N). Po drugi strani je G/K enako G/N , ki
je očitno nezvesto na V (Γ/N). To protislovje pokaže, da je Cv 6= 1, zaradi česar je Γ

−→
PX digraf

po lemi 4.3, kot smo želeli dokazati.

Za konec zapišimo še lemo, ki jo bomo z dodatnimi podrobnostmi dokazali kot lemo 5.10
v razdelku 5.2.1, kjer bomo omenili še nekaj drugih lastnosti družine grafov PX, ki nam bodo
prišle prav.

Lema 4.5. Naj bosta n in s nenegativni celi števili, n ≥ 1, naj bo Λ =
−→
PX(n, s) in naj bo v vozlišče Λ.

Naj bo G grupa, ki deluje tranzitivno na lokih Λ in naj bo K = 〈Gu : u ∈ V (Λ)〉, t.j. grupa generirana
z vsemi stabilizatorji vozlišč v G. Potem je K edinka v G in velja, da je K elementarno abelska grupa
reda 2s|Gv|, kvocientni digraf Λ/K je izomorfen usmerjenemu ciklu dolžine n, G/K pa je ciklična grupa
reda n.

V literaturi se poddružino PX(n, 1) teh grafov pogosto označuje tudi z oznako oziroma
konstrukcijo z leksikografskim produktom, Cn[2K1].

4.4 Metacirkulanti

Rečemo, da je permutacija (m,n)-semiregularna, če ima m orbit dolžine n. Graf je (m,n)-
metacirkulant, če obstajata avtomorfizma ρ in σ v njegovi grupi avtomorfizmov, tako da je ρ
(m,n)-semiregularen in da σ normalizira ρ, oziroma, da je

σ−1ρσ = ρr za nek r ∈ Z∗n .

Nadalje zahtevamo za σ, da ciklično premutira orbite ρ tako, da σm pribije vsaj eno točko (in
s tem vsaj eno točko znotraj vsake orbite ρ). Graf je metacirkulant, če je (m,n)-metacirkulant
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za kaki števili m ≥ 1 in n ≥ 2. Ta definicija sovpada s prvotno definicijo metacirkulanta, ki
sta jo postavila Alspach in Parsons [2]; v literaturi pa se za metacirkulante pogosto uporablja
tudi splošnejša definicija, ki jo bomo opisali v nadaljevanju. Zaradi jasnosti bomo uporabljali
izraza, ki ju je vpeljal Šparl [112]: metacirkulant za definicijo v strožjem smislu in šibek meta-
cirkulant v splošnejšem smislu. Graf je šibek (m,n)-metacirkulant, če ima vse lastnosti (m,n)-
metacirkulanta brez dodatnega pogoja, da σm pribije vsaj eno točko grafa. Ti definiciji se raz-
likujeta, saj obstajajo šibki (m,n)-metacirkulanti, ki niso (m,n)-metacirkulanti (tak je recimo
Y(10, 100; 11, 90) [112]).

4.5 Družine Cayleyevih grafov

Družine Cayleyevih grafov bomo označevali s pisano črko C, tako da bomo v spodnji indeks
bomo zapisali obliko reda, zgornji indeks pa bomo uporabili razlikovanje med družinami.

4.5.1 Cayleyevi grafi reda 2p2

Po [133] obstajajo tri družine ločno tranzitivnih Cayleyevih grafov stopnje 4. Prva družina je
označena z X0

2p2 [133, Example 2.2], tu pa jo bomo označili z C1
2p2 . Naj bo h generator enolično

določene podgrupe reda 4 v Z∗2p2 . Grafe definiramo s predpisom

C1
2p2 = Cay(Z2p2 , {a, a−1, ah, ah

3}). (4.4)

Ta družina se pojavi tudi v [132], in sicer pod oznako CC0
2p2 .

Naj bo grupa G definirana kot G = 〈a〉× 〈b〉× 〈c〉 = Zp×Zp×Z2. Potem so Cayleyevi grafi
C2

2p2 dani s predpisom
C2

2p2 = Cay(G, {ca, ca−1, cb, cb−1}). (4.5)

Ti grafi so v [133, Example 2.4] označeni z X1
2p2 . Omenimo še, da grafi iz te družine niso ločno

regularni.

Zadnja družina je označena kot X2
2p2 [133, Example 2.7] in kot CG2p2 v [132]. Tu bomo

uporabili oznako C3
2p2 . Naj bo p ≡ 1 (mod 4), naj bosta ±ε elementa reda 4 v Z∗p in naj bo

GD2p2 = 〈a, b, c | ap = bp = c2 = 1, cac = a−1, cbc = b−1, ab = ba〉

posplošena diedrska grupa reda 2p2 in S = {cab, ca−1bε, cab−1, ca−1b−ε}. Tedaj so Cayleyevi
grafi C3

2p2 definirani s predpisom

C3
2p2 = Cay(GD2p2 , S). (4.6)
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4.5.2 Cayleyevi grafi reda 2pq

Ločno regularni Cayleyevi grafi stopnje 4 in reda 2pq za poljubni praštevili p in q so bili klasifi-
cirani v [132]. Za p = q obstajata dve družini, ki smo jih omenili v prejšnjem razdelku pri Cay-
leyevih grafih reda 2p2. Podobno obstajata dve družini za q = 2, v [132, Example 3.4] označeni
z CA0

4p in CA1
4p, tu pa bomo uporabljali oznaki C0

4p in C1
4p. Cayleyeve grafe Ci4p definiramo kot

Ci4p = Cay(G,Si), (4.7)

kjer je i ∈ {0, 1} in G = 〈a〉 × 〈b〉 = Z2p×Z2, ter Si = {a, a−1, aw
2−i
b, a−w

2−i
b}.

Ločno tranzitivni Cayleyevi grafi stopnje 4 in reda 2pq za ciklično grupo Z2pq, kjer sta p in q
lihi praštevili, so opisani v [132, Example 3.3]. V primeru, ko je p = q, dobimo ravno družino
grafov C1

2p2 . Naj bosta torej p in q različni praštevili in naj bo a generator grupe Z2pq. Ta grupa
ima enolično določeno neciklično grupo reda 4, ki ji recimo H1. Če sta p− 1 in q − 1 deljivi s 4,
ima Z2pq natanko dve ciklični podgrupi reda 4, ki vsebujeta −1, označimo ju s H2 in H3. Tedaj
definiramo Cayleyeve grafe Ci2pq za 1 ≤ i ≤ 3 kot

Ci2pq = Cay(Z2pq, a
Hi), (4.8)

v [132] pa so označeni s CCi2pq.

Ostaneta nam še dve družini Cayleyevih grafov diedrske grupe reda 2pq, ki sta v [132,
Example 3.5] označeni kot CDi2pq, i ∈ {0, 1}, mi pa bomo uporabili oznaki C4

2pq in CD1
2pq. Družini

definiramo s predpisoma
C4

2pq = Cay(D2pq, S0) in
C5

2pq = Cay(D2pq, S1),
(4.9)

kjer je D2pq = 〈a, b | apq = b2 = 1, bab = a−1〉 in kjer sta za i = 0 in i = 1 definirani množici
Si = {b, ab, asi+1b, as

2
i+si+1b}, pri čemer sta si generatorja podgrupe reda 4 v Z∗pq, tako da je

s2
0 + 1 ≡ 0 (mod p) in s0 + 1 ≡ 0 (mod q) kjer je p ≡ 1 (mod 4),

s2
1 + 1 ≡ 0 (mod q) in s1 + 1 ≡ 0 (mod p) kjer je q ≡ 1 (mod 4).

4.5.3 Cayleyevi grafi reda 4p2

Po [23] obstajajo tri družine ločno tranzitivnih Cayleyevih grafov reda 4p2 in stopnje 4. Prvo
družino označijo z A0

4p2 [23, Example 3.3], mi pa jo definiramo pod oznako C0
4p2 z naslednjim

predpisom.
C0

4p2 = Cay(G0
4p2 , {a, a

−1, awb, a−wb}, (4.10)

kjer je G0
4p2
∼= 〈a〉 × 〈b〉 ∼= Z2p2 ×Z2.

Naslednja družina, za grupo G1
4p2
∼= 〈a, b | a4p = bp = 1, ab = ba〉 ∼= Z4p×Zp, je opisana
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v [23, Example 3.4] iz označena kot A1
4p2 . Tu Cayleyeve grafe C1

4p2 definiramo kot

C1
4p2 = Cay(G1

4p2 , {ab, a
−1b, ab−1, a−1b−1}). (4.11)

Zadnja družina Cayleyevih grafov,A0
4p2 , je definirana v [23, Example 3.4], mi pa jo označimo

z C2
4p2 in definiramo s predpisom

C2
4p2 = Cay(G2

4p2 , {ab, a
−1bε, ab−1, a−1b−ε}), (4.12)

kjer je grupa G2
4p2 izomorfna 〈a, b | a4p = bp = 1, a−1ba = bε〉 ∼= Z4p×Zp za ε ∈ Zp.

4.5.4 Primitivni in biprimitivni afini grafi

Definicijo povzamemo po [55]. Naj boN ∼= Zm+1
p elementarno abelska grupa za neko praštevilo

p. Tedaj lahko N obravnavamo kot vektorski prostor nad GF (p). Naj bo AGL(m+ 1; p) grupa
vseh afinih transformacij N . Cayleyev graf grupe N je afin 2-ločno tranzitiven graf, če obstaja
grupa G, tako da je N � G ≤ AGL(m + 1; p). Če dodatno G deluje primitivno na vozliščih,
rečemo, da je graf primitiven afin glede na G in biprimitiven afin, če je graf dvodelen z deloma
∆1 in ∆2, tako da je G+ zvesta in primitivna na ∆i (kjer je G+ največja podgrupa G, ki ohranja
∆i kot množico). Ivanov in Praegerjeva sta klasificirala vse 2-ločno tranzitivne primitivne in
biprimitivne afine grafe v [50].

4.5.5 1/2-ločno tranzitivni Cayleyevi grafi

Naj bosta p in q praštevili in naj q deli p−1. Znano je, da obstaja enolična nekomutativna grupa
reda pq, t.j. Frobeniusova grupa. Naj bo grupa G direktni produkt Frobeniusove grupe reda pq
z grupo Z2, ki jo z generatorji zapišemo kot spodaj.

〈a, b, c | ap = bq = c2 = 1, b−1ab = ar, ac = ca, cb = bc〉,

kjer je r element reda q v Z∗p. V [30] so avtorji definirali Cayleyeve grafe Ck2pq

C1,k
2pq = Cay

(
G, {cbk, cb−k, cbka, (cbka)−1}

)
(4.13)

za vsak k ∈ Z∗q .

Naj bo G(p) grupa 〈a, b | ap2 = 1, bp = 1, b−1ab = a1+p〉. V [128] definirajo družino grafov
Γi(p), ki jo tu označimo s Cip3 , s spodnjim predpisom.

Cip3 = Cay(G(p), {bia, bia−1, (bia)−1, ab−i}) za 1 ≤ i ≤ p− 1

2
. (4.14)

Na p4 vozliščih je mogoče definirati dve družini 1/2-ločno tranzitivnih Cayleyevih grafov za
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naslednji grupi [31];

G1(p) = 〈a, b | ap3 = bp = 1, [a, b] = ap
2〉,

G2(p) = 〈a, b | ap2 = b2 = 1, b−1ab = ap+1〉.

Za 1 ≤ i ≤ p−1
2 spodaj definiramo še njuni pripadajoči družini grafov.

C1,i
p4

= Cay
(
G1(p), {a, a−1b, a−1, b−ia}

)
. (4.15)

C2,i
p4

= Cay
(
G2(p), {bi, abi, b−i, b−ia−1}

)
. (4.16)

V izvornem članku sta družini označeni kot Cay(G1(p), Si) in Cay(G2(p), Ti), 1 ≤ i ≤ p−1
2 .

Še zadnja družina 1/2-ločno tranzitivnih Cayleyevih grafov, ki jo potrebujemo, je bila opi-
sana v [59], kjer sta avtorja raziskovala 1/2-ločno tranzitivne metacirkulante, katerih red je po-
tenca praštevila. Naj bodo α, β, γ, k in i pozitivna števila tako, da velja γ < α ≤ β + γ in
1 ≤ i ≤ pβ − 1. Grupo Gα,β,γ in množico Sα,β,γ,k,i definiramo s spodnjima predpisoma.

Gα,β,γ = 〈a, b | apα = bp
β

= 1, b−1ab = a1+pγ 〉.

Sα,β,γ,k,i =
{
bia, biae, . . . , biae

k−1
, (bia)−1, (biae)−1, . . . , (biae

k−1
)−1
}

Tedaj definiramo:
Γα,β,γ,k,i = Cay(Gα,β,γ , Sα,β,γ,k,i). (4.17)

4.6 Družine grafov iz [35, Lemma 8.4, 8.7]

V [35] avtorja klasificirata večino ločno tranzitivnih grafov Γ, ki se pojavijo v primeru, ko ima
grupa avtomorfizmov grafa neko edinko N , ki ima vsaj 3 orbite na vozliščih, kvocient ΓN pa ni
stopnje 4 (v tem primeru je ΓN izomorfen nekemu ciklu).

V primeru, ko je red grafa 4p2, so družini opisali v [23] pod oznakama za družini N 0
4p2 in

N 1
4p2 , mi pa ju bomo označili z G0

4p2 in G1
4p2 , v tem vrstnem redu. Za obe družini vzamemo

množico vozlišč V = Z2
p×Z4 = {(x, y, z) | x, y ∈ Zp, z ∈ Z4}.

E(G0
4p2) = {(x, y, 0)(x± 1, y, 1), (x, y, 1)(x, y ± 1, 2),

(x, y, 2)(x∓ 1, y ± k, 3), (x, y, 3)(x∓ 3, y ± 1, 0) | x, y,∈ Zp}.
(4.18)

E(G1
4p2) = {(x, y, 0)(x± 1, y, 1), (x, y, 1)(x, y ± 1, 2),

(x, y, 2)(x± 1, y ± k, 3), (x, y, 3)(x± 3, y ∓ 1, 0) | x, y,∈ Zp}.
(4.19)
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4.7 Ostale družine in nekateri posamezni grafi

Grafi iz družineX(4, p) [32], ki jih bomo označili z G4p, so edini 1/2-ločno tranzitivni grafi takega
reda stopnje 4 in niso Cayleyevi. Definirani so z množico vozlišč {vji : i ∈ Z4, j ∈ Zp} in
množico povezav {

{vji , v
j+ri

i+1 }, {v
j
i , v

j−ri
i+1 } : i ∈ Z4, j ∈ Zp

}
. (4.20)

Družina grafovX3
2p3 [133], ki jo bomo označili z G3

2p3 , je definirana z množico vozlišč Z2×Z3
p,

tako da sta vozlišči (0, (x0, y0, z0)) in (1, (x1, y1, z1)) sosednji natanko tedaj, ko je

(x1, y1, z1)− (x0, y0, z0) ∈ {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (−1,−1,−1)} . (4.21)

Poleg Cayleyevih grafov se v klasifikaciji 1/2-ločno tranzitivnih grafov reda 2pq [30] pojavi
še družina grafov, ki niso Cayleyevi, kot jo bomo opisali zdaj. Naj bosta p in q praštevili, tako
da 4q deli p−1 in naj bo r element reda 4q v Z∗p. Naj boK = {liha števila k, tako da je 1 ≤ k ≤
q−1}. Definiramo grafeX(r;m,n) tako, da imajo množico vozlišč enako {uji | i ∈ Zm, j ∈ Zn},
množico povezav pa enako

E =
{
{uji , u

j±ri
i+1 } | i ∈ Zm, j ∈ Zn}

}
.

Tedaj je družina grafov NCrk2pq (pod našo oznako Grk2pq) enaka

Grk2pq = X(rk; 2q, p). (4.22)





5. poglavje

Metode

To poglavje je namenjeno pregledu nekaterih znanih dejstev o krovih in kvocientih ter iz-
meničnih ciklih. V prvem delu opišemo pojma kvocientov in krovov, pri čemer ju prilago-
dimo za digrafe, ki dopuščajo zanke in vzporedne loke. V drugem delu povzamemo teorijo iz-
meničnih ciklov in jo povežemo s kvocientnimi grafi, ko za grafe in njihove kvociente zapišemo
enakosti za velikost ekvivalenčnih razredov relacije AI in za polmere. Končno lahko z opisa-
nimi orodji dokažemo še lemo o nekaterih lastnostih digrafov

−→
PX iz 4.3.

5.1 Krovi in kvocienti

Krovi grafov in digrafov so naslednje orodje, ki ga bomo pogosto uporabljali — običajno so
definirani za neusmerjene grafe, a se da pojem naravno razširiti na usmerjene grafe. V tem
razdelku predstavimo nekaj osnovnih dejstev in rezultatov, za podrobnosti pa bralca napotimo
k [63, 68].

Naj bosta Γ in Λ digrafa. Morfizem iz Γ v Λ je funkcija

f : V (Γ) ∪A(Γ)→ V (Λ) ∪A(Λ),

ki ohranja množici V (Γ) in A(Γ), tako da za vsak x ∈ A(Γ) velja

f(rep(x)) = rep(f(x)) in f(glava(x)) = glava(f(x)).

Morfizem je epimorfizem ali izomorfizem, če je surjektiven ali bijektiven (v tem vrstnem redu). Av-
tomorfizem digrafa je natanko izomorfizem digrafa samega nase.

33
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Epimorfizem ℘ : Γ → Λ je krovna projekcija, če za vsako vozlišče v ∈ V (Γ) velja še, da sta
bijektivni njeni zožitvi na zunanjo in notranjo okolico vozlišča:

℘±v : Γ±(v)→ Λ±(℘(v)).

Zaradi enostavnosti bomo zahtevali, da sta Γ in Λ povezana digrafa. Praslika ℘−1(x) vozlišča
ali loka v Λ je vlakno krovne projekcije ℘, grupi vseh avtomorfizmov Γ, ki ohranja vsa vlakna
kot množice, pa rečemo grupa krovnih transformacij. Če je še tranzitivna na vsakem vlaknu,
rečemo, da je regularna.

Kvocienti enostavnih grafov po edinkah so bili predstavljeni v [103, 105] in so od tedaj
postali običajno orodje za študij simetričnih grafov. Avtorji včasih uporabljajo definicijo kvo-
cientnega grafa, pri kateri so vozlišča definirana kot množica orbit edinke grupe avtomorfiz-
mov, vozlišči V in W pa sta povezani natanko tedaj, ko v pripadajočih orbitah obstajata so-
sednji vozlišči v ∈ V in w ∈ W . Po tej definiciji je kvocientni graf vedno enostaven, čemur
se bomo želeli izogniti, zato bomo uporabili naslednjo definicijo. Naj bo Γ graf in naj bo
N ≤ Aut(Γ). Kot prej za množico vozlišč kvocientnega grafa vzamemo množico N -orbit na
vozliščih: VN = {vN : v ∈ V (Γ)}, množico povezav pa definiramo z množico N -orbit na
povezavah, EN = {xN : x ∈ E(Γ)}.

Za digrafe bomo uporabljali podobno definicijo kvocienta. Ker se bo to izkazalo za upo-
rabno v dokazih glavnih rezultatov, jo bomo prilagodili za digrafe, ki dopuščajo zanke in
vzporedne loke. Naj bo zdaj Γ digraf, N ≤ Aut(Γ) in naj bosta AN = {xN : x ∈ A(Γ)} ter
VN = {vN : v ∈ V (Γ)}množici N -orbit na lokih in vozliščih Γ. Nadalje definiramo funkciji rep

in glava.
repN : AN → VN ,

repN (xN ) = rep(x)N
in

glavaN : AN → VN ,

glavaN (xN ) = glava(x)N .

S tem smo definirali kvocientni digraf Γ/N = (VN , AN , glavaN , repN ), skupaj z naravnim
epimorfizmom ℘N : Γ → Γ/N , ki zadošča pogoju ℘N (x) = xN za vsak x ∈ A(Γ) ∪ V (Γ).
Temu epimorfizmu bomo rekli kvocientna projekcija po edinki N . Če je N P G ≤ Aut(Γ), obstaja
naravno, ne nujno zvesto, delovanje kvocientne grupe G/N na digrafu Γ/N . Če je ℘N krovna
projekcija, velja naslednje:

Lema 5.1. Naj bo Γ digraf, naj bo G ≤ Aut(Γ) in naj bo N edinka v G. Če je kvocientna projekcija
℘ : Γ → Γ/N krovna, je delovanje G/N na V (Γ/N) ∪ A(Γ/N) zvesto. Poleg tega sta stabilizatorja Gv in
(G/N)vN izomorfna za vsako vozlišče v ∈ V (Γ).

V tem primeru rečemo, da se grupa G/N dvigne vzdolž ℘. Natančneje, grupa H ≤ Aut(Γ/N)

se dvigne vzdolž ℘, če obstaja G ≤ Aut(Γ), ki vsebuje edinko N , tako da velja G/N = H .

Sledita dva zelo uporabna zadostna pogoja za to, da je neka kvocientna projekcija po edinki
regularna krovna projekcija. Grupi N avtomorfizmov Γ bomo rekli semiregularna, čim bo stabi-
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lizator Nv trivialen za vsako vozlišče v ∈ V (Γ).

Lema 5.2. Naj bo Γ povezan digraf, naj bo N ≤ Aut(Γ) in naj bo ℘ : Γ→ Γ/N pripadajoča kvocientna
projekcija. Potem so naslednje trditve ekvivalentne:

(a) N je semiregularna;

(b) notranja in zunanja stopnja vozlišč v in ℘(v) sta enaki za vsak v ∈ V (Γ);

(c) ℘ je regularna krovna projekcija.

5.2 Izmenični cikli, alter-eksponenti, radij in obseg

V tem razdelku predstavimo izredno uporabno orodje za študiranje digrafov, ki temelji na
orientaciji lokov in sprehodov v digrafu. Pojmi, ki jih bomo uporabljali, so bili najprej pred-
stavljeni v [81, 91] (posplošitev za grafe z neskončnimi redi je bila narejena v [67]). Vsa spodaj
navedena dejstva so bila dokazana v [81] in jih je moč brez sprememb posplošiti na digrafe z
zankami in vzporednimi loki.

Sprehod od vozlišča v0 do vozlišča vs dolžine s v digrafu Γ je zaporedje

(v0, x1, v1, . . . , vs−1, xs, vs)

lokov xi ∈ A(Γ) in vozlišč vi ∈ V (Γ), tako da je za vsak i ∈ {1, . . . , s} par (rep(xi), glava(xi))

enak bodisi (vi−1, vi) bodisi (vi, vi−1). V prvem primeru bomo rekli, da je xi pozitivno orientiran,
v drugem pa, da je negativno orientiran v sprehodu. Sprehod je usmerjen, če so vsi njegovi loki
pozitivno orientirani in izmeničen, če usmeritev lokov v njem alternira. Digraf Γ je (krepko) pove-
zan, če za vsak par vozlišč u, v ∈ Γ obstaja (usmerjen) sprehod od u do v. Vozliščno tranzitiven
digraf je krepko povezan natanko tedaj, ko je povezan (glej npr. [89, Lemma 2]). Sprehod je
zaprt, če se začne in konča v istem vozlišču.

Naj bo W = (v0, x1, v1, . . . , xn, vn) sprehod v digrafu Γ. Vsota s(W ) sprehoda W je razlika
med številom pozitivno orientiranih in številom negativno orientiranih lokov v W . Podobno
je k-ta delna vsota sk(W ) definirana kot vsota začetnega sprehoda (v0, x1, v1, . . . , vs−1, xk, vk)

dolžine k. Množica {sk(W ), 0 ≤ k ≤ n} je toleranca sprehoda W , vozlišči u in v pa sta alter-
ekvivalentni s toleranco I (pisano kot uAIv), če obstaja sprehod od u do v z vsoto 0 in toleranco,
ki je vsebovana v I.

Relacija AI je ekvivalenčna za vsak interval I, ki vsebuje 0, in je invariantna za vsak av-
tomorfizem digrafa Γ. Ekvivalenčni razred vozlišča v bomo označili z AI (v) in uporabljali
okrajšavo Ai(v) za A[0,i](v), če je i ≥ 0 oziroma A[i,0](v), če je i ≤ 0. Ker je Γ končen digraf,
obstaja nenegativno celo število e, tako da velja Ae = Ae+1 in (po indukciji) Ae = A∞. Naj-
manjšemu takemu številu rečemo alter-eksponent digrafa Γ in ga označimo z exp(Γ). Da se
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dokazati, da je exp(Γ) enak najmanjšemu nenegativnemu celemu številu i, za katerega velja
A−i = A−i−1 in A[−i,i] = A[−i−1,i+1]. Kadar bomo govorili o relacijah v različnih grafih, bomo
zaradi jasnosti uporabljali simbol AΓ

I namesto AI relacijo v digrafu Γ.

Številu ekvivalenčnih razredov relacijeA∞ rečemo obseg digrafa Γ in ga označimo s perim(Γ).
Če sta zunanja in notranja stopnja vsakega vozlišča pozitivni, lahko ekvivalenčne razrede Bi
relacije A∞ oštevilčimo z elementi Zp (za p = perim(Γ)) tako, da ima vsak lok v Γ rep v nekem
razredu Bi, glavo pa v Bi+1.

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

Slika 5.1: Zgled. Obseg digrafov
−→
PX(n, 3) je 8.

Še posebej nas bodo zanimale množice A1(v) in A−1(v), ki vsebujejo natanko tista vozlišča,
ki jih lahko dosežemo iz v z izmeničnimi sprehodi sode dolžine, ki se začnejo s pozitivno (pri
A−1(v) negativno) usmerjenim lokom. Presek A1(v) ∩ A−1(v) bomo označili z Att(v) in mu
rekli spoj (pri vozlišču v).

Odslej predpostavimo, da je Γ povezan, ločno G-tranzitiven digraf. Potem so množice
AI (v) in Att(v) bloki delovanja G na V (Γ), njihova velikost pa je odvisna le od I in ne tudi od
v. Tako lahko definiramo polmer Γ kot kardinalnost množice Att(v) za poljubno vozlišče v ∈ Γ,
označimo pa ga z rad(Γ). Ker velja

Att(v) ⊆ A1(v) ⊆ A2(v) ⊆ . . . ,

sledi, da Att(v) deli rad(Γ) in da |Ai(v)| deli |Ai+1(v)| za vsak i ≥ 1.

. . . . . .

2n− 2

2n− 1

0

1

2

Slika 5.2: Izmeničen cikel dolžine 2n.

Naj bo zdaj Γ ločno tranzitiven digraf stopnje 2. Potem rečemo izmeničen cikel vsakemu nje-
govemu podgrafu, induciranemu z zaprtim sprehodom vsote 0, ki prepotuje vsak lok Γ največ
enkrat. Izmenični cikli so bili vpeljani v [71] v kontekstu enostavnih 1

2 -ločno G-tranzitivnih
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digrafov stopne 2. Dolžina izmeničnega cikla je definirana kot dolžina pripadajočega zaprtega
sprehoda.

Vsak izmeničen cikel je enolično določen s katerimkoli od svojih lokov, zato množica iz-
meničnih ciklov da razbitje množice lokov v Γ. To razbitje ohranjajo vsi avtomorfizmi Γ, od
koder sledi, da so vsi izmenični cikli v Γ iste dolžine.

Do konca razdelka bomo dodatno, poleg 2-ločno tranzitivnosti Γ, privzeli tudi, da Γ ni
izomorfen kakemu

←→
C

(2)
n za lih n. Tedaj je izmeničen cikel res cikel v smislu, da prepotuje

vsako vozlišče digrafa kvečjemu enkrat in Γ vsebuje vsaj dva taka cikla.

Nadalje opazimo, da A1(v) vsebuje vsako drugo vozlišče izmeničnega cikla, ki se začne s
pozitivno orientiranim lokom z repom v v; podobno A−1(v) vsebuje vsako drugo vozlišče iz-
meničnega cikla, ki se začne z negativno orientiranim lokom z glavo v v. Natančneje, |A1(v)| =
|A−1(v)| in dolžina izmeničnega cikla je 2 · rad(Γ). Za dano vozlišče v obstajata natanko dva
izmenična cikla, ki se stikata v v, množica vozlišč, ki so vsebovana v obeh ciklih, pa je natanko
Att(v). Presek poljubnega para izmeničnih ciklov je torej prazen ali pa ima |Att(v)| vozlišč.

Predpostavimo, da ima Att(v) vsaj tri vozlišča in naj g ∈ Aut(Γ) pribije lok x ∈ A(Γ). Tedaj
g pribije vsa vozlišča izmeničnega cikla C, ki vsebuje x, s tem pa tudi vsaj tri vozlišča vsakega
izmeničnega cikla, ki ima neprazen presek s C. Zato pribije vsa vozlišča vsakega od teh ciklov,
od koder po povezanosti sledi, da g pribije vsa vozlišča vseh izmeničnih ciklov Γ. Velja torej,
da je g trivialen, s čimer smo dokazali naslednji lahek, a zelo uporaben rezultat.

Lema 5.3. Če je Γ povezan 2-ločno tranzitiven digraf stopnje 2, velja |Att(v)| ≤ 2.

V naslednji lemi si pripravimo še en uporaben rezultat, tokrat za digrafe z eksponentom 1.

Lema 5.4. Če je Γ povezan 2-ločno tranzitiven digraf stopnje 2 in je exp(Γ) = 1, velja Γ ∼=
−→
PX(m, 1)

za neko število m.

Dokaz. Če Γ ni enostaven, velja Γ ∼=
−→
C

(2)
n za nek n ≥ 2 po lemi 4.1, odkoder sledi exp(Γ) = 0;

protislovje. Zato je Γ enostaven in lahko uporabimo [99, Theorem 7.1] ter zaključimo, da velja
rad(Γ) = 2. Ker je exp(Γ) = 1, je lahko videti, da mora veljati tudi (|Att(v)|) = 2 in zato
Γ ∼=
−→
PX(m, 1) za nek m (glej npr. [71, Proposition 3.1]).

Preostanek razdelka o izmeničnih mrežah posvetimo povezavi med izmeničnimi relacijami
in krovnimi projekcijami.

Lema 5.5. Naj bo ℘ : Γ → Λ krovna projekcija, naj bo v vozlišče Γ in naj bo I interval celih števil, ki
vsebuje 0. Potem velja ℘

(
AΓ
I (v)

)
= AΛ

I (℘(v)).

Dokaz. Naj bo ũ ∈ ℘
(
AΓ
I (v)

)
. Potem obstaja u ∈ V (Γ), tako da je ℘(u) = ũ in ima sprehod
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(v, x1, v1, . . . , xn) v Γ vsoto 0 in toleranco vsebovano v I. Potem je projicirani sprehod

(℘(v), ℘(x1), ℘(v1), . . . , ℘(xn))

spet sprehod z vsoto 0 in toleranco vsebovano v I, odkoder sledi ũ ∈ AΛ
I (℘(v)).

Obratno, predpostavimo, da velja ũ ∈ AΛ
I (℘(v)). Potem obstaja sprehod

(℘(v), x̃1, ṽ1, . . . , x̃n, ũ)

z vsoto 0 in toleranco vsebovano v I. Ker je ℘ lokalno bijekcija, lahko konstruiramo dvig
(v, x1, v1, . . . , xn, u), tako da je ℘(xi) = x̃i, ℘(vi) = ṽi in ℘(u) = ũ. Ta dvig bo imel spet vsoto 0 in
toleranco vsebovano v I, zaradi česar mora biti u vsebovan v AΓ

I (v) in torej ũ ∈ ℘
(
AΓ
I (v)

)
.

Lema 5.6. Naj bo ΓG-vozliščno tranzitiven digraf, naj boN semiregularna edinka vG, naj bo Λ = Γ/N

in naj bo ℘ : Γ→ Λ pripadajoča krovna projekcija. Nadalje naj bo v vozlišče Γ in I interval celih števil,
ki vsebuje 0. Potem

∣∣AΓ
I (v)

∣∣ deli |N |
∣∣AΛ
I (℘(v))

∣∣.
Dokaz. V luči leme 5.5 vidimo, da velja

AΓ
I (v) ⊆ ℘−1

(
℘
(
AΓ
I (v)

))
= ℘−1

(
AΛ
I (℘)

)
.

Ker je AΛ
I (℘(v)) blok delovanja G/N na Λ, sledi, da je ℘−1

(
AΛ
I (℘(v))

)
blok delovanja G na Γ.

Ker je tudi AΓ
I (v) blok G, velja, da

∣∣AΓ
I (v)

∣∣ deli
∣∣℘−1

(
AΛ
I (℘(v))

)∣∣. Ker pa je praslika vozlišča v
Λ vzdolž ℘ N -orbita v Γ, sledi, da je slednje enako |N | ·

∣∣AΛ
I (℘(v))

∣∣.
Lema 5.7. Naj bo Γ povezan, 2-ločno G-tranzitiven digraf stopnje 2 in naj bo N edinka v G. Če je N
lihega, praštevilskega reda, velja rad(Γ/N) = rad(Γ).

Dokaz. Naj bo q red N , naj bo Λ = Γ/N in naj bo ℘ : Γ → Λ pripadajoča krovna projekcija.
Predpostavimo, da zaključek leme ne velja, t.j. da rad(Γ/N) 6= rad(Γ).

Ker je Gv 2-grupa in je N lihega reda, N deluje semiregularno na V (Γ). Po lemi 5.2 je ℘
regularna krovna projekcija. Izberimo vozlišče v v Γ in ε ∈ {−1, 1} ter opazujmo množico
T = AΓ

ε (v). Jasno je |T | = rad(Γ). Po lemi 5.5 je ℘(T ) = AΛ
ε (℘(v)). Ker je velikost slednjega

enaka rad(Λ), velja po začetni predpostavki |℘(T )| 6= |T |, odkoder sledi, da T vsebuje vsaj dva
elementa orbite vT . Ker sta tako T kot vN bloka delovanja G na V (Γ), je blok tudi njun presek.
Ker pa je vN praštevilske velikosti, sledi, da je vN = vN ∩ T in zato vN ⊆ T . Ker to velja za
vsako izbiro ε, sledi

vN ⊆ AΛ
1 (℘(v)) ∩AΛ

−1 (℘(v)) = Att(v).

Končno nas do protislovja pripelje lema 5.3, po kateri sledi, da Γ ni 2-ločno tranzitiven digraf.
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5.2.1 O izmeničnih ciklih, operatorju Pl in družini grafov PX

Spodnja lema sledi iz [99, Lemma 3.1(iv), 3.2(ii)] v kontekstu enostavnih digrafov. Dokaz ostane
nespremenjen tudi za ne-enostavne digrafe.

Lema 5.8. Če je Γ vozliščno tranzitiven digraf, potem je exp(Pl(Γ)) = exp(Γ) + 1.

Spodnji rezultat se je najprej pojavil v [99, Lemma 5.1] v kontekstu enostavnih digrafov in
se da razširiti na splošne digrafe s pomočjo leme 4.1.

Lema 5.9. Če je Γ 2-ločno G-tranzitiven digraf, tako da je rad(Γ) = 2, potem velja Γ ∼= Pl(Λ), kjer je
Λ 3-ločno G-tranzitiven digraf stopnje 2 in pol manjšega reda od Γ.

Za konec poglavja zapišemo in dokažemo še lemo, ki smo jo obljubili že v razdelku 4.3 pri
lemi 4.5.

Lema 5.10. Naj bosta n in s nenegativni celi števili, n ≥ 1, naj bo Λ =
−→
PX(n, s) in naj bo v vozlišče

Λ. Potem je

(i) exp(Λ) = s,

(ii) |AΛ
∞ (v) | = 2s in

(iii) perim(Λ) = n.

Naj bo G grupa, ki deluje tranzitivno na lokih Λ in naj bo K = 〈Gu : u ∈ V (Λ)〉, t.j. grupa generirana
z vsemi stabilizatorji vozlišč v G. Potem je K jedro delovanja G na razbitju {AΛ

∞(u) : u ∈ V (Λ)} in
vK = AΛ

∞ (v); natančneje, K je edinka v G. Nadalje velja, da je K elementarno abelska grupa reda
2s|Gv|, kvocientni digraf Λ/K je izomorfen usmerjenemu ciklu dolžine n, kvocient G/K pa je ciklična
grupa reda n.

Dokaz. Najprej opazimo, da je exp(
−→
PX(n, 0)) = exp(

−→
C

(2)
n ) = 0. Po drugi strani po enačbi 4.2

velja Λ = Pl(
−→
PX(n, s− 1)) in zato po indukciji in lemi 5.8 exp(Λ) = s, kot smo želeli dokazati.

Nadalje po enačbi 4.3 vozlišče digrafa Λ ustreza s-loku v
−→
C

(2)
n . Spomnimo se, da je V (

−→
C

(2)
n ) =

Zn in da torej obstaja lok od i do j natanko tedaj, ko je j− i = 1. Če je v s-lok v
−→
C

(2)
n , ki se začne

v vozlišču i, in če je W sprehod v Λ z vsoto k, ki se začne v v, sledi, da je drugo krajišče W spet
s-lok v

−→
C

(2)
n , ki se začne v i+ k. Natančneje je vsak element AΛ

∞ (v) eden od 2s s-lokov v
−→
C

(2)
n ,

ki se začnejo v i. Naj bosta zdaj w in u poljubna s-loka v
−→
C

(2)
n , ki se začneta v i in i + s. Tedaj

obstaja usmerjen sprehod dolžine s od v do u v Λ. Odtod sledi, da je AΛ
∞ (v) natanko množica

vseh s-lokov
−→
C

(2)
n , ki se začnejo v i, |AΛ

∞| = 2s, kot smo želeli dokazati. Sedaj lahko izračunamo

perim(Λ) =
|V (Λ)|
|AΛ
∞ (v) |

=
2sn

2s
= n.
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Enakost vK = AΛ
∞ (v) sledi neposredno iz [99, Lemma 4.1, Corollary 4.2]. Natančneje, K ohra-

nja vsak razredAΛ
∞ (u), u ∈ Λ kot množico, odkoder sledi, da jeK vsebovan v jedru (recimo mu

M ) delovanja G na razbitju {AΛ
∞ (u) : u ∈ V (Λ)}. Več, velja vK = vM , in ker je Kv = Gv = Mv,

sledi, da je K = M . Kot smo želeli dokazati, torej velja tudi

|K| = |vK ||Kv| = 2s|Gv|.

Dejstvo, da je Λ/K izomorfen usmerjenemu ciklu dolžine perim(Λ) in dejstvo, da je G/K

ciklična grupa reda perim(Λ) sta neposredni posledici bodisi [81, Propositions 3.2 in 3.5] bodisi
[104, Proposition 2.1].

Da končno dokažemo, da jeK elementarno abelska, se ponovno spomnimo, da je vozlišče v
Λ s-lok v

−→
C

(2)
n in da je torej stabilizator vozlišča v Aut(Λ) enak stabilizatorju s-loka v Aut(

−→
C

(2)
n ).

Vsak stabilizator s-loka v Aut(
−→
C

(2)
n ) je vsebovan tudi v jedru delovanja Aut(

−→
C

(2)
n ) na V (

−→
C

(2)
n ),

ki je elementarno abelska grupa reda 2s. Ker je K generirana s stabilizatorji vozlišč Gu, u ∈
V (Λ), in torej s stabilizatorji s-lokov v

−→
C

(2)
n v G, sledi, da je tudi K elementarno abelska.



6. poglavje

Ločno tranzitivni grafi stopnje 4 reda dva-
kratnik dveh praštevil

V tem poglavju bomo dokazali naslednji izrek, ki smo ga napovedali že v uvodu.

Izrek 6.1. Naj bo Γ ločno tranzitiven graf stopnje 4 reda 2pq, kjer sta p in q različni lihi praštevili.
Potem velja ena od naslednjih trditev:

(a) Γ je ločno regularen in se pojavi v [132];

(b) Γ je izomorfen grafu PX(pq, 1);

(c) Γ dopušča ločno tranzitivno polenostavno grupo in je izomorfen enemu od grafov v tabeli 6.1;

(d) Γ je D(F14) na 42 vozliščih, X 182
4 ali X 506

6 .

6.1 Opisi grafov iz tabel

Alternativni opis v tabelah 6.1 in 6.2 prihaja iz [127]. Grafi v tabeli 6.2 so reda pq in jih upora-
bimo v dokazu glavnega izreka v primeru, ko je graf reda 2pq krov nad grafom reda pq. Graf
Y(5, 22; 5, 11) iz tabele 6.1 pripada družini grafov Y(m,n; r, t), ki so bili opisani v [80]. V obeh
tabelah oznaka F10 predstavlja Petersenov graf, v tabeli 6.1 je Coxeterjev graf označen s F28,
v tabeli 6.2 pa je F14 Heawoodov graf (glej [33]). Grafa X 91

2 in X 91
3 v tabeli 6.2 sta ravno oba

možna ločno tranzitivna odsekovna grafa delovanja PSL(2, 13) glede na podgrupo A4. Delo-
vanje PSL(2, 13) glede na podgrupo, izomorfno A4, je primitivno reda 91 in ima le en konjugi-
ranostni razred podgrup, ki so izomorfne A4. Graf X 182

5 je ravno cdc(X 91
3 ). Podobno so grafi

41
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X 506
3 , X 506

4 in X 506
5 v tabeli 6.1 2-ločno tranzitivni odsekovni grafi delovanja grupe PSL(2, 23)

glede na podgrupo A4. Končno je T2162 graf na 2162 vozliščih (in torej prevelik, da bi že bil
vključen v katerem od katalogov), ki dopušča 2-ločno tranzitivno delovanje grupe PSL(2, 47).
S programskim paketom Magma [9] je mogoče preveriti, da je to tudi edini graf, ki ga porodi
to delovanje, saj se konjugiranostna razreda podgrup, izomorfnih A4, združita s konjugacijo v
PGL(2, 47), zato je vseeno, katero kopijo A4 v PSL(2, 47) izberemo za konstrukcijo odsekov-
nega grafa. Vsi grafi stopnje 4, ki dopuščajo ločno tranzitivno delovanje dvodimenzionalne
projektivne specialne linearne grupe, vključno z omenjenimi, so bili opisani v [45, Proposition
5.1].

6.2 Grafi stopnje 4, ki dopuščajo ločno tranzitivna delovanja pol-
enostavnih grup

Naj bosta zdaj p in q različni lihi praštevili, naj bo ε ∈ {0, 1} in naj bo Γ ločno G-tranzitiven graf
stopnje 4 reda 2εpq. Če je Γ 2-ločno G-tranzitiven, potem red stabilizatorja Gv deli 2436 [126]
oziroma je po [92] reda 2α3β , kjer je

(α, β) ∈ {(2, 1), (3, 1), (2, 2), (3, 2), (4, 2), (4, 3), (4, 6)}.

Torej mora veljati naslednji pogoj za red G:

|G| = 2α+ε · 3β · p · q, (6.1)

Če Γ ni 2-ločno G-tranzitiven, potem je inducirano delovanje GΓ(v)

v izomorfno C4, C2
2 ali

D4. V tem primeru iz povezanosti Γ sledi, da je stabilizator vozlišča Gv 2-grupa in da torej red
grupe G zadostuje pogoju

|G| = 2γ+ε · p · q, (6.2)

kjer je γ ≤ 2. Naslednji izrek opisuje ločno tranzitivne grafe reda 2εpq za ε ∈ {0, 1}, ki
dopuščajo ločno tranzitivno delovanje polenostavne grupe.

Izrek 6.2. Naj bosta p in q različni lihi praštevili, naj bo ε ∈ {0, 1} in naj bo Γ ločno G-tranzitiven
graf stopnje 4 reda 2εpq. Če Γ dopušča ločno tranzitivno delovanje polenostavne grupe G, potem ima G
enolično določeno minimalno edinko T , ki je enostavna. Poleg tega se G vloži v Aut(T ). Še več, Γ je
izomorfen enemu izmed grafov v tabeli 6.1, če je ε = 1, ali tabeli 6.2, če je ε = 0. Velja, da je bodisi T
izomorfna A5 ali PSL(2, 7) bodisi je Γ 2-ločno G-tranzitiven.

Dokaz. Po [18, Theorem 4.3A (iii)] sledi, da je vsaka minimalna edinka v G izomorfna T k za
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Tabela 6.1: Grafi reda 2pq, ki dopušča polenostavno grupo G

Γ |V (Γ)| GΓ(v)

v G Opis

X 30
2 2 · 3 · 5 C4 S5 D(F10)

X 30
3 L(cdc(F10))

X 30
4 C2

2 S5 cdc(L(F10))

X 30
5

X 42
3 2 · 3 · 7 C4 PSL(2, 7) L(F28)

D4 PGL(2, 7)

X 42
5 2 · 3 · 7 D4 PGL(2, 7)

X 70
4 2 · 5 · 7 S4 S7 cdc(O(4))

X 110
4 2 · 5 · 11 A4 PGL(2, 11) Y(5, 22; 5, 11)

X 182
5 2 · 7 · 13 A4 PGL(2, 13)

X 506
3 2 · 11 · 23 A4 PSL(2, 23)

X 506
4

X 506
5

T2162 2 · 23 · 47 S4 PSL(2, 47)

neko nekomutativno enostavno grupo T . Če je k > 1, potem iz pogojev 6.1 in 6.2 sledi, da je T
{2, 3}-grupa in torej rešljiva po dobro znanem Burnsideovem izreku. Iz tega protislovja sledi
k = 1 in torej, da je vsaka minimalna edinka v G nekomutativna enostavna grupa.

1. Korak: G ima natanko eno minimalno edinko. Predpostavimo, da ima G dve neizo-
morfni minimalni edinki, ki sta obe nekomutativni in enostavni, recimo jima M in N . V tem
primeru velja 〈M,N〉 ∼= M × N in zato je red G deljiv s produktom redov M in N . Če pq
deli red ene od teh edink, je druga v luči pogojev 6.1 in 6.2 {2, 3}-grupa in torej rešljiva. Ker
je to protislovje, lahko predpostavimo, brez škode za splošnost, da je M {2, 3, q}-grupa in N

{2, 3, p}-grupa. Vse grupe te oblike smo že zapisali v tabeli 3.1. Edina dva kartezična pro-
dukta parov omenjenih grup, katerih reda delita 2536pq, sta A5×PSL(2, 7) in A5×PSL(2, 8). V
obeh primerih je {p, q} = {5, 7}, zato lahko v spletnem katalogu ločno tranzitivnih grafov [98]
preverimo, da nobena grupa avtomorfizmov grafov reda 35 ali 70 nima podgrupe, ki bi bila
izomorfna kateremu od teh produktov.

Ravnokar dokazano protislovje pokaže, da ima G enolično določeno nekomutativno eno-
stavno edinko T . Centralizator CG(T ) je edinka v G in torej vsebuje minimalno edinko G, ki
pa je po prejšnjem enolično določena — recimo ji T . Ker pa T ni komutativna, mora biti presek
CG(T ) s T trivialen in torej CG(T ) = {1}. Torej je delovanje grupe G na T s konjugiranjem
zvesto in lahko G vložimo v Aut(T ), kot smo želeli pokazati.

Primer I: T ima tri praštevilske delitelje. Opazujmo torej pare grafov Γ in grup G, kjer je Γ
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ločno G-tranzitiven in kjer ima red edine minimalne edinke v G, recimo ji T , samo tri različne
praštevilske delitelje (glej 3.1). ČeG zadostuje pogoju 6.2, potem mora biti bodisi T ∼= A5 bodisi
T ∼= PSL(2, 7). V tem primeru je max{p, q} ≤ 7 in je torej red Γ kvečjemu 70. Tedaj je vsebovan
v spletnem katalogu [98]. Po drugi strani, če G zadostuje pogoju 6.1, je T izomorfna eni od
grup

A6,PSL(2, 8),PSL(2, 17),PSL(3, 3) ali PSU(3, 3). (6.3)

V tem primeru je red Γ kvečjemu 102, graf Γ pa je vsebovan v katalogu [92] (glej tudi [97,
95]).

Primer II: T ima štiri praštevilske delitelje. Iz tabele enostavnih grup [37, Table 2.4., p. 135-
136] lahko razberemo možne kandidate za T , tako da G zadostuje pogoju 6.1. V nadaljevanju
bomo uporabljali oznake za grupe iz [37, Table 2.4.]. Naj bo r praštevilo. Red grup T ∼= G2(rk)

je deljiv z r6, kar je v nasprotju s pogojem 6.1 razen če r = 3; v tem primeru je red deljiv z
26. Podobno so redi grup T ∼=2 B2(22m+1) deljivi z 26. Edina alternirajoča grupa An, n ≥ 5,
katere red deli 2536pq in ima štiri različne prafaktorje, jeA7, medtem ko jeM11 edina sporadična
grupa, katere red deli 2536pq. Redi grup, ki pripadajo drugim družinam (z izjemo grup PSL)
so deljivi s sedmo potenco nekega praštevila.

Preostane nam torej še, da si ogledamo primer T ∼= PSL(n, rk) za praštevilo r, tako da
ima red T natanko štiri različne prafaktorje. Opazimo, da potem r

kn(n−1)
2 deli red T . Lahko

je preveriti, da če n ≥ 3 ali T ∼= PSL(2, 3k), potem ima bodisi red T kvečjemu 3 različne
prafaktorje bodisi je red T prevelik, da bi G zadoščala pogoju 6.1. Možne kandidate za T smo
torej omejili na PSL(2, rk) za r 6= 3. Ker je Γ 2-ločno G-tranzitiven graf in T ≤ G ≤ Aut(T ),
velja po [45, Theorem 1.1], da je r lih in torej vsaj 5. Ker red Γ ni deljiv s kvadratom kakega
praštevila in ker velja

|T | = 1

2
(rk − 1)rk(rk + 1),

sledi, da je k = 1 in po istem izreku, da je bodisi Gv ∼= S4 in r ≡ ±1 (mod 8) bodisi Gv ∼= A4.
Brez škode za splošnost lahko privzamemo, da je T ∼= PSL(2, q) in da je bodisi T = G bodisi
G = PGL(2, q). Zdaj opazimo, da je eno izmed števil q − 1 in q + 1 deljivo z 2p, drugo pa je
oblike 2k3l za k ≤ 4 in l ≤ 6, kar nam da končno mnogo možnosti za q, ki jih preverimo s
pomočjo Magme. Po deljenju reda G z 12 ali 24 mora biti rezultat oblike 2εpq, ε ∈ {0, 1}, kar
nam da kandidate 11, 13, 23 in 47. Po primerjavi s katalogom ugotovimo, da ni nobenega grafa
reda pq, ki bi dopuščal ločno tranzitivno delovanje grupe PSL(2, 47).

2. Korak. Privzemimo zdaj, da Γ dopušča 2-ločno tranzitivno delovanje G, kjer je T ≤ G ≤
Aut(T ), T pa je izomorfna eni od grup s tremi prafaktorji iz 6.3, alternirajoči grupi A7, Mathi-
eujevi grupi M11 ali eni od projektivnih linearnih grup PSL(2, 11), PSL(2, 13), PSL(2, 23) ali
PSL(2, 47). V vseh primerih razen PSL(2, 47) ima Γ manj kot 512 vozlišč in je torej vsebovan v
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Tabela 6.2: Grafi reda pq, ki dopuščajo polenostavno grupo G

Γ |V (Γ)| GΓ(v)

v G Konstrukcija

X 15
1 3 · 5 C2

2 A5 L(F10)

D4 S5

X 21
1 3 · 7 D4 PGL(2, 7) L(F14))

X 35
2 5 · 7 S4 A7 O(4)

S4 S7

X 55
2 5 · 11 A4 PSL(2, 11) Y(5, 11; 2, 0)

S4 PGL(2, 11)

X 91
2 7 · 13 A4 PSL(2, 13)

X 91
3 7 · 13 A4 PSL(2, 13)

S4 PGL(2, 13)

X 253
2 11 · 23 S4 PSL(2, 23)

katalogu [92]. V primeru, ko je T ∼= PSL(2, 47), lahko Γ generiramo z znanimi algoritmi z Ma-
gmo. Spomnimo še, da če Γ dopušča delovanje G, T ≤ G ≤ Aut(T ), ki ni 2-ločno tranzitivno,
ima red G kvečjemu tri različne prafaktorje in torej velja, da je T ∼= A5 ali T ∼= PSL(2, 7). Še
več, kot smo že opazili, je Γ vsebovan v spletnem katalogu ločno tranzitivnih grafov [98]. Na
tej točki lahko dobimo vse grafe te oblike in jih zapišemo v tabelo 6.1, pri čemer upoštevamo še
odsekovni graf T2162.

6.3 Dokaz glavnega rezultata

Lema 6.3. Naj bo Γ graf stopnje 4 reda 2εpq, kjer sta p in q različni lihi praštevili, in naj bo Γ ločno
G-tranzitiven. Naj bo N netrivialna, minimalna abelska edinka v G reda nk za neko pozitivno število
k. Končno naj bo K jedro delovanja G na N -orbitah. Če je ΓN izomorfen ciklu, potem velja ena od
naslednjih trditev:

(1) n = 2, CK(N) 6= 1 in Γ je izomorfen PX(pq, 1);

(2) n je liho, Nv je trivialen in Γ je ločno G-regularen.

Dokaz. Ker jeN abelska, je vsebovana vCK(N). Prvi del leme sledi neposredno iz [35, Theorem
1.1 (a)], medtem ko iz drugega dela istega izreka sledi, da N deluje semiregularno čim je n lih.
Orbite elementarno abelske grupe N so velikosti ns za neko pozitivno število s. Ker red Γ ni
deljiv s kvadratom nobenega praštevila, sledi, da je s = 1. Spet po [35, Theorem 1.1 (b)] red Kv

deli 2s = 2. Zdaj upoštevamo, da je G/K ∼= Dr, pri čemer je r število orbit N , in da je indeks
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Kv v Gv enak 2. Zdaj iz ločno G-tranzitivnosti grafa Γ sledi, da je red Gv enak 4 in da je torej Γ

ločno G-regularen.

Lema 6.4. Naj bo Γ ločno G-tranzitiven graf in naj bo stabilizator vozlišča abelski. Potem je Γ ločno
G-regularen.

Dokaz. Naj bo v neko vozlišče v Γ. Najprej opazimo, da iz komutativnosti Gv sledi komu-
tativnost GΓ(v)

v , ki deluje tranzitivno na Γ(v). Natančneje, GΓ(v)

v deluje regularno na Γ(v). Iz
povezanosti Γ sledi GΓ(v)

v
∼= Guv in torej, da je Γ ločno G-regularen.

Lema 6.5. Naj bo Γ ločno G-tranzitiven graf stopnje 4 reda pq ter p in q različni lihi praštevili. Tedaj
je bodisi Γ eden od grafov iz tabele 6.2 bodisi je Γ ločno G-regularen.

Dokaz. Če je G polenostavna, sledi iz 6.2, da je Γ izomorfen enemu od grafov v tabeli 6.2.
Predpostavimo torej lahko, da ima G elementarno abelsko minimalno edinko, recimo ji M .
Orbita vM vozlišča v je blok neprimitivnosti zaG in je torej dolžine p, q ali pq; natančneje, p ali q
deli red M . Brez škode za splošnost privzamemo, da q deli |M |. Ker je M elementarno abelska,
sledi iz q = 3, da M ∼= Zk3 . Po izreku [82, Theorem 1.2] ne obstaja graf stopnje 4 reda 3p in torej
lahko predpostavimo, da M ∼= Zq. Sledi, da je M semiregularna na V (Γ) z orbitami velikosti q
in kvocientnim grafom ΓM reda p. Opazimo, da je v tem primeru Γ elementarno abelski krov
ΓM (glej [63, 66] za splošno teorijo). Za dokaz ločno G-regularnosti Γ je dovolj pokazati, da je
Γ/M ločno G/M-regularen graf.

Če je ΓM izomorfen ciklu dolžine p, sledi po lemi 6.3 (2), da je Γ ločno G-regularen. Pred-
postavimo zdaj, da je kvocient stopnje 4. Po Burnsideovem rezultatu za grupe praštevilskega
reda [18, Corollary 3.5B] velja, da je bodisi G/M 2-ločno tranzitivna na V (ΓM ) bodise je izo-
morfna podgrupi afine grupe ZpoZp−1. V slednjem primeru je stabilizator vozlišča v G/M

cikličen, zaradi česar je ΓM ločno G/M-regularen po 6.4. Ker je Γ → ΓM krovna projekcija,
sledi, da je Γ ločno G-regularen. Preostane nam primer, ko G/M deluje 2-ločno tranzitivno na
V (ΓM ). Potem je ΓM ∼= K5 in Γ je cikličen ločno tranzitiven krov nad K5. Ti so bili klasificirani
v [52, Theorem 3.1], od koder sledi, da je G/M ∼= Z5 oZ4. Odtod G/M in zato G delujeta ločno
regularno, kot smo videli že prej.

Končno smo pripravili teren za dokaz izreka. Naj bo Γ ločno G-tranzitiven graf, kjer je Γ

reda 2pq, kjer sta p in q različni lihi praštevili. Dokazali bomo, da je bodisi Γ ločno G-regularen
in se pojavi v [132] bodisi je graf Γ izomorfen PX(pq, 1), enemu od grafov iz tabele 6.1 ali enemu
od grafov D(F14), X 182

5 ter X 506
6 .

Dokaz. Če je Γ ločno G-regularen, velja 6.1 (a). Če je G polenostavna, sledi, da velja primer (c)
iz izreka 6.2. Za preostanek dokaza bomo privzeli, da Γ ni ločno G-regularen in da ima G
elementarno abelsko minimalno edinko, ki ji bomo rekli N . Če N ni semiregularna, je stopnja
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ΓN pravi delitelj števila 4 in primer (b) sledi iz leme 6.3, saj stopnja 1 ni možna, čim je red ΓN

večji od 2. Dodatno lahko torej privzamemo še, da je N semiregularna in da je torej red Γ ni
deljiv s kvadratom kakega praštevila in da je N ciklična praštevilskega reda.

1. Korak: opravimo z lažjima primeroma, ko je |N | = 2 in ko je red N lih ter C = CG(N).
Najprej predpostavimo, da je red N sod in torej enak 2. Če je ΓN cikel, potem po lemi 6.3 velja
Γ ∼= PX(pq, 1) in s tem primer (b) glavnega izreka. Če je ΓN stopnje 4 in reda pq, potem je Γ

2-krov ΓN . Po lemi 6.5 je ΓN bodisi ločno G/N-regularen bodisi eden od grafov v tabeli 6.2. V
prvem primeru je Γ ločnoG-regularen, v drugem pa velja |V (Γ)| ≤ 506 in torej lahko Γ najdemo
v katalogu [92]; z Magmo je mogoče preveriti, da v tem primeru drži bodisi primer (c) bodisi
primer (d).

Naj bo zdaj red N liho praštevilo; brez škode za splošnost lahko privzamemo N ∼= Zq.
Tedaj je Γ Zq-krov nad ΓN , kvocientna preslikava pa je krovna projekcija. Predpostavimo, da
je C = CG(N). Ker je N komutativna, je vsebovana v C. Če je N = C, potem Gv deluje zvesto
s konjugiranjem na N in se torej vloži v Aut(N). Torej je Gv komutativen in zato po lemi 6.4
sledi, da je Γ ločno G-regularen in drži primer 6.1 (a).

2. Korak: redN je lih inN je prava podgrupaC. Spomnimo, da redG zadostuje pogoju 6.1
ali 6.2. Če si |C : N | in |N | nista tuji števili, mora veljati q = 3, N ∼= Z3 in 3 | Gv. Še več, Γ je 2-
ločno G-tranzitiven graf in ΓN je reda 2p. Po [82, Theorem 1.2] je kvocientni graf ΓN izomorfen
K5,5 − 5K2, neincidenčnemu grafu PG(2, 2) ali incidenčnemu grafu PG(2, 3). Natančneje, red
ΓN je kvečjemu 26 in ker je Γ 3-krov nad ΓN , je red Γ kvečjemu 78. Od treh možnih redov (30,
42 in 78) se samo en pojavi v katalogu [98] — to je D(F14) v primeru (d) glavnega izreka.

Predpostavimo zdaj, da sta si |C : N | in |N | tuji števili. Po Schur-Zassenhausovem izreku
obstaja podgrupa H v C, ki je izomorfna C/N , tako da velja C = N × H . Ker je H množica
vseh elementov v C reda tujega redu N , je karakteristična v C in torej edinka v G. Ker je |H|
tuj q, je H {2, 3, p}-grupa. Ker je edinka, velikost vseh njenih orbit deli 2pq. Odtod velja, da je
indeks Hv v H enak 2, p ali 2p in da ima H vsaj q orbit. Dokazati želimo, da je H rešljiva, za kar
zadostuje pokazati, da 3 deli red H . Če je tako, je Hv tranzitiven na Γ(v) (in je torej H lokalno
tranzitivna), zaradi česar imaH največ dve orbiti. Opazili smo že, da imaH največ q orbit, zato
lahko zaključimo, da red Hv ni deljiv s 3. Torej mora 3 deliti indeks Hv v H , od koder sledi, da
p = 3 ter da je H {2, 3}-grupa in s tem rešljiva, kot smo želeli dokazati.

3. Korak: poiščemo novo edinko v G, ki nas bo privedla do že rešenega primera. Pod-
stavek H je direkten produkt elementarno abelskih grup. Natančneje, vsebuje karakteristično
elementarno abelsko grupo M , ki je tudi edinka v G. S ponovitvijo zgornjega argumenta, v
katerem N nadomestimo z M , dobimo primer 6.1 (b) iz izreka, če M ni semiregularna, in
primer (a) ali primer (d), če je M 2-grupa. Preostane nam še analiza primera, ko je M semi-
regularna in ni 2-grupa. Tedaj je K = N × M ∼= Zpq semiregularna edinka v G z natanko
dvema orbitama na V (Γ), ki jima recimo U in W . Orbiti tvorita particijo za Γ in ker je Γ ločno
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G-tranzitiven, so povezave lahko znotraj bodisi U bodisi W .

Opazujmo delovanje Gv na K s konjugiranjem. Če je zvesto, se Gv vloži v Aut(N ×M) ∼=
Aut(N)×Aut(M) in je torej komutativen. Po lemi 6.4 je tedaj Γ ločnoG-regularen in velja 6.1 (a).
Po drugi strani, če delovanje ni zvesto, obstaja c ∈ CGv(K), ki deluje trivialno naU in ki preslika
w ∈ W v neko drugo vozlišče w′ ∈ W . Ker je okolica vsakega vozlišča v W vsebovana v U ,
imata obe vozlišči enako okolico, kar pa je ekvivalentno definiciji neprimernega (unworthy)
grafa. Po [100, Lemma 4.3] je zato Γ izomorfen PX(pq, 1) in velja primer (b).



7. poglavje

2-ločno tranzitivni digrafi stopnje 2 ne-
katerih redov

V tem poglavju govorimo o povezanih ločno tranzitivnih digrafih, ki imajo vhodno in izho-
dno stopnjo enako 2, za katere dodatno zahtevamo določeno obliko praštevilskega razcepa
reda. Če je Γ povezan, ločno tranzitiven 2-valenten digraf, potem za neko pozitivno število s
grupa avtomorfizmov Aut(T ) deluje regularno na množici vseh s-lokov digrafa. Če je s = 1,
potem grupa deluje regularno na množici lokov in ima red digrafov enostaven razcep. Tedaj
je običajno mogoče določiti vse digrafe, na katerih lahko take grupe delujejo. Poučen primer,
kako taka metoda deluje na primeru neusmerjenih, 4-valentnih grafov, se najde v [40]. V našem
primeru se bomo temu izognili in se omejili na primer, ko je s ≥ 2; t.j. privzeli bomo, da so naši
digrafi vsi 2-ločno tranzitivni.

Glavna izreka tega poglavja sta 7.1 in 7.2, zapisana spodaj in dokazana v poglavju 7.1.

Izrek 7.1. Naj bosta p in q različni lihi praštevili in naj bodo a, b in c števila, ki zadoščajo pogojem
a ∈ {0, 1, 2, 3}, b, c ∈ {0, 1, 2} in (b, c) 6= (2, 2). Naj bo Γ povezan 2-ločno G-tranzitiven digraf
stopnje 2 in reda 2aqbpc. Če G ni rešljiva, je red Γ kvečjemu 1224 in Γ je izomorfen enemu izmed
sedeminšestdesetih grafov iz tabele 7.1.

Opomba. Stolpec “oznaka” v tabeli 7.1 se nanaša na oznako digrafa v katalogu [96] (do
reda 1000) ali v seznamu [7] (za rede večje od 1000). Število nerešljivih podgrup Aut(Γ), ki
delujejo na grafu 2-ločno tranzitivno, je podano v stolpcu |S|. Natančni opisi vseh grafov iz
tabele 7.1 so na voljo na spletu [93] (za digrafe reda kvečjemu 1000) in na spletnem naslovu [7]
za ostale grafe. Ti grafi so dani v obliki, berljivi z Magmo [9].

49
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Tabela 7.1: Izredni digrafi iz izreka 7.1

Red Razcep Oznaka |Autv | |S| soc(Aut)

30 2 · 3 · 5 Y30
6 4 1 Alt(5)

42 2 · 3 · 7 Y42
3 8 1 PSL(2, 7)

60 22 · 3 · 5 Y60
16 4 1 Alt(5)× C2

84 22 · 3 · 7 Y84
20 8 1 PSL(2, 7)× C2

Y84
23 ,Y84

24 4 1 PSL(2, 7)

90 2 · 32 · 5 Y90
12 4 1 Alt(5)× C3

Y90
13 16 3 Alt(6)

120 23 · 3 · 5 Y120
11 ,Y120

54 ,Y120
56 4 1 Alt(5)× C2

126 2 · 32 · 7 Y126
15 8 1 PSL(2, 7)× C3

150 2 · 3 · 52 Y150
16 4 1 Alt(5)× C5

168 23 · 3 · 7 Y168
53 8 1 PSL(2, 7)× C2

Y168
64 ,Y168

65 ,Y168
81 ,Y168

82 4 1 PSL(2, 7)× C2

180 22 · 32 · 5 Y180
42 4 1 Alt(6)

Y180
45 4 1 Alt(5)× C2 × C3

Y180
57 8 3 Alt(6)

Y180
58 16 3 Alt(6)× C2

252 22 · 32 · 7 Y252
59 8 1 PSL(2, 7)× C2 × C3

Y252
69 ,Y252

70 4 1 PSL(2, 7)× C3

294 2 · 3 · 72 Y294
19 8 1 PSL(2, 7)× C7

300 22 · 3 · 52 Y300
66 4 1 Alt(5)× C2 × C5

306 2 · 32 · 17 Y306
11 8 1 PSL(2, 17)

360 23 · 32 · 5 Y360
146 4 1 Alt(6)× C2

Y360
148 ,Y360

154 4 1 Alt(6)

Y360
150 ,Y360

153 8 3 Alt(6)× C2

Y360
158 4 1 Alt(5)× C2

2

Y360
163 ,Y360

172 ,Y360
174 4 1 Alt(5)× C2 × C3

Y360
201 8 3 Alt(6)× C2

Y360
202 16 3 Alt(6)× C2

504 23 · 32 · 7 Y504
162 8 1 PSL(2, 7)× C2 × C3

Y504
180 ,Y504

182 ,Y504
232 ,Y504

233 4 1 PSL(2, 7)× C2 × C3
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Izredni digrafi iz izreka 7.1 (nadaljevanje)

Red Razcep Oznaka |Autv | |S| soc(Aut)

588 22 · 3 · 72 Y588
87 8 1 PSL(2, 7)× C2 × C7

Y588
90 ,Y588

91 4 1 PSL(2, 7)× C7

600 23 · 3 · 52 Y600
199 ,Y600

201 ,Y600
204 4 1 Alt(5)× C2 × C5

612 22 · 32 · 17 Y612
48 4 1 PSL(2, 17)

Y612
49 8 1 PSL(2, 17)

1176 23 · 3 · 72 X1,X2,X3,X4 4 1 PSL(2, 7)× C2 × C7

X5 8 1 PSL(2, 7)× C2 × C7

1224 23 · 32 · 17 X6,X8,X9 4 1 PSL(2, 17)× C2

X7 8 1 PSL(2, 17)× C2

Xi, 10 ≤ i ≤ 15 4 1 PSL(2, 17)

Izrek 7.2. Naj bo Γ povezan, 2-ločno G-tranzitiven 2-valenten graf in naj bo G rešljiva. Naj bo n red Γ

in naj velja še ena od naslednjih trditev:

(i) n je lih in ni deljiv s tretjo potenco kakega praštevila,

(ii) n = 2am, kjer je a ∈ {1, 2, 3} in m liho število, ki ni deljivo s kvadratom kakega praštevila,

(iii) n = 2aqbp2, kjer je a ∈ {1, 2, 3}, b ∈ {0, 1} in sta q in p različni lihi praštevili.

Potem velja ena od naslednjih trditev:

(a) Γ ∼=
−→
PX(t, s) za nek t ≥ 1 in s ≥ 0,

(b) velja pogoj (iii), G ima podgrupo Sylowa P , ki je edinka, elementarno abelska reda p2 in Γ/P ∼=
−→
PX(t, s) za nek t ≥ 1 in s ≥ 0.

Opomba. Posvetimo nekaj besed na videz nedokončanemu primeru (b) izreka 7.2. Digrafi,
ki se pojavijo v tem primeru, so regularne krovne projekcije na digrafe

−→
PX(t, s) reda 2aqb, za

katere je grupa krovnih transformacij elementarno abelska reda p2, vzdolž katere se dvigne 2-
ločno tranzitivna grupa avtomorfizmov

−→
PX(t, s). Teorija dvigovanja grup vzdolž elementarno

abelskih krovnih projekcij je bila razvita v [63] in ilustrirana v mnogih člankih (na primer [64,
101]). Če bi želeli, bi lahko uporabili to teorijo za določitev vseh krovnih digrafov za izbrane
(a, b, c). Še več, brez večjih težav bi lahko dobili popolno klasifikacijo za primere z redi kp in
kp2 za vse k ≤ 14 in praštevila p.

V zadnjem času so bili napisani številni članki, v katerih so avtorji klasificirali ločno tran-
zitivne grafe in digrafe določene stopnje in redov z enostavnimi razcepi (največkrat kp ali kp2
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za izbrane majhne k in poljubna praštevila p). Za razliko od večine teh smo se trudili dokazati
naše rezultate v najsplošnejši obliki, ki jo je še dopuščal pristop. Čeprav so mogoče manjše
izboljšave (na primer z uporabo klasifikacije končnih enostavnih grup, katerih red je deljiv le s
štirimi različnimi praštevili [49], bi bilo mogoče razširiti izrek 7.1 na rede, deljive tudi s četrtim
lihim praštevilom), se zdi, da bi za večje izboljšave potrebovali nove ideje.

Opazimo, da je vsak ločno tranzitiven digraf brez vozlišč zunanje stopnje 0 (natančneje vsak
povezan ločno tranzitiven digraf) je vozliščno tranzitiven.

7.1 Dokaza glavnih rezultatov

7.1.1 Pomožni rezultati

Ta razdelek pričnemo s splošno znanim dejstvom o stabilizatorjih vozlišč v ločno tranzitivnih
digrafih stopnje 2 (glej npr. [74, Theorem 1.1] ali [99, Theorem 1.2]).

Lema 7.3. Če je Γ povezan, s-ločnoG-tranzitiven, ne pa tudi (s+1)-ločnoG-tranzitiven digraf stopnje
2 in v ∈ V (Γ), je Gv grupa reda 2s, ki je generirana s s-timi involucijami, in ki deluje regularno na
množici vseh s-lokov, ki se začenjajo v v.

Sledi dobro znan rezultat o splošnih linearnih grupah GL(2, q).

Lema 7.4. Če je q neka potenca lihega praštevila in H elementarno abelska 2-podgrupa v GL(2, q),
potem velja |H| ≤ 4. Če je |H| = 4, potem H vsebuje centralno involucijo GL(2, q) (in sicer negativno
identiteto).

Dokaz. Spomnimo se, da SL(2, q) vsebuje enolično involucijo, negativno identiteto. Odtod
sledi, da je presek H ∩ SL(2, q) reda največ 2. Po drugi strani je kvocient GL(2,q)/SL(2,q) cikličen
reda q − 1, zaradi česar je H SL(2,q)/SL(2,q) cikličen; ta grupa pa je izomorfna H/SL(2,q)∩H in zato
reda največ 2. Zato je red H največ 4, presek SL(2, q)∩H ni trivialen in torej vsebuje negativno
identiteto.

Naslednja situacija se bo ponovila v dokazih na več mestih v preostanku poglavja, zato jo
zapišemo kot lemo.

Lema 7.5. Naj bo Z grupa, ki vsebuje edinki X in Y , tako da je X komutativna in vsebovana v Y . Naj
bo C centralizator X v Y . Če je red X tuj svojemu indeksu v C, velja C = X × T za neko edinko T v
Z. Še več, T je izomorfna edinki v Y/X.

Dokaz. Ker sta X in Y edinki v Z, je edinka tudi C. Ker je X komutativna, je vsebovana v C.
Po predpostavki, da je red X tuj |C : X|, sledi po Schur-Zassenhausovem izreku, da ima X
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komplement, ki mu recimo T . Ker C centralizira X , sledi C = X × T . Zdaj opazimo, da je T
sestavljen iz vseh elementov C, ki imajo red tuj redu X , odkoder sledi, da je T karakteristična
v C. Ker je C edinka v Z, je edinka tudi T . Nadalje, ker je X ≤ C P Y , kvocient Y/X vsebuje
edinko, izomorfno C/X, ki je izomorfna T .

Lema 7.6. Naj bo m liho pozitivno število in naj bo G ločno tranzitivna grupa avtomorfizmov digrafa
−→
PX(m, s). Tedaj G vsebuje ciklično edinko, katere red deli m in je vsaj m/(2s|Gv| − 1).

Dokaz. Naj bo Λ =
−→
PX(m, s). Po lemi 7.3 je stabilizator Gv reda 2r za neko pozitivno število r.

Naj bo K = 〈Gv : v ∈ V (Λ)〉. Spomnimo se, da je K elementarno abelska edinka v G reda 2s+r

(lema 5.10), G/K pa je ciklična grupa reda m. Natančneje, K je 2-podgrupa Sylowa v G, ki je
edinka.

Naj bo C centralizator K v G. Po lemi 7.5 za Z = Y = G in X = K lahko zaključimo, da je
C = K × T za neko edinko T v G, izomorfno podgrupi kvocienta G/K. Ker je G/K cikličen reda
m, je T cikličen reda, ki deli m.

Kvocient G/C je izomorfen kvocientu G/K po C/K in, ker je C/K ∼= T in G/K cikličen redam, je
kvocient G/C cikličen redam/|T |. Vendar pa se G/C vloži v Aut(K), ki je izomorfna GL(r+s, 2),
za katero je dobro znano, da je vsaka njena ciklična podgrupa reda kvečjemu 2r+s − 1 (glej [44,
Corollary 2.7]), od koder sledi, da je m/(2r+s − 1) ≤ |T |.

7.1.2 Dokaz izreka 7.1

Kot v izreku 7.1, naj bo Γ povezan, 2-ločno G-tranzitiven digraf stopnje 2 in reda 2aqbpc, kjer
sta p in q različni lihi praštevili,

a ∈ {0, 1, 2, 3}, b, c ∈ {0, 1, 2}, (b, c) 6= (2, 2),

grupa G pa ni rešljiva. Dokazati moramo, da je Γ izomorfen enemu od digrafov v tabeli 7.1.

Vse take digrafe z največ 1000 vozlišči lahko najdemo v katalogu [96] ločno tranzitivnih
digrafov stopnje 2. Izkaže se, da jih je natanko dvainpetdeset; vsi so našteti v tabeli z oznakami
ATD — zato bomo do konca dokaza privzeli, da velja |V (Γ)| > 1000.

Predpostavimo, da G deluje tranzitivno na s lokih, ne pa tudi na (s + 1)-lokih Γ. Potem je
|Gv| = 2s (glej lemo 7.3) in torej velja |G| = 2a+sqbpc. Opazujmo dekompozicijsko vrsto

1 = G0 P G1 P . . . P Gk = G

v G in pripadajočo množico kvocientov Fi = Gi/Gi−1 za i ∈ {1, . . . , k}. Spomnimo se, da so Fi
enostavne grupe. Ker G ni rešljiva, obstaja j ∈ {1, . . . , k}, tako da Fj ni komutativna. Naj bo
T = Fj ; opazimo, da |T | deli |G| = 2a+sqbpc.
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Znano je, da je natanko osem nekomutativnih enostavnih grup, katerih redi so deljivi z
največ tremi različnimi praštevili (glej npr. [46]). Te grupe so Alt(5), PSL(2, 7), Alt(6), PSL(2, 8),
PSL(2, 17), PSL(3, 3), PSU(3, 3) in PSU(4, 2). Od teh je le prvih pet takih, da se liha praštevila
pojavijo s kratnostjo največ 2. Te so skupaj z redi in redi grup avtomorfizmov naštete v ta-
beli 3.1.

Opazimo, da je red vsake od teh grup deljiv s 3 in da je drugo liho praštevilo lahko le 5, 7,
ali 17. Brez škode za splošnost torej lahko privzamemo q = 3 in p ∈ {5, 7, 17}.

• Če je p = 5, je |V (Γ)| ≤ 8 · 3 · 52 = 600, kar je v nasprotju z začetno predpostavko. To
izključi grupi Alt(5) in Alt(6) kot možnosti za T .

• Če je p = 7, je red 2a3b7c digrafa Γ večji od 1000 le za a = 3, b = 1 in c = 2. Ker 9 deli red
PSL(2, 8), sledi, da T 6∼= PSL(2, 8), ter zato T ∼= PSL(2, 7) in |V (Γ)| = 8 · 3 · 72 = 1176.

• Končno, če je p = 17, je T ∼= PSL(2, 17), in ker 32 deli red PSL(2, 17), sledi, da je red Γ

enak 8 · 32 · 17 = 1224.

Zdaj ločimo dva primera glede na to, ali G vsebuje netrivialno komutativno edinko ali ne.

Primer I. Predpostavimo, da ima G netrivialno komutativno edinko, zaradi česar vsebuje
tudi neko minimalno komutativno edinko. Ker G ni rešljiva, Γ ni izomorfen

−→
PX digrafu. Po

lemi 4.3 je N tedaj semiregularna, s tem pa je ℘ : Γ→ Γ/N krovna projekcija.

Če je N 2-grupa, velja, da je |N | ∈ {2, 4, 8}, saj je sodi del |V (Γ)| enak 8. Možni redi Γ/N so
torej 147 in 153 (ko je |N | = 8, T ∼= PSL(2, 7) oziroma PSL(2, 17)), 294 in 306 (za |N | = 4), ter
588 in 612 (za |N | = 2).

Predpostavimo zdaj, da je N lihega reda. Ker je rešljiva, je T eden od kvocientov v dekom-
poziciji G/N in torej |T | deli

|G|
|N |

=
2a+sqbpc

|N |
.

Ker je |N | lih in b + c ≤ 3, sledi, da je lihi del |T | oblike qb
′
pc
′

za b′ + c′ ≤ 2; natančneje, T ni
izomorfna PSL(2, 17), zaradi česar je T ∼= PSL(2, 7), tako da velja še |N | = 3 ali |N | = 7 in
|V (Γ/N)| = 2a · 3 · 7 ≤ 168. Ker smo že ugotovili, da je |V (Γ)| = 8 · 3 · 72, ko je T ∼= PSL(2, 7),
sledi, da je |N | = 7 in |V (Γ/N)| = 168.

Tako smo pokazali, da v primeru I velja

|V (Γ/N)| ∈ {147, 153, 168, 294, 306, 588, 612}

in da se kvocientni digraf Γ/N pojavi v katalogu [96]. Če iz kataloga preberemo vse 2-ločno
tranzitivne grafe teh redov z nerešljivo grupo avtomorfizmov, dobimo trojice (T, |N |, Γ/N), kot
so zapisane v tabeli 7.2 (podatki v zadnjem stolpcu ustrezajo imenom digrafov iz [96]).
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Tabela 7.2: Možni kvocienti po minimalni abelovi edinki

T |N | red n digrafa Γ/N i za grafe iz kataloga Yni

PSL(2, 7) 2 588 87, 90, 91

4 294 19

8 147 —
7 168 53, 64, 65, 81, 82

PSL(2, 17) 2 612 48, 49

4 306 11

8 153 —

Z metodami, opisanimi naprimer v [63, 102], smo za vsakega od digrafov Γ/N iz tabele 7.2
izračunali vse pripadajoče N -regularne krove, za katere se dvigne 2-ločno tranzitivna pod-
grupa Aut(Γ/N); dobljenih devet krovnih digrafov pa je vključenih v tabelo 7.1 z oznakami X1,
X2, . . . ,X9.

Primer II. Predpostavimo zdaj, daG ne vsebuje netrivialne komutativne edinke. Opazujmo
grupo, generirano z vsemi minimalnimi edinkamiG, ki ji rečemo tudi podstavek G, in označimo
s soc(G). Ker G ne vsebuje netrivialne komutativne edinke, sledi, da je soc(G) direktni produkt
nekomutativnih enostavnih grup (glej npr. [18, Theorem 4.3A]). Ker je red vsake nekomuta-
tivne enostavne grupe deljiv z vsaj tremi različnimi praštevili in ker ne moreta biti b in c hkrati
2, je soc(G) enostavna podgrupaG in torej izomorfna nekomutativnemu kompozicijskemu fak-
torju T grupe G.

Nadalje vemo, da G deluje zvesto s konjugiranjem na soc(G), in se torej vloži v grupo avto-
morfizmov podstavka. Ker je soc(G) izomorfen bodisi PSL(2, 7) bodisi PSL(2, 17), je jasno, da
jeG izomorfna PSL(2, 7), PGL(2, 7), PSL(2, 17) ali PGL(2, 17). Po drugi strani se spomnimo, da
je |G| = 2a+sqbpa, da a = 3 in s ≥ 2, od koder sledi, da je |G| deljiv z 25. To izključi vse možnosti
razen zadnje, da je G ∼= PGL(2, 17). Ker je v tem primeru |V (Γ)| = 23 ·32 ·17 in |G| = 25 ·32 ·17,
sledi, da je |Gv| = 4. Po lemi 7.3 je Gv elementarno abelski. Natančneje je Γ odsekovni digraf G
glede na elementarno abelsko podgrupo reda 4 in podorbito dolžine dva, ki ni sebi parna. Če
opazujemo ustrezne podgrupe PGL(2, 17) in njihove odsekovne digrafe neposredno, dobimo
šest paroma neizomorfnih digrafov, ki so našteti v tabeli 7.1 pod oznakami X10,X11, . . . ,X15. S
tem je zaključen dokaz izreka 7.1.

7.1.3 Dokaz izreka 7.2

Rekli bomo, da pozitivno število n zadošča pogoju (i), (ii) ali (iii), če velja ustrezna od spodnjih
trditev.
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(i) n je lih in ni deljiv s kubom kakega praštevila.

(ii) n = 2am, kjer je a ∈ {1, 2, 3} in m liho število brez kvadratov.

(iii) n = 2aqbp2, kjer je a ∈ {1, 2, 3}, b ∈ {0, 1} in sta p in q različni lihi praštevili.

Kot v izreku 7.2 predpostavimo, da je Γ povezan, 2-ločno G-tranzitiven digraf stopnje 2,
kjer je G rešljiva in za n = |V (Γ)| velja eden od pogojev (i), (ii) ali (iii). Pokazati moramo, da
velja ena od naslednjih trditev:

(a) Γ je
−→
PX digraf; ali

(b) n zadošča pogoju (iii) in G vsebuje p-podgrupo Sylowa P , ki je edinka in elementarno
abelska reda p2, tako da je Γ/N

−→
PX digraf.

Predpostavimo zdaj, da izrek ne velja in da je Γ najmanjši protiprimer glede na n. Velja
torej, da Γ ni

−→
PX digraf, odkoder po lemi 4.1 sledi, da je enostaven. Ker G deluje tranzitivno na

množici vozlišč Γ in ker je stabilizator vozlišč Gv reda 2s za nek s ≥ 2 (glej lemo 7.3), sledi, da
je |G| = |Gv|n = 2sn

Dokazali bomo nekaj dejstev o Γ in G, s katerimi bomo na koncu prišli do protislovja.

Ugotovitev 0: Če je N semiregularna edinka v G, je Γ/N
−→
PX digraf, ali pa n

|N | (in zato n) zadošča
pogoju (iii) in je p-podgrupa Sylowa v G/N elementarno abelska reda p2 in edinka v G/N .

Dokaz: Ker je N semiregularna, po lemi 5.2 sledi, da je Γ → Γ/N krovna projekcija, po
lemi 5.1 pa je Γ/N povezan, 2-ločno G/N-tranzitiven digraf stopnje 2. Še več, ker vsak delitelj
števila, ki zadošča pogoju (i), (ii) ali (iii), spet zadošča enemu od teh pogojev, iz minimalnosti
protiprimera Γ sledi, da bodisi n

|N | zadošča pogoju (iii) in je p-podgrupa Sylowa G/N bodisi je
Γ/N
−→
PX digraf, kot smo trdili.

Ugotovitev 1: n ne zadošča pogoju (i) oziroma n je sod.

Dokaz: Predpostavimo nasprotno, da je n lih in ni deljiv s kubom kakega praštevila. Ker
je lih, je stabilizator vozlišča v 2-podgrupa Sylowa v G in vsaka 2-grupa v G je vsebovana v
stabilizatorju nekega vozlišča v G.

Naj bo N minimalna edinka v G. Ker je G rešljiva, je N elementarno abelska. Če je N 2-
grupa, jeN ≤ Gv za neko vozlišče v, zaradi česar delovanjeG na vozliščih Γ ni zvesto, odkoder
sledi, da Γ ni enostaven, kar pa je protislovje.

Sledi torej, da je N elementarno abelska grupa lihega reda, ki zato deluje semiregularno na
vozliščih Γ. Po prejšnji ugotovitvi je Γ/N

−→
PX digraf in ker je lihega reda, mora biti izomorfen

−→
PX(n′, 0) za n′ = n

|N | .
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Naprej po lemi 5.7 vidimo, da je N praštevilskega reda, saj je rad(Γ/N) = 1 6= rad(Γ)). Ker
red Γ ni deljiv s kubom kakega praštevila, sledi, da je N elementarno abelska reda p2 za neko
liho praštevilo p.

Opazujmo delovanje grupe G/N na Γ/N . Ker velja Γ/N ∼=
−→
PX(n′, 0), sledi iz leme 4.2, da je

stabilizator (G/N)vN vozlišča vN v Γ/N elementarno abelski in edinka v G/N . Poleg tega lahko
opazimo, da je (G/N)vN = GvN/N , odkoder sledi, da je GvN edinka v G.

Naj bo C centralizator N v GvN . Če uporabimo lemo 7.5 za X = N , Y = GvN in Z = G,
vidimo, da je C = N × T za neko edinko T v G, ki je izomorfna podgrupi v Y/N ∼= Gv;
natančneje, T je 2-grupa. Ker je red Γ lih in je T 2-grupa, T pribije vsaj eno vozlišče Γ in
ker je edinka, deluje trivialno na množici vozlišč Γ. Ker je Γ enostaven digraf, sledi, da je T = 1

in zato C = N .

Ker je GvN edinka v G in vsebuje Gv, vsebuje Gu za vsako vozlišče u ∈ V (Γ). Natančneje,
GvN vsebuje vse involucije v G. Skupaj z dejstvom, da N centralizira samo sebe v GvN , zato
lahko zaključimo, da nobena involucija v G ne centralizira N .

Oglejmo si zdaj centralizator D edinke N v G. Ravno smo pokazali, da je D lihega reda,
odkoder sledi, da je D semiregularen, zaradi česar je Γ/D ∼=

−→
PX(n′′, 0) za neko liho število n′′.

Še več, ker G/D deluje 2-ločno tranzitivno na Γ/D, je 2-podgrupa Sylowa S v G/D stabilizator
vsakega vozlišča v Γ/D in je zato edinka v G/D, elementarno abelska in reda vsaj 4. Po drugi
strani se G/D vloži v Aut(N) ∼= GL(2, p). Po lemi 7.4 sledi, da je S reda 4 in vsebuje involucijo, ki
je centralna v G/D. Vendar pa po lemi 4.2 to pomeni, da je n′′ sod; s tem protislovjem zaključimo
dokaz te ugotovitve.

Ugotovitev 2: Grupa G ne vsebuje elementarno abelske edinke reda p2 za neko praštevilo p.

Dokaz: Predpostavimo, da velja nasprotno. V luči ugotovitve 1 n zadostuje pogoju (iii); t.j.,
n = 2aqbp2 za nek a ≤ 3 in b ≤ 1. Več, G vsebuje elementarno abelsko edinko P reda p2. Ker je
p lih, je P semiregularna in po ugotovitvi 0 je bodisi Γ/N

−→
PX digraf bodisi n

|P | = 2aqb zadostuje
pogoju (iii). Slednje očitno ne velja, iz prvega pa sledi sklep (ii) izreka (7.2) za Γ, kar pa je
protislovje.

Ugotovitev 3: rad(Γ) ≥ 3; t.j., izmenični cikli v Γ so dolžine vsaj 6.

Dokaz: Predpostavimo obratno, da velja rad(Γ) < 3. Ker je Γ enostaven, velja rad(Γ) 6= 1,
odkoder sledi rad(Γ) = 2, naprej pa po lemi 5.8 sledi, da je Γ ∼= Pl(Λ) za nek povezan 3-ločno
G-tranzitiven graf Λ reda 1

2n in stopnje 2. Če je Λ
−→
PX digraf, je po lemi 4.2 tak tudi Γ, kar je

protislovje. Po minimalnosti protiprimera Γ torej sledi, da sklep (ii) velja za Λ in G namesto Γ

in G in, natančneje, da G vsebuje elementarno abelsko edinko reda p2 za neko praštevilo p, kar
pa je v nasprotju z ugotovitvijo 2.

Ugotovitev 4: Grupa G ne vsebuje edinke praštevilskega reda.
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Dokaz: Predpostavimo nasprotno: naj bo N edinka lihega reda q v G. Ker je Gv 2-grupa, je
N semiregularna. Po ugotovitvi 3 in lemi 5.7 Γ/N ni

−→
PX digraf. Vendar pa tedaj iz ugotovitve 0

sledi, da je n = 2aqp2, p-podgrupa Sylowa P̃ v G/N pa je edinka v G/N in izomorfna Z2
p.

Naj boQ praslika P̃ vzdolž kvocientne projekcijeG→ G/N . Potem jeQ edinka reda qp2 vG,
ki vsebuje edinko N reda q. Naj bo C centralizator N v Q. Ker je N komutativna in reda tujega
svojemu indeksu v Q, lahko uporabimo lemo 7.5 za Z = G, Y = Q in Z = N in zaključimo,
da je C = N × P za neko edinko P v G, ki je izomorfna edinki v Q/N . Ker je slednja grupa
izomorfna P̃ , sledi, da je P bodisi trivialna, ciklična reda p bodisi izomorfna Z2

p.

Če je P trivialna, velja C = N , Q/N pa se vloži v Aut(N), odkoder sledi, da je Q/N ciklična.
Vendar pa je Q/N izomorfna P̃ , ki je izomorfna Z2

p, kar je protislovje. Naprej po ugotovitvi 2

sledi, da red P ni p2, kar nam pusti edino možnost |P | = p.

Opazujmo kvocient Γ/N . Ker je red Γ/N enak 2aqp, iz ugotovitve 0 sledi, da je Γ/N
−→
PX digraf.

Zdaj po lemi 5.7 sledi rad(Γ) = rad(Γ/N). Ker je Γ/N
−→
PX digraf, je rad(Γ) največ 2, kar je v

nasprotju z ugotovitvijo 3.

Ugotovitev 5: Če je N minimalna edinka v G, je N semiregularna reda 2 ali 4. Če je |N | = 2,
potem Γ/N ∼=

−→
PX(m, 2), in če |N | = 4, potem Γ/N ∼=

−→
PX(m, 1) za neko liho število m. Poleg tega velja

exp(Γ) = 2.

Dokaz: Naj bo m lihi del n. Po ugotovitvi 1 je n = 2am, kjer je a ≥ 1, m pa ni deljiv s kubom
kakega praštevila. Naj bo N minimalna edinka v G. Ker je G rešljiva, je N elementarno abelska
in ker je |G| = 2a+sm, sledi po ugotovitvah 2 in 4, da jeN 2-grupa. ČeN ni semiregularna, velja
po lemi 4.3, da je Γ

−→
PX digraf, kar je v nasprotju s predpostavkami. Zato je N semiregularna,

red N deli n in |N | = 2t za neko število t, ki zadošča 1 ≤ t ≤ a.

Po ugotovitvi 0 je bodisi n
|N | zadošča pogoju (iii) in grupa G/N vsebuje elementarno abelsko

edinko P̃ reda p2 bodisi je Γ/N
−→
PX digraf.

Predpostavimo najprej, da velja slednje. Potem velja

n

|N |
= 2a−tqbp2, a− t ≥ 1.

Ker je a ≤ 3, odtod sledi t ∈ {1, 2}. Kot v dokazu ugotovitve 4 naj bo Q praslika P̃ vzdolž
kvocientne projekcije G → G/N . Potem je Q edinka v G reda 2tp2, ki vsebuje edinko N reda
2t. Opazujmo zdaj centralizator C edinke N v Q in uporabimo lemo 7.5 za Z = G, Y = Q in
X = N , odkoder lahko zaključimo, da velja C = N × P za neko morda trivialno p-grupo P , ki
je edinka v G. Če je P trivialna, se Q/N ∼= P̃ ∼= Z2

p vloži v Aut(N) ∼= GL(t, 2). Ker je t ≤ 2, temu
jasno ne more biti tako in P ni trivialna, kar pa je v nasprotju bodisi z ugotovitvijo 2 bodisi z
ugotovitvijo 4.
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To protislovje pokaže, da velja prva možnost, t.j. da je Γ/N ∼=
−→
PX(2a−t−rm, r) za neko število

r, tako da velja 0 ≤ r ≤ a− t. Naj bo Λ = Γ/N in naj bo ℘ : Γ→ Λ pripadajoča krovna projekcija.
Ker je a ≤ 3 in t ≥ 1, vidimo, da je r ≤ 2.

Če je r = 0, po lemi 4.4 sledi, da je Γ
−→
PX digraf, kar je protislovje.

Če je r = 1, velja bodisi a = 2 in t = 1 bodisi a = 3 in t ∈ {1, 2}. Naj bo v ∈ V (Γ) in naj bo
v′ = ℘(v). Opazimo, da je exp(Λ) = 1 (glej lemo 5.10) in da je |AΛ

i (v′)| = 2 za vsak i ≥ 1. Po
lemi 5.6 sledi, da moč množice AΓ

i (v) deli

2t|AΛ
i (v′)| = 2t+1,

pri čemer je 2t+1 ≤ 8 za vsak i ≥ 1. Ker je |AΓ
1 (v)| = rad(Γ) in rad(Γ) ≥ 3, sledi, da je

|AΓ
1 (v)| ∈ {4, 8}. Če je |AΓ

1 (v)| = |AΓ
2 (v)|, je exp(Γ) = 1, in po lemi 5.4 je Γ

−→
PX digraf, kar je

protislovje. Zato je |AΓ
1 (v)| < |AΓ

2 (v)|, odkoder sledi, da je |AΓ
1 (v)| = 4 in |AΓ

i (v)| = 8 za vsako
število i ≥ 2 in zato exp(Γ) = 2. Še več, ker 8 = |AΓ

2 (v)| deli 2t+1, vidimo, da mora biti t = 2 in
a = 3, odkoder še naprej sledi, da je Λ =

−→
PX(m, 1), kot smo želeli dokazati.

Podobno, če je r = 2, velja a = 3, t = 1 in Λ =
−→
PX(m, 2). Zato je exp(Λ) = 2, |AΛ

1 (v′)| = 2

in |AΛ
i (v′)| = 4 za vsak i ≥ 2. Še več, kot zgoraj je |AΓ

1 (v)| ≥ 3 in |AΓ
1 (v)| < |AΓ

2 (v)|. Po lemi 5.6
torej sledi tudi

|AΓ
1 (v)| = 2|AΛ

1 (v′)| = 4 in |AΓ
2 (v)| = |AΓ

∞(v)| = 8.

S tem velja tudi exp(Γ) = 2, kot smo želeli; s tem tudi zaključimo dokaz ugotovitve 5.

Ugotovitev 6: Red n digrafa Γ je kvečjemu 744.

Dokaz: Naj boN minimalna edinka v Γ. Spomnimo se prejšnje ugotovitve: ker je exp(Γ) = 2,
po [99, Theorem 7.1] sledi, da je |Gv| ≤ 24. Po lemi 5.1 velja tudi, da je stabilizator (G/N)vN reda
kvečjemu 24, po lemi 7.6 pa velja, da G/N vsebuje ciklično edinko Ỹ , katere red ` je lih za neko
število `, ki zadošča neenakosti

` ≥ m

2α+4 − 1
(7.1)

kjer je α bodisi 1 bodisi 2, glede na to, ali je |N | = 4 ali |N | = 2. Naj bo Y ≤ G praslika Ỹ
vzdolž kvocientne projekcije G → G/N in naj bo C centralizator N v Y . Uporabimo lemo 7.5,
da zaključimo C = N × T za neko ciklično grupo T P G, katere red deli `. Ker je T ciklična,
je vsaka njena podgrupa karakteristična v T in torej edinka v G. Če T ni trivialna, sledi, da
G vsebuje edinko praštevilskega reda, kar je v protislovju z ugotovitvijo 4. Zato je T = 1 in
C = N .

Če je |N | = 2, potem α = 2,N je centralna v Y in velja Y = C = N . Vendar pa je ` = |Y |/|N |
in zato ` = 1. Glede na (7.1) lahko vidimo, da je m ≤ 22+4 − 1 ≤ 63 in zato

n = |N ||V (Γ/N)| = 2|V (
−→
PX(m, 2))| = 8m.
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Pri tem je 8m ≤ 504 in zato n ≤ 504. Če je |N | = 4, velja α = 1 in po neenakosti (7.1) sledi
m ≤ 31 · ` in s tem

n = 4|V (
−→
PX(m, 1))| = 8m,

tako da je 8m in zato n kvečjemu 248 · `. Po drugi strani, ker je C = N , se ciklična grupa Y/N
reda ` vloži v Aut(N) ∼= GL(2, 2) ∼= Sym(3) in zato velja ` ≤ 3. Vendar pa je n ≤ 3 · 248 = 744,
s čimer zaključimo dokaz ugotovitve 6.

S pomočjo kataloga enostavnih ločno tranzitivnih digrafov valence 2, na voljo v [96], lahko
enostavno preverimo, da ne obstaja protiprimer izreka z manj kot 1000 vozlišči, kar pa je v
nasprotju z ugotovitvijo 6 in dokaže izrek.



8. poglavje

(2, ∗)-grupe, LR digrafi in PR grafi

V tem poglavju bomo govorili o (2, ∗)-generiranih grupah — to so grupe, ki jih lahko ge-
neriramo z involucijo in še enim elementom poljubnega reda. Katalog vseh takih grup do
reda kvečjmu 6000 je na voljo na spletu [93] in je del večjega projekta, na katerem sodelujejo
Potočnik, Spiga in Verret, katerega namen je sestaviti popolne sezname 1/2-ločno tranzitivnih
grafov stopnje 4 in vozliščno tranzitivnih grafov stopnje 3.

Omenjeni katalog (2, ∗)-grup bomo uporabili za konstrukcijo kataloga [43] povezanih di-
grafov stopnje 2, katerih grupa avtomorfizmov vsebuje ločno regularno podgrupo; takšnim
digrafom bomo rekli LR digrafi. Ločno regularna podgrupa LR digrafa deluje regularno na po-
vezavah temeljnega grafa, tranzitivno na njegovih vozliščih, ne pa tudi tranzitivno na lokih.
Neusmerjenim grafom, katerih grupa avtomorfizmov premore kakšno tako grupo, rečemo PR
grafi. Če polna grupa avtomorfizmov PR grafa deluje netranzitivno na lokih, je graf 1/2-ločno
tranzitiven, sicer pa ločno tranzitiven.

Opisali bomo, kako smo s pomočjo programskih paketov Magma [9] in Sage [115] iz kata-
loga (2, ∗)-grup izračunali katalog digrafov stopnje 2 do reda 3000, na katerih te grupe delujejo
ločno regularno, ter kataloga temeljnih grafov teh digrafov.

Vsi ločno tranzitivni digrafi stopnje 2 do reda 1000 so že bili izračunani in so na voljo v
katalogu “ATD” [96], del katerega so tudi temeljni grafi vključenih digrafov. Vse dobljene
LR digrafe in PR grafe smo poiskali tudi v katalogu ATD; datoteke v formatu csv z indeksi
digrafov in grafov v obeh katalogih so del končnega rezultata; opisane so v razdelku 8.2.2 in
so kot ostale datoteke kataloga na voljo na spletu [93]. Izkazalo se bo, da se skoraj vsi digrafi iz
kataloga ATD (v katerem jih je 26 457, od tega 961 digrafov

−→
PX) pojavijo tudi v našem katalogu,

natančneje, pojavijo se vsi, razen 492. V katalogu ATD avtorji uporabijo okrajšavi “HAT” za 1/2-

61
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ločno in “GHAT” za ločno tranzitivne temeljne grafe digrafov iz ATD. Isti oznaki bomo tudi mi
uporabljali za kataloga 1/2-ločno in ločno tranzitivnih grafov stopnje 4 do reda vključno 1000.

Rezultat opisan v tem poglavju, izračunani katalog, lahko najkrajše povzamemo v nasled-
njem izreku.

Izrek 8.1. Do reda kvečjemu 3000 je natančno

1. 165 950 LR digrafov in

2. 76 200 PR grafov, od teh jih je 28 234 1/2-ločno tranzitivnih, ostali pa so ločno tranzitivni.

Naraščanje števila LR digrafov in PR grafov z redom je predstavljeno v diagramu 8.1.

Opomba. Na absciso diagrama 8.1 smo postavili interval celih števil od 0 do 3000. Za
število n s tega intervala so vrednosti prvih treh izrisanih funkcij kar števila digrafov oziroma
grafov do tega reda, pri čemer so ločno tranzitivni PR grafi podmnožica PR grafov. Posebej so
označena števila n, pri katerih se zgodijo veliki skoki v številu digrafov in grafov do reda n.
Najmanjši od označenih skokov se zgodi pri n = 1024, največji pa pri n = 2048.

8.1 Ločno tranzitivni digrafi (2, ∗)-grup

Naj bo G končna grupa in (G, x, g) taka trojica, da involucija x ni v centru G in da velja G =

〈x, g〉. Taki trojici rečemo (2, ∗)-grupa; neki drugi (2, ∗)-grupi (H, y, h) je izomorfna natanko
tedaj, ko med njima obstaja izomorfizem grup f : G → H , tako da je f(x) = y in f(g) =

h. Končno rečemo za neko grupo G′ da je (2, ∗)-generirana, če obstaja (2, ∗)-grupa (G, x, g),
tako da je G izomorfna G′. Kot kaže katalog (2, ∗)-grup [93], obstaja natanko 129 340 (2, ∗)-
generiranih grup reda kvečjemu 6000 in 345 070 (2, ∗)-grup.

Naj bo G (2, ∗)-grupa. Definirajmo LR digraf z množico vozlišč V = G/〈x〉 in množico lokov

A = {(〈x〉a, 〈x〉ga) : a ∈ G}.

Vsak tak digraf je stopnje 2, G pa na njem deluje z desnim množenjem ločno regularno. Na
ta način je mogoče za vsako (2, ∗)-grupo izračunati digraf; nalogo računanja digrafov za vseh
345 070 (2, ∗)-grup smo prepustili Magmi.

Lahko zgodi, da je dobljeni digraf dvojni cikel
←→
C

(2)
n (recimo, kadar je g2 = 1) — te med

procesiranjem izločimo, saj nas zanimajo le enostavni digrafi. Digrafi, ki smo jih z Magmo
izračunali iz kataloga (2, ∗)-grup, niso vsi paroma neizomorfni, zato moramo iz dobljenega
seznama izločiti dvojnike. Preverjanje izomorfnosti vseh parov digrafov, kot so na razpolago na
tem koraku, bi bilo potratno. Možna rešitev zagate je v programskem paketu Sage, s pomočjo
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Slika 8.1: Naraščanje števila LR digrafov, PR grafov in 1/2-ločno tranzitivnih PR grafov z redom.
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katerega lahko za vse grafe izračunamo njihove “kanonične zapise”, nakar moramo poskrbeti
le še, da primerjamo te.

Kanonični zapis grafa (digraf) Γ v jeziku Sage dobimo s funkcijo canonical_label(), ki
vrne enoličen graf (digraf) C(Γ), tako da velja

• C(Γ) je izomorfen Γ,

• digrafa ali grafa Γ1 in Γ2 sta izomorfna če in samo če je C(Γ1) = C(Γ2).

Ker se povezave v datoteko zapišejo v leksikografskem vrstem redu, z lahkoto sklepamo, da
sta digrafa ali grafa izomorfna natanko tedaj, ko sta enaka njuna zapisa s seznamom povezav.

S tem smo dobili seznam paroma neizomorfnih digrafov. Ker si v resnici želimo vedeti več
o grafih stopnje 4, za dobljene digrafe izračunamo temeljne grafe in na dobljenem seznamu
ponovimo trik z izločanjem dvojnikov.

8.2 O katalogu

V tem razdelku opišemo katalog s pripadajočimi datotekami, ki je na voljo na spletni strani [43].
Poleg seznamov digrafov in grafov so v katalog vključene tudi datoteke z nekaterimi podatki
o digrafih in grafih. Te imajo končnico .csv in jih je mogoče odpreti z vsakim uporabnejšim
programom za delo s tabelami, kot je na primer Excel. V ločeni datoteki je definiranih nekaj
priročnih Magma funkcij za delo s katalogom. Priporočeno je, da se vse datoteke hranijo v
istem direktoriju, saj se podatkovne datoteke uporabljajo za Magma funkcije za delo s katalo-
gom.

• ARD3k.mgm. To datoteko naj uporabnik naloži v Magmi z ukazom load pred uporabo
kataloga. V njej so definirane funkcije, ki sprejmejo za parameter število n:

– numberOfARD(n), ki vrne število LR digrafov reda n,

– numberOfERG(n), ki vrne število PR grafov reda n,

– numberOfHAT(n), ki vrne število PR grafov reda n, ki so 1/2-ločno tranzitivni,

– numberOfGHAT(n), ki vrne število PR grafov reda n, ki so ločno tranzitivni.

Poleg teh so definirane še funkcije, ki vračajo digrafe ali grafe. Te sprejmejo parametra n
in i;

– ARdigraph(n,i), ki vrne LR digraf reda n, ki v katalogu nastopa z zaporednim
številom i,

– ERgraph(n,i), ki vrne povezavno regularen graf reda n, ki v katalogu nastopa z
zaporednim številom i,
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– HATgraph(n,i), ki vrne 1/2-ločno tranzitiven PR graf reda n, ki v katalogu nastopa
z zaporednim številom i,

– GHATgraph(n,i), ki vrne ločno tranzitiven PR graf reda n, ki v katalogu nastopa
z zaporednim številom i.

• ARD3k.csv. Ta datoteka vsebuje tabelo z nekaterimi podatki o LR digrafih, tako da so
vrstice v tabeli predstavljene z vrstico, v kateri so vrednosti celic ločene z vejicami. Stolpci
so opisani v razdelku 8.2.1.

• ERG3k.csv. Ta datoteka vsebuje tabelo z nekaterimi podatki o PR grafih, tako da so
vrstice v tabeli predstavljene z vrstico, v kateri so vrednosti celic ločene z vejicami. Stolpci
so opisani v razdelku 8.2.1.

• V naslednjih datotekah so vsebovane tabele, v katerih povežemo katalog LR digrafov s
katalogom ločno tranzitivnih digrafov do reda 1000 ter kataloga ločno in 1/2-ločno tran-
zitivnih PR grafov s katalogoma HAT in GHAT grafov. Stolpci teh tabel so opisani v
razdelku 8.2.2.

– ARdigraphsATD.csv,

– ERgraphsATD.csv,

– HATgraphsATD.csv in

– GHATgraphsATD.csv.

• Zaradi hitrosti obdelave in tehničnih omejitev Magme so seznami digrafov in grafov raz-
deljeni v več datotek. Naslednje tekstovne datoteke vsebujejo seznam LR digrafov:

– ARD1400.txt,

– ARD1800.txt,

– ARD2040.txt,

– ARD2200.txt,

– ARD2400.txt,

– ARD2590.txt,

– ARD2780.txt,

– ARD2960.txt in

– ARD3000.txt.

V teh datotekah je vsak od digrafov predstavljen z dvema vrsticama.

n|i

{[v,w], [x,y], ...}

V prvi vrstici predstavlja n red digrafa, i pa njegovo zaporedno število med vsemi di-
grafi tega reda. V drugi vrstici je podan seznam povezav , kjer so [v,w], [x,y], itd.
usmerjene povezave. Množica vozlišč grafa je množica števil od 0 do n − 1. Seznami
povezav digrafov so bili dobljeni s funkcijo canonical_label iz programskega paketa
Sage, zaradi česar je za izomorfizem dovolj primerjati seznama povezav.
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• Seznam PR grafov je zapisan v datotekah.

– ERG1940.txt,

– ERG2300.txt,

– ERG2690.txt in

– ERG3000.txt.

Vsak graf je predstavljen z dvema vrsticama, v prvi je kot zgoraj zapisan red grafa in
njegovo zaporedno število, v drugi pa seznam povezav v sledeči obliki.

{{v,w}, {x,y}, ...}.

Množica vozlišč grafa je množica števil od 0 do n−1. Seznami povezav pa so bili dobljeni
s funkcijo canonical_label iz programskega paketa Sage.

8.2.1 Podatki o digrafih, grafih in opis tabele s podatki

V tabeli ARD3k.csv so za vse LR digrafe poleg nekaterih uporabnih (a manj zanimih) lastnosti
digrafov zapisani tudi nekateri podatki o delovanjih njihovih grup avtomorfizmov, ki smo jih
izračunali med sestavljanjem kataloga. V sledečem seznamu so našteti in opisani stolpci tabele.

• Name: ime grafa v katalogu, ARD[n,i].

• |V|: število vozlišč digrafa.

• Groups: seznam trojic m, i, k, ki predstavljajo (2, ∗)-grupe P[m,i,k] iz kataloga (2, ∗)-
grup [93], iz katerih lahko dobimo ta graf.

• IsGWD: “yes”, če je digraf
−→
PX in “no” sicer.

• UndGrph: ime temeljnega grafa ERG[n,i]. Če je temeljni graf PX, zapišemo namesto
imena GWD(m,k), kjer sta m in n parametra, graf PX.

• SelfOpp: “yes”, če digraf izomorfen svojemu nasprotnemu digrafu in “no” sicer.

• Opp: ime nasprotnega digrafa (kar “Name”, če je digraf nasproten samemu sebi).

• IsUndAT: “yes” če je temeljni graf ločno tranzitiven in “no” sicer.

• s: največje število s, tako da je digraf s-ločno tranzitiven.

• GvAb: “Ab”, če je stabilizator vozlišča Gv v polni grupi avtomorfizmov digrafa komuta-
tiven, sicer “n-Ab”.

• |Av:Gv|: indeks grupe G v grupi avtomorfizmov temeljnega grafa.

• Solv: “solv”, če je G rešljiva in “n-solv” sicer.
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V tabeli ERG3k.csv povzamemo predvsem pregledne informacije o PR grafih.

• Name: ime grafa v katalogu, ERG[n,i].

• |V|: število vozlišč digrafa.

• Digraphs: seznam digrafov, katerih temeljni graf je dani graf, pri čemer je vsak digraf
zapisan v obliki n|i, kjer je n njegov red, i pa njegovo zaporedno število.

• AT: GHAT[n,j], če je graf ločno tranzitiven in HAT[n,j], če je 1/2-ločno tranzitiven. Pri
tem je j zaporedno število grafa med ločno tranzitivnimi oziroma 1/2-ločno tranzitivnimi
PR grafi reda n.

• IsGWD: “yes”, če je graf PX in “no” sicer.

8.2.2 Tabele povezav na katalog [96].

V naslednjih dveh tabelah za vsak dobljeni LR digraf in vsak PR graf reda kvečjemu 1000

zapišemo, pod katerimi imeni nastopa v katalogu ATD [96].

Stolpci tabele povezav za LR digrafe.

• Name: ime digrafa v katalogu, ARD[n,i].

• ATD: ime digrafa v katalogu ločno tranzitivnih grafov, ATD[n,i].

• Und: ime temeljnega grafa v katalogu ATD, bodisi HAT[n,j] bodisi GHAT[n,k].

Stolpci tabele povezav za PR grafe.

• Name: ime grafa v katalogu, ERG[n,i].

• ATD: ime grafa v katalogu ATD, bodisi HAT[n,j] bodisi GHAT[n,k].





Dodatek A

Preglednica manjših grafov

V dodatku povzamemo vse v disertaciji omenjene majhne grafe stopnje 4. Ti namreč nastopajo
pod mnogimi imeni v literaturi in se pojavijo treh zanimivih katalogih grafov. V preglednici
zato navedemo vse oznake, pod katerimi se pojavi posamezen graf v citiranih delih, in indekse,
pod katerimi se pojavi v katalogih [97, 92, 127].

Legenda. V tabeli so grafi urejeni najprej po redu, ki je zapisan v prvem stolpcu, v drugem
stolpcu pa zaradi priročnosti podamo še praštevilski razcep reda. V sledečih stolpcih povza-
memo oznake, pod katerimi grafi nastopajo v treh katalogih.

[97] Katalog ločno tranzitivnih grafov do reda 640 z oznakami AT4val[n, i].

[92] Seznam 2-ločno tranzitivnih grafov pod oznakami Tetra2AT[n, i] na kvečjemu 2000 vo-
zliščih; popoln je za grafe do reda 727.

[127] Katalog povezavno tranzitivnih grafov pod oznakami C4[n, i] do reda 150.

V zgornjih katalogih je indeks vsakega grafa sestavljen iz dveh delov: reda n in zaporednega
števila i med grafi reda n — v ustreznih treh stolpcih podamo le i. V predzadnjem stolpcu
zapišemo še podatek o tem, ali je graf ločno regularen, v zadnjem stolpcu pa oznako, pod
katero se graf pojavlja v obstoječih klasifikacijah. Če graf ni ločno regularen, nam podatek iz
stolpca [92] pove še, če je vsaj 2-ločno tranzitiven (kadar ima indeks v tem katalogu) ali je le
ločno tranzitiven (če se ne pojavi v tem katalogu).
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Tabela A.1: Manjši grafi z oznakami v različnih katalogih.

Red Razcep [97] [92] [127] LR? Literatura

9 32 1 – 1 ne F ′(0) [124, Lemma 4.6 (1)]

12 22 · 3 1 – 2 da C12 [132]

14 2 · 7 2 1 2 ne neincidenčni graf PG(2, 2)

15 3 · 5 1 – 1 ne PSL(2, 5), F (1) [124, Lemma 4.6 (1)]

16 24 1 1 2 ne
2 – 1 ne

21 3 · 7 1 – 2 ne PGL(2, 7), L3(2)4
21 [124, Example 2.3]

26 2 · 13 3 1 3 ne incidenčni (Levijev) graf PG(2, 3)

27 33 2 – 1 da

28 22 · 7 3 1 3 ne G28 [131, Example 3.7]

30 2 · 3 · 5 2 – 7 ne D(F10)

3 – 1 ne L(cdc(F10))

4 1 4 ne cdc(L(F10))

5 – 8 da NC2
30 [132]

7, 8 – 5, 6 da NC0
30, NC1

30 [132]

35 5 · 7 2 1 1 ne A7 [109, Lemma 3.2]

36 22 · 32 1 – 3 ne
2 – 1 ne
3 – 4 ne
4 – 6 da GPS2[4, 3, (01) : (12)]

5 – 2 da BW12[5, 1, 5]

6 – 5 da

42 2 · 3 · 7 3 – 4 ne L(F28)

5 – 5 ne

55 5 · 11 2 1 4 ne soc = PGL(2, 11), [109, Example 4.3]

70 2 · 5 · 7 4 1 4 ne cdc(O(4))

75 3 · 52 1 – 3 da
2 – 2 da
3 – 1 da
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Manjši grafi z oznakami v različnih katalogih. (nadaljevanje)

Red Razcep [97] [92] [127] LR? Literatura

91 7 · 13 2 1 2 ne
3 2 3 ne

100 22 · 52 1 – 2 ne
2 – 1 ne
3 – 4 ne
4 – 6 da
5 – 3 da
6 – 5 da
7 – 10 ne

110 2 · 5 · 11 4 1 6 ne Y(5, 22; 5, 11)

147 3 · 72 1 – 6 da
2 – 1 da
3 – 2 da

182 2 · 7 · 13 5 2 – ne

253 11 · 23 2 1 – ne soc = PSL(2, 23) [109, Example 4.3]

363 3 · 112 1 – – da
2 – – da
3 – – da

506 2 · 11 · 23 3 1 – ne
4 2 – ne
5 3 – ne
6 4 – ne

507 3 · 132 1 – – da
2 – – da
3 – – da

Opombe.

• Graf C12 [132] je Cayleyev graf Cay(A4, {a, b, a−1, b−1}), kjer je A4 = 〈a, b | a3 = b3 =

(ab)2 = 1〉 in je izomorfen X 12
1 .

• V katalogu [97] sta dva grafa s 14 vozlišči, eden od katerih je neincidenčni graf PG(2, 2),
drugi pa ima pare vozlišč z enakimi okolicami.
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• Grafa F ′(0) in F (1) sta opisana v [124, Lemma 4.6], kjer so grafi F (s) definirani kot or-
bitalni grafi grup PSL(2, 22s). Prvi je kar edini ločno tranzitiven graf stopnje 4 in reda 9,
drugi pa edini ločno tranzitiven graf stopnje 4 reda 15, katerega grupa avtomorfizmov je
enaka S5.

• Grupa avtomorfizmov grafa L3(2)4
21 je podgrupa PGL(2, 7) po [124, Example 2.3]; v ka-

talogu [97] je samo en graf reda 21 s tako grupo avtomorfizmov.

• Grafa na 30 vozliščih iz [132] z oznakama NC0
30 in NC1

30 sta kosetna grafa A5 × Z2, NC2
30

pa je kosetni graf S5.

• Graf X 153
4 je v [90] je graf na 153 vozliščih opisan kot Cos(PSL(2, 17), H,HgH), ločno

tranzitiven graf stopnje 4 in reda 153, kjer jeH ∼= D16 maksimalna podgrupa v PSL(2, 17)

in g taka involucija, da je 〈H, g〉 = PSL(2, 17).
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[19] D. Djoković, G. Miller, Regular groups of automorphisms of cubic graphs, J. Combin.
Theory Ser. B 29 (1980), 195–230.

[20] P. G. Doyle, On transitive graphs, Senior thesis, Harvard College (1976)

[21] S. F. Du, M. Y. Xu, Vertex-primitive 1/2-arc-transitive graphs of smallest order, Comm. Al-
gebra 27 (1999), 163–171.

[22] X. G. Fang, C. H. Li, M. Y. Xu, On edge-transitive Cayley graphs of valency 4, European J.
Combin. 25 (2004), 1107–1116.
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