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Povzetek

Naj bo 7 : Z — X holomorfna submerzija iz kompleksne mnogoterosti Z na kom-
pleksno mnogoterost X in D € X 1-konveksna domena s strogo psevdokonveksnim
robom. V disertaciji dokazemo, da pod doloc¢enimi predpostavkami vedno obstaja
sprej m-prerezov nad D, ki ima predpisano jedro, fiksira izjemno mnozico E domene
D in je dominanten na D\ E. Vsak prerez v tem spreju je razreda C¥(D) in holo-
morfen na D. Kot posledico dobimo ve¢ aproksimacijskih rezultatov za m-prereze.
Med drugim dokazemo, da lahko m-prereze, ki so razreda C¥(D) in holomorfni na D
aproksimiramo v C*(D) topologiji s m-prerezi, ki so holomorfni v odprtih okolicah
mnozice D. Pod dodatnimi predpostavkami na submerzijo dobimo tudi aproksi-
macijo z globalnimi holomorfnimi 7-prerezi in princip Oka nad 1-konveksnimi mno-
goterostmi. Vkljucimo tudi rezultat o obstoju pravih holomorfnih preslikav iz 1-
konveksnih domen v g-konveksne mnogoterosti.

Math. Subj. Class. (2010): 32E30, 32F10, 32199, 32T15.

Kljuéne besede: 1-konveksna domena, 1-konveksen Cartanov par, Cartanova le-
ma, sprej, sprej prerezov, aproksimacija, princip Oka, prava holomorfna preslikava.






Abstract

Let # : Z — X be a holomorphic submersion of a complex manifold Z onto a
complex manifold X and D € X a l-convex domain with strongly pseudoconvex
boundary. We prove that under certain conditions there always exists a spray of
m-sections over D which has prescribed core, fixes the exceptional set E of D, and is
dominating on D\ E. Each section in this spray is of class C¥(D) and holomorphic
on D. As a consequence we obtain several approximation results for 7-sections. In
particular, we prove that m-sections which are of class C¥(D) and holomorphic on
D can be approximated in the C¥(D) topology by m-sections that are holomorphic
in open neighborhoods of D. Under additional assumptions on the submersion we
also get approximation by global holomorphic m-sections and the Oka principle over
1-convex manifolds. We include a result on the existance of proper holomorphic
maps from 1-convex domains into g-convex manifolds.

Math. Subj. Class. (2010): 32E30, 32F10, 32199, 32T15.

Keywords: 1-convex domain, 1-convex Cartan pair, Cartan lemma, spray, spray
of sections, approximation, Oka principle, proper holomorphic map.
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Uvod

Moderne metode v kompleksni analizi in geometriji v veliki meri temeljijo na resitvah
nehomogene Cauchy-Riemannove enacbe z ocenami. Med najpomembnejse sodijo
Hérmanderjeva L?-metoda in sorodna d-Neumannova metoda, ki so jo v 60-ih letih
prejsnjega stoletja razvili Hormander [35], [36], Kohn [38], [39] in ostali, ter metoda
integralskih operatorjev s holomorfnimi jedri, ki se je izoblikovala nekoliko kasneje
v delih matematikov kot so Henkin, Arrelano, Lieb, @vrelid in drugi (glej na primer
[42]). Omeniti velja se metodo Ohsawe in Takegoshija [45] za razsiritve holomorfnih
funkcij v L? prostorih s plurisubharmoni¢nimi utezmi, ter Berndtssonove metode
utezenih integralnih jeder.

Vse zgoraj omenjene metode so linearne in jih je za uporabo v nelinearnih prob-
lemih potrebno prilagoditi in dopolniti. Eden izmed takih nelinearnih problemov je
klasicna Oka-Grauert teorija o klasifikaciji holomorfnih G-sveznjev nad Steinovimi
prostori [24], [25]. Linearizacija osnovnega problema v tej teoriji je bila dosezena
preko aproksimacijskih izrekov za holomorfne preslikave v Liejeve grupe ter Car-
tanove leme o razcepu in metode lepljenja za take preslikave. Ta teorije je bila
bistveno posplosena v delu Gromova [30]. Gromov je Liejeve grupe nadomestil z
bistveno ve¢jim razredom t.i. elipticnih mnogoterosti, tj. mnogoterosti z globalnim
dominantnim sprejem. Prav v njegovem delu je metoda aproksimacije in lepljenja
holomorfnih objektov s pomocjo sprejev prvic dobila obrise splosnejse teorije, vendar
je ostalo Se nekaj neresenih tehni¢nih problemov.

V zadnjih letih je teorija sprejev in njihovih aplikacij postala Se veliko bolj splosna
in uporabna skozi dela Forstnerica, Prezljeve in Drinovec-Drnovskove [8], [9], [10],
[14], [16], [17], [20], [22], [21] in drugih. Del te teorije temelji na lokalnih sprejih
prerezov, ki obstajajo v bolj splosni situaciji, namesto na globalnih sprejih, ki ob-
stajajo le na doloc¢enih mnogoterostih. Lokalni spreji prerezov so se izkazali kot zelo
uporabno orodje pri obravnavi cele vrste problemov, kot so:

e Oka-Grauert-Gromov Teorija na Steinovih mnogoterostih s strogo psevdokon-
veksnim robom [9],

e aproksimacija s holomorfnimi preslikavami v okolici domene [9],

e konstrukcija odprtih Steinovih okolic vlozenih Steinovih podvarietet s strogo
psevdokonveksnim robom [15], [52],

e analiza Banachove, Hilbertove ali Fréchetove mnogoterostne strukture prostora
holomorfnih preslikav v kompleksne mnogoterosti [15],
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e nove konstrukcije pravih holomorfnih preslikav [10],

e nov pristop k obravnavi disk funkcionalov [11],

in mnogi drugi.

V disertaciji razsirimo tehnike sprejev, ki so bile razvite v [8], [9], [10], [13] in z
njihovo uporabo postavimo nekatere izmed zgornjih rezultatov v splosnejsi kontekst
1-konveksnih prostorov. Nasi rezultati razsirjajo rezultate Henkina in Leitererja
[33] ter Prezljeve [46]. Pri tem velja poudariti predvsem princip Oka za prereze
holomorfnih sveznjev z Oka vlakni nad kompaktnimi 1-konveksnimi domenami s
strogo psevdokonveksnim robom (Izrek 4.2.3).

V prvem poglavju podamo pregled relevantnih rezultatov iz podro¢ja plurisub-
harmonic¢nih funkcij in 1-konveksnih prostorov, ki jih bomo potrebovali. V drugem
poglavju konstruiramo omejen linearen resitveni operator za nehomogeno d-enaébo
za dolocene (0, 1)-forme na 1-konveksnih domenah s strogo psevdokonveksnim robom
(Trditev 2.3.1). V tretjem poglavju najprej definiramo spreje prerezov (Defini-
cija 3.1.2) in 1-konveksne Cartanove pare (Definicija 3.2.1) ter dokazemo verzijo pos-
plosene Cartanove leme o razcepu s CF-ocenami do roba za 1-konveksne Cartanove
pare (Izrek 3.2.2). Nato pokazemo, kako lahko s pomocjo te leme lepimo spreje pre-
rezov nad 1-konveksnimi Cartanovimi pari (Trditev 3.3.1). Ta metoda lepljenja je
glavno orodje, ki ga potrebujemo v preostanku disertacije. Na koncu poglavja obrav-
navamo obstoj sprejev prerezov nad 1-konveksnimi domenami s strogo psevdokon-
veksnim robom, ki imajo predpisano jedro, fiksirajo izjemno mnozico E in so domi-
nantni izven E (Izrek 3.4.3). V ¢etrtem poglavju dokazemo lokalen aproksimacijski
rezultat Mergelyanovega tipa za prereze holomorfnih submerzij nad 1-konveksnimi
domenami (Izrek 4.1.1) in verzijo principa Oka z aproksimacijo za prereze doloc¢enih
holomorfnih sveznjev nad kompaktnimi 1-konveksnimi domenami, ki so gladki do
roba (Izrek 4.2.3). Vkljuc¢imo 8e rezultat o obstoju pravih holomorfnih preslikav iz
1-konveksnih domen v ¢-konveksne mnogoterosti (Izrek 4.3.1).



Poglavje 1

1-konveksnost

1.1 Plurisubharmonic¢ne funkcije

1.1.1 Harmonic¢ne in subharmonicne funkcije

Preden definiramo harmoni¢ne in subharmonicne funkcije se spomnimo definicije
polzveznosti.

Definicija 1.1.1. Naj bo X realna mnogoterost. Funkcija u : X — [—o0,00) je
navzgor polzvezna, ce je

limsupu(z) <wu(a) zavsak a € X,

zZ—a

oziroma ekvivalentno, ¢e je
{z € X; u(z) < ¢} odprta mnozica za vsak ¢ € R.

Naj D(a,r) := {z € C; |z —a| < r} oznacuje odprt disk s sredis¢em a in radijem
r ter D := (0, 1) odprt enotski disk s sredis¢em v izhodis¢u. Spomnimo se, da je
Laplaceov operator A na C v koordinatah z = x + iy definiran z
0? 0? 0?

A=zt ap " Yo

Definicija 1.1.2. Naj bo D domena v C. Funkcija h : D — R je harmonicna, Ce
ustreza enemu izmed naslednjih ekvivalentnih pogojev:

(i) u je zvezna in zadosca lastnosti povprecne vrednosti, tj. velja

1 2 ]
u(a) = %/ u(a +re'?) dp,
0

¢im je D(a,r) € D,

(ii) u je razreda C? in velja Au =0 na D,
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(iii) u je lokalno realni del holomorfne funkcije.

Iz tocke (iii) v Definiciji 1.1.2 med drugim sledi, da je harmoni¢nost lokalna
lastnost in da je vsaka harmoni¢na funkcija realno analiti¢na.

Definicija 1.1.3. Naj bo D domena v C. Navzgor polzvezna funkcija v : D —
[—00, 00) je subharmonicna, ¢e ustreza enemu izmed naslednjih ekvivalentnih pogo-
jev:

(i) za vsak kompakt K C D in vsako zvezno funkcijo h : K — R, ki je harmoni¢na
v notranjosti K in ustreza u < h na robu 0K, velja u < h na K,

(ii) za vsak disk D(a,r) € D in vsak holomorfen polinom P, ki ustreza u < Re P
na robu dD(a,r), velja u < Re P na D(a,r),

(iii) w ustreza lastnosti podpovprecne vrednosti, tj. velja

1

2
u(a) < §/0 u(a +re') do,

¢im je D(a,r) € D.
Ce je funkcija u razreda C2, so ti pogoji ekvivalentni pogoju
(iv) Au>0na D.

V tocki (iii) v Definiciji 1.1.3 je dovolj, da pogoj velja za dovolj majhne r, zato je
tudi subharmonicnost lokalna lastnost. Za razliko do harmoni¢nih funkcij, pa sub-
harmonicne funkcije niso nujno gladke. V smislu distribucij je pogoj (iv) smiseln tudi
za funkcije, ki niso razreda C2. Osnovne lastnosti harmoniénih in subharmoniénih
funkcij lahko najdemo v [1]. Pojma harmoni¢nosti in subharmonic¢nosti lahko seveda
na ociten nac¢in posplosimo na primer vecih spremenljivk, vendar ta posploSitev v
kompleksni analizi ni preve¢ uporabna. Veliko bolj uporabna je posplositev na tako
imenovane pluriharmoni¢ne in plurisubharmonicne funkcije, ki jo bomo predstavili
v naslednjem razdelku.

1.1.2 Plurisubharmonicne funkcije

Pojem plurisubharmonic¢nosti predstavlja eno izmed moznih posplositev pojma sub-
harmoni¢nosti na primer vecih spremenljivk. Plurisubharmonicne funkcije so eden
izmed najpomembnejsih razredov funkeij v kompleksni analizi in geometriji. Uvedla
sta jih Oka in Lelong leta 1942. V tem razdelku bomo predstavili osnovne definicije
in lastnosti plurisubharmoniénih funkcij (glej na primer [48]).

Definicija 1.1.4. Naj bo D domena v C". Navzgor polzvezna funkcija v : D —
[—o0, 00) je:

(1) pluriharmonicna, ¢e je za vsak a € D in v € C" funkcija u,, : A — u(a + Av)
harmoni¢na na mnozici {A € C; a+ \v € D},
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(i) plurisubharmonicna, ¢e jeza vsak a € D inv € C" funkcija ug, : A — u(a+Av)
subharmoni¢na na mnozici {A € C; a + A\v € D}.

Pogoj v Definiciji 1.1.4 pomeni, pa je navzgor polzvezna funkcija plurisubhar-
monic¢na (pluriharmoni¢éna) natanko tedaj, ko je je subharmoni¢na (harmoni¢na) na
vsaki premici oziroma v vseh smereh. Izkaze se, da je navzgor polzvezna funkcija
pluriharmonicna natanko tedaj, ko je lokalno realni del holomorfne funkcije.

Definicija 1.1.5. Naj bo D domena v C". Funkcija u : D — [—00,00) je strogo
plurisubharmonicéna, ¢e za vsako gladko funkcijo ) : D — R s kompaktnim nosilcem
obstaja € > 0, da je u + ti) plurisubharmoni¢na funkcija za vsak t € [0, €].

Strogo plurisubharmonicne funkcije so torej podrazred tistih plurisubharmoni-
¢nih funkcij, katerih majhne perturbacije so Se vedno plurisubharmoni¢ne. Zaradi
tega dejstva so strogo plurisubharmonicéne funkcije Se posebej uporabne.

Za boljse razumevanje (stroge) plurisubharmoni¢nosti jo bomo sedaj postavili v
bolj geometrijski kontekst. V ta namen uvedemo tako imenovano Levijevo formo.
Najboa € D C C"in u: D — R funkcija razreda C?. Za dovolj majhne v € C" po
Taylorjevem razvoju velja

(a+v)—u()+2Re<Za v])JrRe(iaZ]@zk Ujvk)Jr

+ Z 82]8‘ (2)v; v + o(|v]?).

Hermitsko kvadratno formo

"L 0% ~
Lou(v) :== 5205 (a)v;vy,
k=1 Y%k

imenujemo Levijeva forma funkcije u v tocki a. Izkaze se, da je Levijeva forma
tisti del realne Hessejeve forme (tj. kvadratnega dela Taylorjevega razvoja), ki se
ohranja pri holomorfni zamenjavi koordinat. Naj bosta D € C* in D ¢ C™ domeni,
f : D — D holomorfna preslikava. Naj bo v : D — R funkcija razreda C? in
ﬂ:uof:lN)—JR. Ker za vsaka J, K = 1,...,m velja

Pi .~ P df; , \ O
52,05 ) T 2 0205 Nz, Dz @)

dobimo
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Pri tem velja

> gee @) =) = Q1) i 3 G2k a)ore = Alv) = (0 )

Tako imamo
Laﬂ(’lj) = Lf(a)u(aaf(fu)). (1.1)

Spomnimo se, da imamo izomorfizem C" = T1OC" = T,C", ki identificira
n d 1,0~ Y n
v:(vl,...,vn)EC, V:ZU]—ZGT’C m V+V€TZC,

ter

iv = (ivy, ..., iv,) € C", z’V:z’Z ieTlOC" in V41V eT,C"

J=1 (7
Naj bo
W= - ! i Fu ———dz; NdZ —85u
n 8zjazk 3 b

2-forma. Ker velja
(dzj Nz, WV + V) AV +iV)) = —2iv;Ty,
dobimo
i, —~ J%u _
(Wa, VHEV)A IV +1V)) = Z ai(a)vjvk = Lou(v).
Tako dobimo (pri tej identifikaciji) brezkoordinatno definicijo Levijeve forme
Lu(v) = %(85%1} Niv) zav e Cn. (1.2)

S pomocjo Levijeve forme dobimo naslednjo karakterizacijo (strogo) plurisubhar-
monicnih funkcij.

Trditev 1.1.6. Naj bo D C C" inu: D — R funkcija razreda C*. Tedaj velja:

(i) w je plurisubharmonicéna natanko tedaj, ko je njena Levijeva forma L,u neneg-
ativno definitna na C" v vsaki tocki z € D,

(ii) w je strogo plurisubharmoniéna natanko tedaj, ko je njena Levijeva forma L,u
pozitivno definitna na C™ v vsaki tocki z € D.
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Dokaz. Naj bo u,, kot v Definiciji 1.1.4. Velja

0? 0 [~ Ou -
Aug () = 48>\85\u(a + M) = 45 (; a—gk(a + )\v)vk> =

" 0% ~
=4 Z (@4 A0)v;T; = 4L 4 20u(v).

Od tod ocitno sledi tocka (i).
Za dokaz tocke (ii) denimo najprej, da je u strogo plurisubharmoni¢na funkcija.
Fiksirajmo tocko a € D in izberimo gladko funkcijo x : D — [0, 1] s kompaktnim

nosilcem, da je y = 1 v okolici tocke a. Definiramo ¢ : D — R s predpisom
¥(z) = —|z*x(2), to je otitno gladka funkcija s kompaktnim nosilcem. V okolici
tocke a velja ¥(z) = —|z|?, torej Lo(v) = —|v]?>. Po definiciji obstaja ¢ > 0,

da je funkcija u + €) plurisubharmoni¢éna. Po tocki (i) je torej L,(u + ey)(v) =
Lou(v) + €Lab(v) = Lau(v) — €|v|?> > 0. Od tod pa sledi, da za vsak 0 # v € C"
velja Lyu(v) > €|v]? > 0, kar pomeni, da je Levijeva forma L,u pozitivno definitna
na C".

Denimo sedaj, da je Levijeva forma L,u pozitivno definitna na C" za vsak a € D.
Fiksirajmo gladko funkcijo ¢ : D — R s kompaktnim nosilcem K. Naj bo S = {v €
C"; |v| = 1} enotska sfera v C". Ker sta (a,v) — Lou(v) in (a,v) — L, (v) zvezni
funkciji, obstajata m = min,ex ves Low(v) > 0 in M = max,exves |Latp(v)| > 0.
Tako zaradi bilinearnosti Levijeve forme za vsak a € K in 0 # v € C” velja

Lou(v) = |v|2Lau<|Z—‘> > mlv|?,
[La )] = JoPlLaw (7)< Mol

Naj bo € > 0 tak, da velja eM < m. Tedaj za vsak t € [0,¢] in v € C" velja
Lo(u+t)(v) = Loyu(v) + tLap(v) > Lou(v) — €| Lo (v)| > m|v|* — eM|v|* > 0

za a € K in
Lo(u+ t)(v) = Lyu(v) > 0

za a € D\ K. Po tocki (i) je torej funkcija u + ¢3¢ plurisubharmoni¢na za vsak
t € [0, €], zato je funkcija u strogo plurisubharmonicna. O

Analog Trditve 1.1.6 velja v smislu tokov tudi za funkcije, ki niso razreda C2. Za
podrobnosti glej na primer [51, Satz 1.2 in Satz 1.5].

Izkaze se, da sta plurisubharmoni¢nost in stroga plurisubharmonic¢nost lokalni
lastnosti, tj. funkcija je (strogo) plurisubharmoni¢na natanko tedaj, ko je (strogo)
plurisubharmonicna v okolici vsake tocke. Poleg tega se ti dve lastnosti ohranjata
s holomorfnimi zamenjavami koordinat, tj. e je u (strogo) plurisubharmonicna
funkcija in f biholomorfna preslikava, potem je u o f (strogo) plurisubharmoni¢na
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funkcija. Zaradi tega lahko pojma plurisubharmonicnosti in stroge plurisubhar-
monicnosti prenesemo na kompleksne mnogoterosti preko lokalnih kart. Vse lokalne
lastnosti lastnosti (strogo) plurisubharmoniénih funkcij v C" se seveda prenesejo na
mnogoterosti. Med drugim velja analog Trditve 1.1.6 za domeno D v kompleksni
mnogoterosti X. Levijevo formo na mnogoterostih lahko ra¢cunamo v lokalnih kartah
ali preko naslednje brezkoordinatne definicije, ki je posplositev formule (1.2):

Lu(v) = %(85%@ ANJv) zaveTX,

pri tem je J operator kompleksne strukture, tj. R-linearen endomorfizem tangentnega
sveznja T X, ki je v poljubnih lokalnih holomorfnih koordinatah z = (z1, ..., z,),
zj = xj +1y;, na X podan z

0 0 0 0

de; Oy’ Toy  Owy

V primeru poljubnega kompleksnega prostora je definicija (stroge) plurisubhar-
monicnosti naslednja.

Definicija 1.1.7. Naj bo X kompleksen prostor. Funkcija u : X — [—00,00) je
(strogo) plurisubharmonicna, Ce za vsako tocko x € X obstaja odprta okolica U C X
za x, biholomorfna preslikava f : U — A na zaprto analiticno podmnozico A C Q v
odprti domeni 2 C C" in (strogo) plurisubharmoniéna funkcija @ : Q — [—o0, 00),
da velja uly =@ o f.

Izkaze se, da definicija ni odvisna od izbire lokalne vlozitve f : U — C". Véasih
za plurisubharmoni¢no funkcijo predpostavimo Se, da ni identi¢no enaka —oo na
nobeni povezani komponenti mnozice X.

Definicija 1.1.7 je lokalna definicija plurisubharmonicnosti, ki se zanasa na lo-
kalno strukturo kompleksnega prostora. Obstaja seveda ve¢ drugih ekvivalentnih
definicij. Omenimo le naslednjo brezkoordinatno definicijo, ki je bolj globalna in
analogna Definiciji 1.1.4. Formulirali jo bomo kot lemo.

Lema 1.1.8. Naj bo X kompleksen prostor. Navzgor polzvezna funkcija u : X —
[—00, 00) je plurisubharmoniéna natanko tedaj, ko je za vsako holomorfno preslikavo
f:D— X funkcija uo f subharmonicna.

Razred vseh plurisubharmoni¢énih oziroma strogo plurisubharmoni¢nih funkcij
na X oznacimo s PSH(X) oziroma SPSH(X). Tukaj je nekaj osnovnih primerov
(strogo) plurisubharmoni¢nih funkcij:

o |Z‘2 = Z?:l Zij S SPSH(C”),
e |f|P € PSH(X) za p > 0, kjer je f holomorfna funkcija,
e log|f| € PSH(X), kjer je f holomorfna funkcija,

o > 117 log(Xo0L, 1f517) € PSH(X), kjer so f; holomorfne funkcije,
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o >, IfjI* € SPSH(X), kjer so f; holomorfne funkcije, katerih kompleksni
diferenciali df; povsod napenjajo kotangentni prostor.

Bolj zapletene primere (strogo) plurisubharmoni¢énih funkeij lahko konstruiramo s
pomocjo njihovih lastnosti, ki so nastete na koncu tega razdelka.

Stopnja gladkosti (strogo) plurisubharmoni¢ne funkcije v veliko primerih ni prav
zelo pomembna, saj lahko poljubno (strogo) plurisubharmoniéno funkcijo aproksimi-
ramo z gladkimi (strogo) plurisubharmoni¢nimi funkcijami. Primer v C™ je obrav-
naval Lelong [41].

Izrek 1.1.9. Naj bo D C C" domena in D; = {z € D; |z| < j, dist(z,0D) > %}
Denimo, da jeu : D — [—00,00) strogo plurisubharmonicéna funkcija, ki ni identicno
enaka —oo na nobeni povezani komponenti. Tedaj obstaja zaporedje gladkih funkciy
uj: D — R, j €N, z naslednjimi lastnostma:

(i) u; je strogo plurisubharmoniéna na D;,
(11) U, Z Uj41 NG Dj,
(ili) lim; 0o u;(2) =u(2) za z € D,

(iv) ce je u zvezna, je konvergenca v tocki (iii) enakomerna po kompaktih v D.

Dokaz tega izreka uporablja dobro znano metodo regularizacije funkcij preko
specifiénih konvolucijskih integralov, najdemo ga lahko v [48, str. 89, Theorem 4.12].
Globalno situacijo za strogo plurisubharmonicne funkcije na kompleksnih prostorih
je obravnaval Richberg [51].

Izrek 1.1.10 ([51, Satz 4.2]). Naj bo X kompleksen prostor in X; C X, j € N za-
poredje odprtih kompleksnih podprostorov, da velja X; @ X411 in UjenX; = X. Naj
bo u: X — R zvezna strogo plurisubharmonicna funkcija. Tedaj za vsako zaporedje
€j, 7 € N, pozitivnih realnih stevil obstaja gladka strogo plurisubharmoniéna funkcija
u: X — R, da za vsak j € N velja

0<u—u<e naX\X;,

Izrek 1.1.11 ([51, Satz 4.3]). Naj bo X parakompaktna kompleksna mnogoterost,
G C X domena in u : X — R zvezna strogo plurisubharmoniéna funkcija. Tedaj
za vsak € > 0 obstaja zvezna strogo plurisubharmonicna funkcija u : X — R, ki je
gladka na G, za katero velja

ilx\¢ =ulx\¢ m 0<a—u<e

Po definiciji lahko vsako strogo plurisubharmoni¢no funkcijo na podprostoru Y C
X lokalno razsirimo do strogo plurisubharmonic¢ne funkcije na ambientnem prostoru
X. Richberg je dokazal, da je to mogoce storiti tudi globalno.

Izrek 1.1.12 ([51, Satz 3.3]). Naj bo X parakompakten kompleksen prostor, Y C X
zaprt kompleksen podprostor in u : Y — R zvezna (o0z. gladka) strogo plurisubhar-
monicéna funkcija. Tedaj obstaja odprta okolica U C X prostora Y in zvezna (oz.
gladka) strogo plurisubharmonicna funkcija @ : U — R, za katero velja G|y = u.
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Nastejmo Se nekaj osnovnih lastnosti (strogo) plurisubharmoni¢nih funkeij ([48,
Chapter 11, §4]):

e Ce je u € PSH(X) in ¢ > 0, potem je cu € PSH(X),

e Ce je u € SPSH(X) in ¢ > 0, potem je cu € SPSH(X),

e Ce je up,uy € PSH(X), potem je u; + uy € PSH(X),

e Ce je u; € SPSH(X) in uy € PSH(X), potem je u; + us € SPSH(X),

e Ce jeu € PSH(X) in f : Y — X holomorfna preslikava, potem je uo f €

PSH(Y),

e e je u € SPSH(X) in f : Y — X holomorfna imerzija, potem je uo f €
SPSH(Y'),

e cejeu € PSH(X)in h : [—00,00) — [—00, 00) naras¢ajoca konveksna funkcija,
potem je hou € PSH(X),

e Cejeu € SPSH(X) in h : [—00,00) — [—00, 0) strogo narascajoc¢a konveksna

funkcija, potem je h ou € SPSH(X),
o Cejeu; € PSH(X) zaj=1,...,m, potem je max{ui,...,uy,} € PSH(X),
e Cejeu; € SPSH(X) za j =1,...,m, potem je max{uy,...,u,} € SPSH(X).

o Ce je uy € PSH(X) za A € A in je u := sup,c, uy < 00 navzgor polzvezna
funkcija, potem je u € PSH(X),

o Ce je u; € PSH(X) za j € Nin velja uy > up > ..., potem je lim, . u; €
PSH(X).

1.1.3 Strogo ¢-plurisubharmonicéne funkcije

V primeru funkecij razreda C? obstaja posplogitev pojma strogo plurisubharmoni¢nih
funkecij, to so tako imenovane strogo g-plurisubharmonicéne funkcije. Te so v zadnjem
casu postale pomembno orodje v kompleksni analizi in geometriji.

Definicija 1.1.13. Naj bo X kompleksna mnogoterost dimenzije n in 1 < ¢ <
n+ 1. Funkcija u : X — R razreda C? je strogo g-plurisubharmoniéna, ¢e ima njena
Levijeva forma Lu kve¢jemu g — 1 nepozitivnih lastnih vrednosti (torej vsaj n—q+1
pozitivnih lastnih vrednosti) v vsaki tocki z € X.

Za funkcije razreda C? sta torej stroga plurisubharmoni¢nost in stroga 1-plurisub-
harmonicénost ekvivalentna pojma. Ocitno stroga g-plurisubharmoni¢nost implicira
strogo (g + 1)-plurisubharmoni¢nost. Vsaka funkcija je strogo (n + 1)-plurisubhar-
monicna.

Definicijo 1.1.13 sta vpeljala Andreotti in Grauert. Razli¢ni avtorji uporabljajo
razlicne definicije stroge g-plurisubharmonicnosti, ki se lahko od te razlikujejo v
zamiku indeksa q.

Na poljubne kompleksne prostore definicijo prenesemo na obic¢ajni nacin.
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Definicija 1.1.14. Naj bo X kompleksen prostor. Funkcija u : X — R je strogo
q-plurisubharmonicna, ¢e za vsako tocko x € X obstaja odprta okolica U C X za
x, biholomorfna preslikava f : U — A na zaprto analiticno podmnozico A C Q v
odprti domeni 2 C C” in strogo g-plurisubharmonicna funkcija @ : 2 — R, da velja
U|U =1uo f

1.2 Psevdokonveksnost

1.2.1 Gladek rob

Definicija 1.2.1. Naj bo X gladka mnogoterost. Pravimo, da ima odprta mnozica
D C X rob razreda C' (I > 1) v tocki p € 0D, ¢e obstaja odprta okolica U C X
tocke p in funkcija ¢ : U — R razreda C!, za katero velja:

(i) DNU ={z € U; ¢(x) <0},
(i) do(x) #0 za vsak z € U.

Ce zgornji pogoj velja za vsako tocko p € 9D, pravimo, da ima domena D rob
razreda C'.

Opazimo, da pogoja (i) in (ii) iz Definicije 1.2.1 implicirata tudi
ODNU ={xeU; ¢(x)=0} in U\D={zxeU; ¢(x) >0}

Funkcijo ¢ imenujemo lokalna definicijska funkcija za D v okolici tocke p. Namesto
pogoja (ii) je seveda dovolj zahtevati, da tocka p ni kriticna tocka funkcije ¢ (tj.
do(p) # 0), saj potem (ii) zaradi zvezne odvedljivosti velja na neki okolici Uy tocke
p. Tako je ¢ definicijska funkeija za D v vsaki tocki o € 9D N Uy. Ce je U okolica
celega robu 0D, potem funkcijo ¢ imenujemo (globalna) definicijska funkcija za D.

Pogoj, da ima D rob razreda C' v tocki p € D je ekvivalenten pogoju, da je za
neko okolico U C X tocke p mnozica 0D N U zaprta realna podmnogoterost v U
dimenzije dimg X — 1.

V okolici tocke p € 9D lahko obstaja vec¢ razlicnih lokalnih definicijskih funkcij
za D. Relacija med njimi je podana v naslednji lemi (glej [48, Lemma 2.5, str. 51]).

Lema 1.2.2. Naj bosta ¢ in v dve lokalni definicijski funkciji za D razreda C' v
okolici U toc¢ke p € OD. Tedaj obstaja enolicna pozitivna funkcija h € C=1(U), za
katero velja:

() p=h-énal,
(ii) dy =h-d¢p na 0DNU.
Dokaz. Na U \ 0D definiramo h = % Tu je h o¢itno funkcija razreda C' in velja
h > 0. Zaradi zveznosti je s tem funkcija h enolicno dolocena (Ce obstaja). Naj bo
sedaj g € 0DNU. Zelimo definirati funkcijo h lokalno v okolici W C U tocke q. Zato
lahko predpostavimo, da je W C R", kjer je n = dimg X. S C' zamenjavo koordinat
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lahko dosezemo se ¢ = 0 in ¢(z) = z,, Kjer je x = (', x,) = (x1,...,2p_1,2,). To
med drugim pomeni, da je 0ODNW = {z € W; x, = 0}, zato velja tudi ¢(2’,0) = 0.
Po osnovnem izreku analize velja

i R _ o, _
0(o) = v )~ 0l 0) = [ ) de = [ ) e =
= L t) dt

Integral na desni strani o¢itno definira funkcijo razreda C'=*, ki razsirja funkcijo h.
S tem je dokazan obstoj funkcije h in pogoj (i).

Preverimo sedaj pogoj (ii) v tocki ¢ € 9D N U, kot zgoraj lahko predpostavimo
g = 0. Zal > 2 bi ta pogoj lahko dokazali kar z odvajanjem enakosti iz (i), v
splosnem pa potrebujemo nek drug argument, saj funkcija A v primeru [ = 1 ni
nujno odvedljiva. Velja

() = $(0) — h(0)d(0) - & = h(z)g(x) — h(0)d(0) - 2 ~
~ W) ($(0) + do(0) - 2 + of|2])) — h(0)dd(0) - x =
— (h(x) — 1(0))do(0) - © + hx)o(|x]) = of ).

Od tod sledi, da je dy(0) = h(0)d¢(0), kar smo zeleli pokazati.
Iz pogoja (ii) sedaj ocitno sledi tudi A # 0 na 9D N U, torej zaradi zveznosti
h > 0. O

S pomocjo razclenitve enote lahko lokalne definicijske funkcije zlepimo v globalno
definicijsko funkcijo.

Lema 1.2.3. Za vsako relativno kompaktno domeno D z robom razreda C' obstaja
globalna definicijska funkcija razreda C'.

Dokaz. Zaradi kompaktnosti roba dD obstaja kontno odprto pokritje {U;; j =
1,...,m} in lokalne definicijske funkcije ¢; € C'(U;), j = 1,...,m. Po izreku o
razclenitvi enote dobimo za vsak j = 1,...,m gladko funkcijo x; : U; — [0,1] s
kompaktnim nosilcem, da velja ZT:1 X; = 1 na neki odprti okolici U C U;n:1 U;
roba 0D. Za x € U definiramo ¢(x) = Z; x;j(x)¢;(x), kjer ' pomeni, da vsota tece
le po tistih j € {1,...,m}, za katere je x € U;. O¢itno je ¢ funkcija razreda C'. Za
x € DNU obstaja j, da je x € DN U; in zato ¢(x) < x,(x)¢;(z) < 0. Obratno, ce
je ¢(x) < 0, obstaja j, da je ¢;(x) < 0, torej z € DNU; C DNU. Od tod sledi,
da velja DNU = {z € U; ¢(x) < 0}. Preverimo Se, da je dp # 0 na dD. Naj bo
p € 0D. Ocitno velja do(p) = Z; X;j(p)do;(p). Predpostavimo lahko, da je p € U;.
Po Lemi 1.2.2 velja do(p) = Z; X;(p)C;é1(p) za neke pozitivne konstante Cj, torej

je dp(p) = Cdpy(p) # 0 za C = Z; x;(p)C; > 0. O
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1.2.2 Psevdokonveksen rob

Definicija 1.2.4. Naj bo X kompleksen prostor. Pravimo, da ima odprta mnozica
D C X (strogo) psevdokonveksen rob v tocki p € 0D, e obstaja odprta okolica
U C X tocke p in (strogo) plurisubharmoni¢na funkcija ¢ : U — [—00,0), za
katero velja:

(i) DNU ={z € U; ¢(z) <0},
(i) p=0na oD NU.

Ce zgornji pogoj velja za vsako tocko p € D, pravimo, da ima domena D (strogo )
psevdokonveksen rob.

Richberg je dokazal, da lahko funkcijo ¢ v Definiciji 1.2.4 vedno izberemo zvezno
(glej [51, Satz 2.5]). Poleg tega je dokazal, da v primeru strogo psevdokonveksnega
roba lahko vedno najdemo globalno definicijsko funkcijo, kot v naslednjem izreku.

Izrek 1.2.5 ([51, Satz 3.4]). Naj bo X parakompakten kompleksen prostor in D C X
domena s strogo psevdokonveksnim robom. Tedaj obstaja odprta okolica U C X
roba 0D in zvezna strogo plurisubharmonicna funkcija ¢ : U — R, za katero velja
GNU ={z€eU; ¢(z) <0}. Ce je prostor X Steinov, potem je U lahko kar odprta
okolica mnoZice D.

Opazimo, da je pogoj v Definiciji 1.2.4 odvisen od izbire definicijske funkcije za
D, tj. ¢e najdemo funkcijo ¢ za katero velja (i) in (ii) ter ugotovimo, da ¢ ni (strogo)
plurisubharmonic¢na, to $e ne pomeni, da D nima (strogo) psevdokonveksnega roba.
Na sreco obstaja Se en pojem psevdokonveksnosti, ki bo odpravil to pomanjkljivost
vsaj za domene z robom razreda C? v kompleksnih mnogoterostih.

Definicija 1.2.6. Naj bo X kompleksna mnogoterost, D C X odprta mnozica, ki
ima v tocki p € 9D rob razreda C?, in ¢ lokalna definicijska funkcija za D razreda
C? v okolici tocke p.

(i) D ima Levijevo psevdokonveksen rob v tocki p, ¢e velja

L,p(v) >0 zavsewv e Tf@D,

(ii) D ima strogo Levijevo psevdokonveksen rob v tocki p, ¢e velja

Lyp(v) >0 zavse0#wve T;CE?D.

(iii) D ima (strogo) Levijevo psevdokonveksen rob, ¢e ima (strogo) Levijevo psev-
dokonveksen rob v vsaki tocki p € dD.

Pri tem je T;C&D = T,0DNJ(T,0D) maksimalen kompleksen podprostor v 7,0D.
Zlahka se prepricamo, da velja T,0D = ker d,¢ in T;C@D = ker 9,¢ = ker 05¢|1,0p-
Izkaze se, da sta pogoja iz Definicije 1.2.6 neodvisna od izbire lokalne definicijske
funkcije; oglejmo si skico dokaza. Naj bo 1) Se ena C? lokalna definicijska funkcija za
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D v okolici tocke p. Po Lemi 1.2.2 obstaja pozitivna funkcija h razreda C ! definirana
v okolici tocke p, da velja 1) = h -1). Ce bi bil h razreda C?, bi lahko porac¢unali, da
velja

L,(v) =2Re <8ph('0) : 8p<;5('u)> + h(p)Lyp(v) za vsak v € T, X.

S podobnim argumentom kot v dokazu tocke (ii) v Lemi 1.2.2 lahko dokazemo,
da zgornja enakost velja tudi v primeru, ko je h le razreda C!. Natancen dokaz
prepuscamo bralcu. Tako velja

L,(v) = h(p)Lyp(v) za vsak v € TI;C@D.

Ker je h(p) > 0, je (stroga) Levijeva psevdokonveksnost roba neodvisna od izbire
definicijske funkcije.

Ni tezko videti, da je (stroga) Levijeva psevdokonveksnost roba odprta lastnost,
tj. ¢e je rob 9D (strogo) Levijevo psevdokonveksen v tocki p € 9D, je (strogo) Levi-
jevo psevdokonveksen tudi v vseh bliznjih tockah z € 0D. Iz naslednje trditve sledi,
da sta stroga Levijeva psevdokonveksnost in stroga psevdokonveksnost ekvivalentna
pojma.

Trditev 1.2.7. Naj bo X kompleksna mnogoterost in D C X odprta relativno kom-
paktna mnoZica s strogo Levijevo psevdokonveksnim robom razreda C' (1 > 2). Tedaj
obstaja odprta okolica U roba 0D in globalna definicijska funkcija ¢ : U — R za D,
ki je razreda C' in strogo plurisubharmonicéna na U. Ce je X Steinova mnogoterost,
potem je U lahko kar odprta okolica mnoZice D.

Dokaz. Po Lemi 1.2.3 obstaja globalna definicijska funkcija 1 za D razreda C'.
Pokazali bomo, da je za dovolj velik A > 0 funkcija ¢ = e4¥ —1 globalna definicijska
funkcija za D, ki je razreda C' in strogo plurisubharmoni¢na na neki okolici roba
0D. Prvi dve lastnosti sta o¢itno veljata za vsak A > 0. Racun pokaze, da za vsak
v € TX velja

Lo(v) = AV <A|a¢(v)|2 + Lw(v)). (1.3)

Sedaj moramo izbrati A dovolj velik, do bo v primeru Li(v) < 0 prevladal poz-
itiven ¢len A|0w(v)[®. Tako bo Levijeva forma L¢(v) povsod pozitivno definitna.
Fiksirajmo Hermitsko metriko |- | na 7X. Za z € X in Y C X ozna¢imo S, :=
{ve T, X; |v]| =1} in Sy := U, ¢y S: € TX. Opazimo, da je mnozica Syp kompak-
tna. Zaradi zveznosti Levijeve forme je tudi mnozica K = {v € Syp; Li(v) < 0}
kompaktna. Zaradi stroge Levijeve psevdokonveksnosti roba velja [0¢(v)[* > 0 za
vsak v € K. Ozna¢imo m := min,eg |0¢(v)]? > 0 in M := min,eg,, L(v) < 0.
Izberimo A tako velik, da velja C' := Am + M > 0. Tedaj iz (1.3) sledi

Lo(v) > C  za vsak v € Syp.

Zaradi zveznosti Levijeve forme to velja tudi za vsak v iz neke odprte okolice Q2 C T'X
mnozice Sgp oziroma za vsak v € Sy, kjer je U C X neka odprta okolica roba 0D
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(vzamemo na primer U = X \ 7(Sx \ ©), kjer je 7 : TX — X naravna projekcija).
Zaradi bilinearnosti Levijeve forme dobimo

Lo(v) = o Lo (7

Torej je ¢ strogo plurisubharmonicna funkcija na U.

Dokaz drugega dela trditve bomo le skicirali. Spomnimo se, da na Steinovem
prostoru X obstaja gladka strogo plurisubharmonicna funkcija izérpanja ¢ : X — R
(glej Izrek 1.3.8). Fiksirajmo taka 0 < 6; < &9, da je {z € U; —ds < ¢(2) <
—01} € UN D. Izberimo gladko funkcijo 7 : R — R, da je 7(t) =t za t > —dy,
7'(t), 7"(t) > 0 za —02 < t < —d; in je 7(t) konstantna za ¢t < —dy. Izberimo Se
gladko funkcijo x : X — [0, 1] s kompaktnim nosilcem vsebovanim v D, da je y = 1
na okolici D\ {z € U; ¢(z) > —d1}. Sedaj definiramo funkcijo ® = 70 ¢ + exy) na
D UU, kjer je € > 0. Ta funkcija je ocitno strogo plurisubharmoni¢na na U \ D in
D\ {z € U; ¢(z) > —61}. Ni tezko preveriti, da je za dovolj majhen e, funkcija ®
strogo plurisubharmonicna tudi na {z € U; —d; < ¢(z) < 0}. Zagotoviti moramo
le, da na tej mnozici pozitivna definitnost Levijeve forme funkcije 70¢ = ¢ prevlada
nad morebitnim negativnim delom Levijeve forme funkcije ex1 (ta je reda O(e), saj
ima funkcija xy kompakten nosilec). Detajle dokaza prepuscamo bralcu. O

‘ |> > Clwf>>0 zavsak 0 #v € TX|y.
v

Strogo psevdokonveksnost roba si lahko lokalno zelo dobro predstavljamo s po-
mocjo naslednje leme o lokalni konveksifikaciji, ki je poznana pod imenom Narasim-
hanova lema, ¢eprav je je poznal ze Kneser [37].

Trditev 1.2.8. Naj bo X kompleksna mnogoterost in D C X odprta mnoZica, ki
ima v tocki p € 0D rob razreda C*. Tedaj ima D strogo Levijevo psevdokonveksen
rob v p ¢ée in samo ce ima v nekih holomorfnih koordinatah strogo konveksen rob.

Dokaz. Ker je trditev lokalna, lahko predpostavimo, da je D C C". Denimo najprej,
da ima D strogo Levijevo psevdokonveksen rob v p. Kot v dokazu Trditve 1.2.7 na-
jdemo lokalno definicijsko funkcijo 1 za D v okolici p, ki je razreda C? in strogo
plurisubharmoni¢na. S translacijo dosezemo p = 0 in s C-linearno zamenjavo koor-
dinat dosezemo e TLOD = {0} x C*~! oziroma g—i(O) # 0 in 3—2(0) =0zal#1.
V teh koordinatah je

(2) = 2Re <§—z(0)zl> +Re ( Zn_: %(O)zﬂk} + Loo(2) + of|2]?).

Vpeljemo nove koordinate w = F(2)

0 1~ &

0432 5g
21 ) 20z

wy = (0)zjzk, In w =z zal#l.

Zlahka preverimo, da velja det F'(0) = g—i(O) # 0, torej je F' v okolici 0 lokalni
biholomorfizem. V teh koordinatah je

n

d(w) = 2Re(wy) + Z a; yw;wy + of|w|?)

J,k=1
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za neke a;; € C. Pri tem je seveda Z;L,k=1 a; rw;wy hkrati Levijeva forma in realna
Hessejeva forma funkcije ¢. Pozitivna definitnost te forme na To0D torej pomeni,
da ima D v teh koordinatah strogo konveksen rob v p = 0.

Denimo sedaj, da ima D v koordinatah w = F(z) strogo konveksen rob v p.
Naj bo ¢ lokalna definicijska funkcija za D v okolici p. Oznac¢imo s H,¢(v) realno

Hessejevo formo in R.¢(v) = Re <sz:1%(z)vjvk>. Tedaj velja H,¢(v) =

L.¢p(v) + R.p(v) > 0 za vsak z € 9D blizu p in vsak 0 # v € T,0D. Naj bo sedaj
0#£wve TI;C@D, tedaj je tudi 0 # v € TI;C(?D. Zato velja

0 < H.¢(v) + H.¢(iv) = L:p(v) + Rop(v) + Lod(v) — R.¢(v) = 2L.¢(v).
To pa pomeni, da ima D strogo Levijevo psevdokonveksen rob v p. O

Psevdokonveksnost lahko definiramo tudi za kompleksne prostore brez roba.

Definicija 1.2.9. Naj bo X kompleksen prostor. Navzgor polzvezno funkcijo ¢ :
X — [—00,00) imenujemo funkcija izérpanja, ¢e je za vsak ¢ € R mnozica {z €
X; ¢(z) < ¢} relativno kompaktna v X.

Definicija 1.2.10. Kompleksen prostor X je strogo psevdokonveksen, ¢e obstaja
kompakt K in zvezna funkcija izérpanja ¢ : X — R, ki je strogo plurisubharmoni¢na
na X \ K.

1.2.3 ¢-konveksni prostori

Pomembna posplositev strogo psevdokonveksnih prostorov so g-konveksni prostori.

Definicija 1.2.11. Naj bo X kompleksen prostor. Pravimo, da je odprta mnozica
D C X g-konveksna v tocki p € 0D, ce obstaja odprta okolica U C X tocke p in
strogo g-plurisubharmoniéna funkcija ¢ : U — [—00,0), za katero velja DNU =
{z € U; ¢(2) < 0}. Ce ta pogoj velja za vsako tocko p € OD, pravimo, da je domena
D q-konveksna.

Definicija 1.2.12. Kompleksen prostor X je q-konveksen, ¢e obstaja kompakt K in
zvezna funkcija izérpanja ¢ : X — R, ki je strogo g-plurisubharmoni¢na na X \ K.
Ce lahko kompakt K izberemo prazen, potem pravimo, da je prostor X g-kompleten.

Izkaze se, da lahko funkcijo ¢ v Definicijah 1.2.10 in 1.2.12 izberemo gladko, zato
so 1-konveksni prostori natanko strogo psevdokonveksni prostori. Vidimo, da je vsak
g-konveksen prostor izérpan z relativno kompaktnimi ¢g-konveksnimi domenami {z €
X; ¢(z) < ¢}, ¢ >> 0, z gladkim robom. O¢itno g-konveksnost implicira (¢ + 1)-
konveksnost. V primeru ko je X kompakten prostor, je pogoj iz Definicij 1.2.10
in 1.2.12 avtomaticno izpolnjen za K = X. Zato je vsak kompakten prostor 1-
konveksen. Kompaktne prostore vcasih imenujemo 0-konveksni.

Primer 1.2.13. Naj bo n > 1. Ozna¢imo z z = (z1,...,2,) koordinate v Evk-
lidskem prostoru C" in s t = [t; : ... : t,] homogene koordinate v projektivnem
prostoru CP"~ 1. Oglejmo si najpreprostejsi primer 1-konveksnega prostora X, ki
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ni niti kompakten niti 1-kompleten. Gre za razpih tocke v C". Geometrijsko
bomo izhodisée 0 € C" nadomestili s projektivnim prostorom CP"~!, pri ¢emer
bomo poskrbeli, da bo kompleksna premica v C", ki gre skozi izhodis¢e in tocko
(21,...,2,) € C", sedaj namesto izhodis¢a vsebovala tocko [z; : ... : z,] € CP* 1.
Tako se te premice v prostoru X ne bodo vec sekale. Prostor X bomo realizirali kot
kompleksno podmnogoterost v C* x CP"~!. Naj bo torej

X ={(2,t) € C" x CP""; 2ty = zt;, 1 < j k <n}.

Zlahka preverimo, da je X kompleksna podmnogoterost dimenzije n v C* x CP"!,
Oznacimo z R : X — C" zozitev naravne projekcije C* x CP""! — C", (2,t) — z.
Zlahka preverimo, da je R prava holomorfna surjekcija. Poleg tega je R : X \
R71(0) — C™\ {0} biholomorfna preslikava. Vlakno nad 0 € C" je enako R~*(0) =
{0} x CP"! = CP"!, torej kompaktno. O¢itno je funkcija ¢ : X — R podana s
predpisom ¢(z) = |R(z)|?, torej ¢(z,t) = |z|?, gladka funkcija izérpanja, ki je strogo
plurisubharmoni¢na na X \ R71(0).

V naslednjih poglavjih se bomo ve¢inoma ukvarjali z 1-konveksnimi domenami.
Za domene imamo sedaj dve rahlo razliéni definiciji 1-konveksnost; kot 1-konveksne
domene v smislu Definicije 1.2.11 in kot 1-konveksnega prostora v smislu Defini-
cije 1.2.12. Da se izognemo zmedi, bomo 1-konveksno domeno v smislu Defini-
cije 1.2.11 imenovali 1-konveksna domena s strogo psevdokonveksnim robom.

1.3 Karakterizacije 1-konveksnosti

V tem razdelku zelimo predstaviti nekaj pomembnejsih karakterizacij 1-konveksnih
prostorov in jih primerjati s pripadajo¢imi karakterizacijami Steinovih prostorov.
Zaradi enostavnosti bomo predpostavili, da so vsi prostori v tem razdelku 1-Stevni
v neskoncnosti in reducirani (tj. vse bilke v strukturnem snopu so brez nenicelnih
nilpotentnih elementov). Naj bo X kompleksen prostor s strukturnim snopom Ox.
Z O(X) oznacimo algebro vseh holomorfnih funkcij na X.

Definicija 1.3.1. Naj bo K C X kompaktna mnozica. Mnozico

K :={z € X; |f(x)] < max|f(2)] za vsak f € O(X)}

imenujemo O(X)-konveksna ogrinjac¢a mnozice K. Pravimo, da je mnozica K
O(X)-konveksna, ¢e velja K = K.

Vcasih namesto K oznacimo Ko x), da poudarimo za katero ogrinjaco gre.

Definicija 1.3.2. Kompleksen prostor X je holomorfno konveksen, e je za vsako
kompaktno mnozico K C X tudi mnozica K kompaktna.

Kot direktno posledico Definicije 1.3.1 imamo naslednje dejstvo. Za vsaka €, M >
0 in vsak z € X \ K obstaja holomorfna funkcija f € O(X), za katero velja |f(x)| >
M in |f(z)| < € za vse z € K. Po drugi strani Definicija 1.3.2 zagotavlja obsto]
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normalnega iz¢rpanja holomorfno konveksnega prostora X s kompaktnimi O(X)-
konveksnimi mnozicami (tj. K; € Ko € K3 € ... C X, UjeN K;=Xin [?j = Kj za
vsak j € N). S pomocjo teh dveh dejstev lahko skonstruiramo zaporedje holomorfnih
funkcij f; € O(X), j € N, katerega vsota konvergira k neomejeni holomorfni funkeiji
iz naslednje trditve, ki podaja enostavno a pomembno karakterizacijo holomorfne
konveksnosti. Podroben dokaz lahko najdemo v [29, Chap. IV, §2, Theorem 4 in

Theorem 12].

Trditev 1.3.3. Kompleksen prostor X je holomorfno konveksen natanko tedaj, ko za
vsako meskoncno diskretno mnozico T C X obstaja holomorfna funkcija h € O(X),
ki je neomejena na T

Klasi¢na definicija Steinovega prostora je naslednja.

Definicija 1.3.4. Kompleksen prostor X je Steinov, ¢e je holomorfno konveksen in
algebra O(X) lo¢i tocke na X.

Po Grauertovem rezultatu [23] na Steinovih prostorih obstaja veliko globalnih
holomorfnih funkcij, kot v naslednji trditvi.

Trditev 1.3.5. Naj bo X Steinov prostor. Tedaj za vsako tocko x € X obstaja
koncéno mnogo funkcij fi, ..., f, € O(X), da preslikava f = (fi1,..., fn) preslika
odprto okolico U tocke x biholomorfno na zaprto analiticno podmnozico A C € v
odprti domeni Q C CN, N = N(z).

Najmanjsi mozen N (x) v Trditvi 1.3.5 imenujemo vloZitvena dimenzija prostora
X v tocki x. Kot direktno posledico definicije imamo naslednjo karakterizacijo
Steinovih prostorov.

Izrek 1.3.6. Kompleksen prostor X je Steinov natanko tedaj, ko je holomorfno
konveksen in ne vsebuje kompaktne analiticne podmnoZice pozitivne dimenzije.

Osnovni primer Steinovega prostora je seveda C". Zlahka preverimo, da je tudi
vsak zaprt kompleksen podprostor v C" Steinov. Velja tudi obrat, vsak Steinov
prostor koné¢ne vlozitvene dimenzije lahko vlozimo v nek CV, kar ni tezko dokazati
z uporabo Trditve 1.3.5.

Izrek 1.3.7. Kompleksen prostor X koncne dimenzije je Steinov natanko tedaj, ko
je izomorfen zaprtemu kompleksnemu podprostoru v C" (za nekn € N).

Obstajajo veliko bolj natanéni vlozitveni izreki, a jih tukaj ne bomo omenjali
(glej na primer [13, Chap. 8]). Naslednja karakterizacija Steinovih prostorov ze
nakazuje, da so si Steinovi in 1-konveksni prostori precej sorodni.

Izrek 1.3.8. Kompleksen prostor X je Steinov natanko tedaj, ko obstaja strogo
plurisubharmonicna funkcija iz¢rpanja ¢ : X — R. Poleg tega lahko ¢ izberemo
realno analiticno.
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Steinovi prostori so torej natanko 1-kompletni prostori. To karakterizacijo sta
dokazala Grauert [26] za kompleksne mnogoterosti v primeru C? funkcije ¢ in Na-
rasimhan [44] za kompleksne prostore v primeru zvezne funkcije ¢. Presenetljivo
dejstvo, da zveznost ni potreben pogoj sta dokazala Fornaess in Narasimhan [12].
Predpostavka, da funkcija ¢ ne zavzame vrednosti —oo, pa je zelo pomembna (glej
Izrek 1.3.15).

Holomorfno konveksni prostori so nekaksni ‘vlaknasti’ prostori nad Steinovimi
prostori. Pri tem imamo v mislih naslednji Remmertov izrek [49].

Izrek 1.3.9 (Remmertova redukcija). Naj bo (X,Ox) holomorfno konveksen
prostor. Tedaj obstaja Steinov prostor (S, Og) in prava holomorfna surjekcija R :
X — S, da velja:

(i) R ima povezana vlakna,

)

(i) R.(Ox)= Os,

(iii) kanonicna preslikava Og(S) — Ox(X) je izomorfizem,
)

ce je F': X — Y holomorfna preslikava v Steinov prostor Y, obstaja enolicna
holomorfna preslikava H : S — 'Y, da naslednji diagram komutira.

X
7\
g2

Preslikavo R : X — S (oziroma prostor S) imenujemo Remmertova redukcija
prostora X. Geometri¢no je do Steinove faktorizacije natanéno S = X/, kjer je

(iv

r1~ Ty & f(xy) = f(xg) zavsak f € Ox(X).

Drugace povedano, R sesede vse nikjer diskretne kompaktne analiticne podmnozice
v X. Kompleksno strukturo na Y pa skonstruiramo s pomocjo Grauertovega izreka
o direktni sliki.

Izrek 1.3.9 se izkaze kot zelo uporaben pri obravnavi 1-konveksnih prostorov in
je v resnici izhodisce te teorije. Da ga lahko uporabimo za 1-konveksne prostore
je seveda najprej treba videti, da so 1-konveksni prostori holomorfno konveksni.
To resitev Levijevega problema v 1-konveksnem primeru sta dokazala Grauert [26]
za kompleksne mnogoterosti ter Narasimhan [44] in Grauert [27] za kompleksne
prostore.

Trditev 1.3.10. Vsak 1-konveksen prostor je holomorfno konveksen.

Ker je 1-konveksen prostor izérpan z 1-konveksnimi domenami s strogo psev-
dokonveksnim robom, je trditev dovolj dokazati za tako domeno D. V tem primeru
se dokaz zanaSa na resljivost Cousinovega I problema in uporablja dejstvo, da je
H'(D,Ox) kon¢no dimenzionalen C-vektorski prostor (glej Izrek 1.3.18). Skica
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dokaza je naslednja. Za dan p € 9D moramo skonstruirati h € Ox (D), da velja
lim, ., [h(z)| = oo. Izberemo odprto okolico U tocke p, na kateri obstaja f €
Ox(U), da velja {f = 0} N D = {p}. Izberemo 1l-konveksno domeno G 3 D s

pozitivno razdaljo do {f =0} N OU. Fiksiramo majhni okolici V4 C V5 tocke p.
Definiramo holomorfne funkcije g](-l) € Ox(G\WV1) z gj(»l) = 0 in meromorfne funkcije
g](-2) e Mx(Vy) z g](-Z) = #,j € N. Tedaj je par (g](-l), j(?)
nov I problem in definira kohomoloski razred g; € H'(G, Ox). Torej za dovolj velik
J obstajajo ai,...a; € C, ay # 0, da velja Z;‘]:1 a;jg; = 0. Zato obstaja h € M(G),
za katerega je h — Z}]ﬂ a;f77 € Ox(Va) in h € Ox(G \ V}). Tako je h|p funkcija,
ki jo is¢emo.

Zaradi dejstva, da so 1-konveksni prostori holomorfno konveksni, je njihova
teorija popolnoma drugac¢na od splosne teorije g-konveksnih prostorov. Na primer,
obstajajo nekompaktni g-konveksni prostori, ki nimajo nobene nekonstantne holo-
morfne funkcije, na nekompaktnih 1-konveksnih prostorih pa vedno obstaja ve-
liko holomorfnih funkcij, kar kar ocitno sledi iz Remmertove redukcije. Preden si
ogledamo, kaj nam Remmertova redukcija pove o 1-konveksnih prostorih, potrebu-
jemo Se en rezultat o analiticnih podmnozicah.

) sistem podatkov za Cousi-

Definicija 1.3.11. Nikjer diskretna kompaktna analiticna podmnozica A C X se
imenuje maksimalna kompaktna analiticna podmnoZica v X, ¢e vsebuje vsako nikjer
diskretno kompaktno analiticno podmnozico v X.

Analiticna podmnozica je nikjer diskretna, ¢e nima izoliranih tock oziroma, ¢e je
pozitivne dimenzije v vsaki svoji tocki. Vemo ze, da Steinovi prostori nimajo kom-
paktnih nikjer diskretnih analiticnih podmnozic. Na drugi strani imajo holomorfno
konveksni prostori lahko veliko kompaktnih nikjer diskretnih analiticnih podmnozic.
Iz naslednjega Grauertovega rezultata, ki je analogen Izreku 1.3.6 vidimo, da so 1-
konveksni prostori nekje vmes.

Izrek 1.3.12. Kompleksen prostor X je 1-konwveksen natanko tedaj, ko je holo-
morfno konveksen in ima maksimalno kompaktno analiticno podmnoZico E. V re-
snict je

E ={z € X; dim, R (R(x)) > 0},
kjer je R : X — S Remmertova redukcija prostora X .

Ker je Remmertova redukcija R : X — S prava preslikava in E kompaktna
analiticna mnozica, je po Remmertovem rezultatu tudi R(FE) kompaktna analiticna
mnozica. Ker je S Steinov prostor, mora biti R(E) konéna mnozica. Poleg tega
je po konstrukciji Remmertove redukcije S = X/E in R : X\ E — S\ R(E)
biholomorfizem.

Definicija 1.3.13. Naj bo X kompleksen prostor. Denimo, da obstaja kompleksen
prostor Y, nikjer diskretna kompaktna analiticna podmnozica A C X in prava
holomorfna surjekcija 7 : X — Y, da velja:

(i) m(A) je konéna mnozica,



1.3 KARAKTERIZACIJE 1-KONVEKSNOSTI 33

(11) W*(Ox) = Oy,
(iii) 7: X \ A — Y \ 7(A) je biholomorfizem.

Tedaj pravimo, da je prostor X (oziroma preslikava ) prava modifikacija prostora
Y v konéno mnogo tockah. Mnozico A imenujemo izjemna mnoZica prostora X.

To nam da eno izmed najbolj uporabnih karakterizacij 1-konveksnih prostorov.

Izrek 1.3.14. Kompleksen prostor je 1-konveksen natanko teday, ko je prava modi-
fikacija Steinovega prostora v koncéno mnogo tockah.

Ta karakterizacija nam omogoca enostavno konstrukcijo 1-konveksnih prostorov;
vzamemo Steinov prostor in razpihnemo nekaj tock. V resnici je Primer 1.2.13 1-
konveksnega prostora iz konca prejsnjega razdelka natanko tak; Steinovemu prostoru
C", (n > 1) razpihnemo izhodisce, kanoni¢na projekcija pa je Remmertova redukcija.
Poleg tega lahko s pomocjo te karakterizacije veliko izrekov iz Steinovega prostora
S posplosimo na 1-konveksen prostor X, tako da jih ‘povlecemo’ preko Remmertove
redukcije R : X — S. Na primer, ce izberemo realno analiticno strogo plurisubhar-
moni¢no funkcijo ¢ : S — [0, 00), ki je 0 natanko na R(E), in jo povlec¢emo preko
Remmertove redukcije, dobimo realno analiticno funkcijo ® = ¢ o R : X — [0, 00),
ki je 0 natanko na izjemni mnozici F in strogo plurisubharmonicna izven F.

Coltoiu [5] ter Coltoiu in Michalache [6] so dokazali Se eno karakterizacijo 1-
konveksnih prostorov tega tipa analogno Izrek 1.3.8.

Izrek 1.3.15. Kompleksen prostor X je 1-konveksen natanko tedaj, ko obstaja strogo
plurisubharmonicna funkcija izérpanja ¢ : X — [—o00,00). Poleg tega lahko ¢ izber-
emo realno analiticno izven izjemne mnozice E in enako —oo na F.

Remmertova redukcija nam omogoca tudi enostavno karakterizacijo izjemnih
mnozic, ki jo je dokazal Grauert [27].

Trditev 1.3.16. Naj bo X kompleksen prostor in A C X nikjer diskretna kom-
paktna analiticna podmnozica. Tedaj je A izjemna mnoZica natanko tedaj, ko ob-
staja 1-konveksna domena U € X, ki ima A za maksimalno kompaktno analiticno
podmnoZzico.

V naslednjem poglavju bomo s pomocjo povleka preko Remmertove redukcije
skonstruirali resitveni operator za nehomogeno d-enacbo za dolocene (0, 1)-forme na
1-konveksnih domenah s strogo psevdokonveksnim robom (glej Trditev 2.3.1).

Se ena pomembna karakterizacija Steinovih prostorov vkljuéuje slavni Cartanov
Izrek B [4] (glej tudi [29]).

Izrek 1.3.17 (Izrek B za Steinove prostore)). Kompleksen prostor X je Steinov
natanko tedaj, ko velja eden izmed naslednjih dveh ekvivalentnih pogojev:

(i) HY(X,F) =0 za vsak koherenten analiticen snop F in vsak q > 1,
(i) HY(X,Z) = 0 za vsak koherenten analiticen ideal T < Ox.
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Analog tega izreka za 1-konveksne prostore so dokazali Narasimhan [44] ter An-
dreotti in Grauert [2] (glej tudi [34]).

Izrek 1.3.18 (Izrek B za 1-konveksne prostore)). Kompleksen prostor X je 1-
konveksen natanko tedaj, ko velja eden izmed naslednjih dveh ekvivalentnih pogojev:

(i) dimec HY(X,F) < 0o za vsak koherenten analiticen snop F in vsak q¢ > 1,
(i) HY(X,Z) < oo za vsak koherenten analiticen ideal T < Ox.

V resnici se izkaze, da je kohomologija 1-konveksnega prostora skoncentrirana na
izjemni mnozici.
Definicija 1.3.19. Kompleksen prostor X je holomorfno spredibilen v tocki x € X,
¢e obstaja holomorfna preslikava F' : X — C™, da je tocka x izolirana v vlaknu
F~Y(F(x)). Mnozico vseh tock, v katerih X ni holomorfno spredibilen, oznac¢imo s
¥(X). Pravimo, da je X holomorfno spredibilen v neskonénosti, ¢e je mnozica ¥(X)
kompaktna. Pravimo, da je X holomorfno spredibilen, ¢e je mnozica (X)) prazna
(tj. X je holomorfno spredibilen v vsaki tocki x € X).

Za F : X — C" oznac¢imo
N(F) = {r € X; dim,F'(F(z)) > 0}.
To je analiticna mnozica. Torej je

S(X)=[)=(F); F:X—C" neN
F

analiticna podmnozica v X, ki je ocitno brez izoliranih tock in vsebuje vse nikjer
diskretne analiticne mnozice. Ce je torej X(X) kompaktna mnozica, je maksimalna
kompaktna analiticna mnozica. Velja celo ve¢, kot v naslednji lemi (glej [54, Lemma

3]).
Lema 1.3.20. Naj bo kompleksen prostor X holomorfno spredibilen v neskoncnosti.
Tedaj je (X)) izjemna mnoZica.

Po Grauertovi karakterizaciji izjemnih mnozic (glej Trditev 1.3.16) je dovolj,
da najdemo neko holomorfno konveksno okolico U mnozice ¥ := ¥(X). Naj bo
V € X neka okolica mnozice ¥. Tedaj obstaja konéno mnogo holomorfnih preslikav
Fi: X -Cm",j=1,...,k davelja ¥ = (ﬂleil(F])) N V. Za preslikavo F =
(Fi,...,Fx) : X = C™, m= Z?Zl m;, velja ¥ = X(F) NV, torej je preslikava F
na V — ¥ diskretna. Po Remmertovem rezultatu (glej IV” na strani 330 v [50]) je
holomorfna slika kompaktne analiticne mnozice spet kompaktna analiticna mnozica,
zato je F(X) C C™ kompaktna analiticna mnozica, torej konéna mnozica. Od
tod sledi, da obstaja odprta okolica W & V mnozice X, za katero velja W N
F7YF(X)) = 0. Naj bo W’ & C™ Steinova okolica mnozice F(X), za katero velja
V N F(OW) = 0. Sledi, da F inducira pravo preslikavo iz U := W N F~Y{(W') v W',
torej je U holomorfno konveksna okolica mnozice >, ki smo jo iskali.

Norguet in Siu sta dokazala karakterizacijo Steinovih prostorov s plurisubhar-
monic¢nimi funkcijami izérpanja, ki niso nujno strogo plurisubharmonicne.
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Izrek 1.3.21. Kompleksen prostor X je Steinov natanko tedaj, ko je holomorfno
spredibilen in obstaja zvezna funkcija izérpanja ¢ : X — R, ki plurisubharmonicna
na reqularnem delu prostora X .

Za konec omenimo Se dve novejsi karakterizaciji Steinovih in 1-konveksnih pros-
torov, ki pa veljata le za kon¢no dimenzionalne prostore. Dokazal jih je Vajajtu [54],

[55].

Izrek 1.3.22. Naj bo X kompleksen prostor koncne dimenzije. Denimo, da je ko-
homoloska grupa H*(X,Ox) koncéno dimenzionalna. Tedaj velja:

(i) X je Steinov natanko tedaj, ko obstaja holomorfna funkcija f : X — C s
Steinovimi vlakni,

(ii) X je 1-konveksen natanko tedaj, ko je holomorfno spredibilen v neskoncénosti
in obstaja holomorfna funkcija f : X — C z I-konveksnimi vliakni.

Izrek 1.3.23. Naj bo X kompleksen prostor dimenzije n. Denimo, da so koho-
moloske grupe HY(X,Ox), 1 < j <n—1, koncéno dimenzionalne. Tedaj velja:

(i) X je Steinov natanko tedaj, ko je holomorfno spredibilen,

(ii) X je I-konveksen natanko tedaj, ko je holomorfno spredibilen v neskoncnosti.

Ceprav so 1-konveksni prostori precej sorodni Steinovim, pa med njimi obstaja
nekaj bistvenih razlik, ki teorijo na 1-konveksnih prostorih precej otezijo. Prva
razlika je v vlozitvah v C". Za razliko od Steinovih prostorov 1-konveksnih prostorov
seveda ne moremo vloziti v C". Problem predstavlja izjemna mnozica E (predvsem
kompaktnost), saj bi bila njena slika v C" konéna mnozica. Zato se lahko vprasamo
ali je 1-konveksne prostore mogoce vloziti v CP™ oz. C" x CP™. Na zalost tudi to
v sploSnem ni mogoce, saj je lahko izjemna mnozica E precej zapletena in Ze nje
same ne moremo vloziti v CP™ oz. C" x CP™. Na sreco lahko v veliko primerih
problem preko Remmertove redukcije R : X — S prenesemo na Steinov prostor
S in tega vlozimo v C". Druga razlika, ki predstavlja vecjo tezavo, je vprasanje
obstoja okolic. Po klasicnem rezultatu, ki ga je dokazal Siu, vsak lokalno zaprt
Steinov Y v kompleksnem prostoru X dopusca bazo Steinovih okolic v X. Takih
okolic za 1-konveksne podprostore ne moremo najti. V veliki ve¢ini primerov 1-
konveksen podprostor ne dopusca niti 1-konveksne okolice, kot lahko vidimo ze v
najbolj enostavnem primeru {0} x CP! ¢ C x CP.
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Poglavje 2

Resitveni operator za 0-enacbo

2.1 Pomozne trditve

Naslednji dve trditvi sta zapisani v [51, Lemma 2.2 in Satz 3.2] v nekoliko $ibkejsi
obliki. Trditev 2.1.1 se od [51, Lemma 2.2] razlikuje le po tem, da smo namesto tocke
2" € A vzeli kompaktno podmnozico K C A, ter dodali trditev (ii). Trditev 2.1.2
pa se od [51, Satz 3.2] razlikuje le po gladkosti funkcije.

Trditev 2.1.1. Naj bo A analiticna podmnozica v D C CVN in K C A kompaktna
mmnozica, ki ima odprto Steinovo okolico v D. Tedaj obstaja odprta okolica € C
D mnozice K in gladka plurisubharmoniéna funkcija ¢ : 0 — R 2z naslednjimi
lastnostmi:

(i) ¢ je strogo plurisubharmoniéna na Q \ A,

(ii) Levijeva forma funkcije ¢ je pozitivno definitna na AN QY v smereh, ki niso
Zariski tangentne na A,

(iii) Yy =0na ANQin >0 na Q\ A

Dokaz. Sledili bomo dokazu iz [51, Lemma 2.2]. Naj bo Z =Z4 C Op snop idealov
generiran z A. Izberimo odprto Steinovo okolico U C D mnozice K (taka okolica ob-
staja po predpostavki). Za vsako N-terico f = (fi,..., fn) € H*(U,Z)N oznacimo
z J(f;z) kompleksno Jacobijevo matriko preslikave f v tocki z € U.

Trdimo, da za vsako tocko w € U\ A obstaja f € HY(U,Z)", da je determinanta
matrike J(f; w) razlicna od 0. Res, po Cartanovem Izreku A namre¢ obstaja fo €

HO(U,T), davelja fo(w) # 0. Za z € U definiramo f;(z) := %,j =1,...,N.

Tedaj za f := (f1,..., fn) velja J(f;w) = Id, torej det J(f;w) =1 # 0.

Analiti¢cna mnozica
B={z€U; detJ(f;2) =0zavse f € H(U,I)"}

je vsebovana v ANU. Ker je K kompaktna mnozica, obstaja odprta okolica 2 C D
mnozice K in konéno mnogo preslikav f), ... f@ ¢ HO(U,7)N, da velja

BNQ={zecU; det J(fV;2) =0zavse j=1,...,q}.
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Definirajmo f = (fi,..., fm) = (fO,..., f@). Tedaj ima matrika J(f;z) mak-
simalen rang za vse z € Q\ A. Ker se ta lastnost ohrani, ¢e v f = (f1,..., fm)
dodamo konéno mnogo elementov iz H°(U,Z), lahko predpostavimo, da velja

ANQ={z€eU; fi(z)=0zavse j=1,...,m}.

Za z € 2 definiramo

U = Y HERE = 216G

Ocitno je 1) gladka realna funkcija, za katero velja ) = 0 na ANQ in ¢ > 0 na Q\ A.
Zlahka preverimo, da je Levijeva forma L,1(v) funkcije ¥ v tocki z € Q evalvirana
na vektorju v € CV enaka |J(f; z)v|?. Res, za vsak j =1,...,m velja

N

0 8
LI Z J; @l—zaf; Za—fu 0.F ()P,

zato je
ZL |11 Z\a fi ) = 1J(f; 2)0f*

Od tod sledi, da je ¥ plurlsubharmomcna na €. Dalje, ¢ je strogo plurisubhar-
moni¢na na €2\ A, saj ima matrika J(f; z) tam maksimalen rang. Poleg tega je Lev-
ijeva forma funkcije ¥ pozitivno definitna na ANS2 v smereh, ki niso Zariski tangentne
na A, saj je v teh smereh vsaj eden izmed clenov v |J(f;2)vf> = 30, (0. f;(v)|?
razlicen od 0. O

Trditev 2.1.2. Naj bo A analiticna podmnozica v D C CVN, K C A kompaktna
mnoZica in ¢ : A — R strogo plurisubharmonicéna funkcija razreda C* (k > 2). Tedaj
lahko ¢ razsirimo na odprto okolico 2 C D mnozice K do strogo plurisubharmonicéne
funkcije razreda CF.

Dokaz. Dokaz je identicen dokazu iz [51, Satz 3.2.b]. Iz dokaza je razvidno, da je
stopnja gladkosti razsiritve odvisna od stopnje gladkosti zacetne funkcije ¢. Ce je
zacetna funkcija razreda C*, je tudi razsiritev razreda CF. O

V naslednji lemi je definirana funkcija M., ki je gladek analog za maksimum
funkcijo in je bila ze velikokrat uporabljena v teoriji plurisubharmoni¢nih funkcij
(glej na primer [34, § 4]). Mi jo bomo nekoliko prilagodili nagim potrebam. Potre-
bovali jo bomo pri konstrukeiji dolo¢ene Steinove domene (glej Trditev 2.2.1).

Lema 2.1.3. Fiksiragmo € > 0 in izberimo konveksno funkcijo Ac : R — R razreda
C*®, da velja A(x) = x zax > 0 in A(x) = —x — € za v < —e. Tedaj funkcija
M, : R?* — R definirana z M (z,y) = 52 4+ A(*5) ustreza naslednjim lastnostim:

(i) M(z,y) =z zaz >y,
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(i) Mc(z,y) =y —€ zax <y— 2,

(iil) M(z,y) > x,

(iv) [Mc(z,y) — max{z,y}| <,

(v) ce je X kompleksna mnogoterost in @, ¥ : X — R strogo plurisubharmonicni
funkciji razreda C* (k > 2), potem je tudi M (®, V) : X — R strogo plurisub-
harmonicéna funkcija razreda C*.

Slika 2.1: Funkcija A..

Opazimo lahko, da funkcija M.(z,y) ni simetricna v = in y, je pa simetri¢na
v x in y + €. V resnici lahko nanjo gledamo kot na simetricno gladko maksimum
funkcijo argumentov x in y + €. Slika 2.1 prikazuje graf funkcije A, in Slika 2.2
prikazuje nic¢elno nivojsko mnozico funkcije M (P, ¥) glede na ni¢elnimi nivojski
mnozici funkcij ® in .

e
KA

SRR
9.90.0.90.0.0.0.0,

R

)
5
5
5
5
%
5
0%
RS
5

Slika 2.2: Nicelna nivojska mnozica funkcije M (P, V).

Dokaz. Lastnosti (i) in (ii) o¢itno sledita iz definicij funkcij A in M,. Zaradi kon-
veksnosti funkcije Ae velja A.(x) > z in |Ac(z) —|z|| < e. Iz prve ocene sledi lastnost
(iii), druga ocena pa skupaj z enakostjo max{z,y} = £ + |2¥| implicira lastnost
(iv). Za dokaz lastnosti (v) definiramo N := (®, V). Ocitno je funkcija M (P, ¥)
razreda C*. Njena Levijeva forma je enaka

L.M(®, ) (v) = (Hy( M, - 9.N(v), 0.N(v)) + Dy M, - L.N(v),
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kjer D in H oznacujeta diferencialni operator in Hessejev operator, (-, -) pa oznacuje
Hermitski skalarni produkt. Velja

otk = g () [ 1]

Ker je funkcija A. konveksna, je matrika Hy(.)M, nenegativno definitna, torej je
izraz (Hy)M. - 0.N(v),0.N(v)) nenegativen. Dalje velja

DM, = % (1 n A;<—q>(2) 5 WZ)), 1— AQ(—CD(Z) . \I’(Z))) .

Zaradi konveksnosti funkcije A, velja —1 < A <1, zato sta clena v Dy(,) M, neneg-
ativna in ne oba enaka 0. Ker sta za v # 0 ¢lena v L,N(v) = (L. ®(v), L,¥(2))T
pozitivna, je izraz Dy(.) M, - L,N(v) pozitiven, kar implicira lastnost (v). O

2.2 Razsiritve Steinovih domen

V tem razdelku bomo pokazali kako ‘razsirimo’ Steinovo domeno G v Steinovi pod-
varieteti Y C C¥ do Steinove domene v ambientnem prostoru CV s posebnimi
lastnostmi. To nam bo v pomo¢ pri obravnavi 1-konveksnih domen, saj je njihova
Remmertova redukcija taka domena G.

Trditev 2.2.1. Naj bo Y C CV Steinova podvarieteta, G € Y Steinova domena s
strogo psevdokonveksnim robom 0G C Y,¢4 razreda ck (k>2)inV C GNY,, odprta
mnoZica. Denimo, da obstaja odprta okolica Qo C CV mnoZice V in holomorfna
retrakcija v : Qg — Y N Q. Naj bo Q; C CN odprta okolica mnozice G\ Q. Tedaj
obstaja Steinova domena Q C CN s strogo psevdokonveksnim robom razreda C*, za

katero velja @ C QoUQ, QNY =G inr(Q2NQy) C G.

Slika 2.3: Domena €.
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Dokaz. Ideja dokaza je naslednja. Domeno {2 bomo konstruirali kot nic¢elno pod-
nivojnico primerno izbrane strogo plurisubharmonicne funkcije. Za izhodisce bomo
vzeli globalno strogo plurisubharmoniéno definicijsko funkcijo ¢ za domeno G in jo
po Trditvi 2.1.2 razsirili na neko okolico €23 € CV mnozice G. Ni¢elna podnivojnica
te funkcije ni nujno kompaktno vsebovana v 5. To bomo popravili tako, da bomo
funkciji ¢ pristeli M1, kjer je M > 0 in ¢ funkcija iz Trditve 2.1.1. Za dovolj
velik M bo tako nicelna podnivojnica funkcije ¥ = ¢ + M1 kompaktno vsebo-
vana v {2y in 5 U €. Funkcijo ¥ bomo morali seveda Se precej popraviti, da bo
domena () ustrezala vsem zakljuckom iz trditve. Glavni problem bo izpolniti pogoj
(2N Q) C G, saj se nicelna podnivojnica funkcije ¥ ne retraktira nujno na G
(tezava je predvsem tam, kjer imata domeni G in V' del roba skupen). To tezavo bi
lahko odpravili, ¢e bi namesto funkcije W vzeli funkcijo ® = ¢ or + ). Problem je v
tem, da je ta funkcija definirana le na definicijski domeni retrakcije €2, ki ne vsebuje
cele domene G. V konéni fazi bomo torej morali funkciji ® in ¥ nekako zlepiti, kar
bomo storili s pomocjo Leme 2.1.3. Cisto na koncu bomo poskrbeli se, da bo rob
dobljene domene gladek. Oglejmo si sedaj podroben dokaz.

Ker je G C Y Steinova domena s strogo psevdokonveksnim robom razreda C*,
obstaja strogo plurisubharmoni¢na funkcija ¢ razreda C*, definirana na odprti okolici
W’ C Y mnozice G (z izoliranimi kriti¢nimi tockami), da velja G = {z € W'; ¢(z) <
0}. Predpostavimo lahko, da je W' = (QoU Q) NY.

Po Trditvi 2.1.2 lahko funkcijo ¢ razsirimo na neko odprto okolico Q; C C¥
mnozice G do strogo plurisubharmoniéne funkcije razreda C*. Po Trditvi 2.1.1 ob-
staja odprta okolica €23 C CY mnozice G in plurisubharmoni¢na funkcija ¢ : 23 — R
razreda C*, ki je strogo plurisubharmoni¢na povsod razen na Y N €23 v smereh, ki
so Zariski tangentne na Y, in zanjo velja ¢y = 0 na Y N Q3 ter v > 0 na Q3 \ Y.
Predpostavimo lahko, da je 2y = Q3 = Qy U €24

Definiramo funkciji ® = ¢ or + 1 na y in ¥ = ¢ + M1 na €y U 2y, kjer bomo
konstanto M izbrali pozitivno. Funkcija ¥ je ocitno strogo plurisubharmoni¢na na
QoUQy. Enako velja za funkcijo ® na €y. Res, funkciji ¢por in ¢ sta tam plurisubhar-
monicni, pri ¢emer je 1) strogo plurisubharmonicna povsod razen na Y v Zariski tan-
gentnih smereh, kjer pa je por = ¢ strogo plurisubharmoni¢na. Konstanto M izber-
emo tako veliko, da je {z € QU ; ¥(z) < 0} kompaktna mnozica (tj. ¥ > 0 blizu
roba mnozice QU ) in velja {z € QoNQy; V(z) <0} C {2z € QoNQy; O(2) < =6}
za nek 6 > 0.

Sedaj bomo funkciji ® in ¥ ‘zlepili’. Za ¢ > 0 naj bo M, funkcija iz Leme 2.1.3.
Ce izberemo € < g, potem iz definicije ¢ in tocke (ii) iz Leme 2.1.3 sledi, da se funkcija
M (®, V) ujema s funkcijo ¥ — e v neki okolici mnozice {z € Qo NQy; W(z) =0} (za
vse dovolj majhne e lahko to okolico izberemo isto), torej jo lahko razsirimo na neko
okolico €, mnozice {z € Q;; ¥(z) = 0} s U—e. Ce e po potrebi nekoliko zmanjsamo,
lahko privzamemo Se, da je {z € QoUQy; M (P(z), ¥(z)) = 0} kompaktna mnozica.

Oznacimo z Q € CV domeno omejeno z {z € Qy U Qy; M (P(2),¥(z)) = 0},
Ocitno je  vsebovana v QU Q. Velja G N Qy C Q, saj je tam M (P, ¥) = ¢ <
0. Podobno je GNQy C Q, saj je QN = {z € Qy; ¥(2) < €}. Velja tudi
r(Q2NQ) C G, saj je M.(®, ¥) > & in po konstrukeiji preslikava r preslika mnozico
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{z € Qp; (2) <0} vG. CejerobdQ = {z € QUQ; M(P(2),¥(z)) =0} gladek
(tj. funkcija M. (®, ¥) nima kritiénih tock na 0Q), potem je Q Steinova domena s
strogo psevdokonveksnim robom razreda C* in lahko vzamemo Q = Q. Ce temu
ni tako, moramo domeno € nekoliko perturbirati, da zadostimo Se tej zadnji zeleni
lastnosti in hkrati ohranimo ostale lastnosti.

Opazimo lahko, da po konstrukeiji funkcija M. (®, V) nima kriticnih tock na
o0 NY, zato enako velja na neki kompaktni okolici K C Q U Q4 te mnozice.
Po Morsejevi lemi (glej [40, Chapter VII, Lemma 8.5]) lahko funkcijo M, (P, V)
poljubno dobro aproksimiramo z neko drugo strogo plurisubharmoni¢no funkcijo p
razreda C*, ki ima samo lepe izolirane kritiéne tocke in zanjo velja p = M, (®, V)
na K. Ce je aproksimacija dovolj dobra, je mnozica {z € Qy U Qy; p(z) = 0}
kompaktna. Nazadnje, da se znebimo Se kriticnih tock na robu, domeno omejeno z
{z € QyUQy; p(z) = 0} nekoliko vbocimo v okolici vsake kriticne tocke na robu.
Kako to naredimo je prikazano v [33, Main lemma 2.7 in Fig. 1] na straneh 79-80
(glej kako konstruirajo domeno D_ iz domene D¢). Tako dobimo domeno €, ki
zadosca vsem lastnostim iz trditve. O

2.3 Konstrukcija resitvenega operatorja

Naj bo D domena v kompleksni mnogoterosti X. Oznac¢imo s C&l(D) mnozico vseh
(0,1)-form s koeficienti v C!(D). Naj bo §e U C D odprta mnoZica (mnozici D in
U imata lahko del roba skupen). Oznacimo s Cj (D; U) mnozico vseh (0, 1)-form s
koeficienti v C!(D), ki imajo nosilec vsebovan v U. V primeru [ = 0 bomo oznacevali
kar C(D) = C%(D) in Cy,(D;U) = ngl(D; U).

Naslednja trditev podaja omejen linearen resitveni operator za nehomogeno O-
enacho za d-sklenjene forme iz Cy 1 (D; U). Klasiéno Steinovo verzijo tega rezultata so
dokazali Lieb, Range in Siu (glej [18, str. 56, Theorem 2.5.3] in tamkajsnje reference).

Trditev 2.3.1. Naj bo D relativno kompaktna 1-konveksna domena s strogo pseuv-
dokonveksnim robom razreda C* (k > 2) v kompleksni mnogoterosti X in U C D
Steinova domena, katere zaprtje U ne seka izjemne mnoZice domene D. Tedaj ob-
staja linearen operator T : Co1(D;U) — C(D) z naslednjimi lastnostmi:

(i) ceje f € Colyl(D; U) in velja Of = 0, potem velja O(Tf) = f,
(ii) e je f € Ch (D;U) za nek 1 €{0,...,k}, potem velja
HTfHCj’l/Q(D) < M”f”@é’@(D), JE€ {07 ceey l}
Konstanta M je odvisna le od D, U in j.

Dokaz. Ideja dokaza je, da problem zreduciramo na Steinov primer, za katerega je
rezultat ze znan. Vzeli bomo Remmertovo redukcijo R : D' — Y nekoliko vecje 1-
konveksne domene D’ O D in Steinov prostor Y vlozili v CV. Nato bomo s pomocjo
Trditve 2.2.1 nasli Steinovo domeno 2 C CV s strogo psevdokonveksnim robom, za
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katero bo veljalo QNY = R(D) in nam bo omogocala, da forme iz Co; (R(D); R(U))
razsirimo na €.

Po definiciji obstaja odprta okolica W C X roba 0D in strogo plurisubhar-
moni¢na funkcija ¢ : W — R razreda C* brez kritiénih tock na 0D, za katero velja
DNW = {z € W; ¢(z) < 0}. Za dovolj majhen ¢ > 0 je tudi D’ := {z €
W; ¢(z) < e} UD C X 1-konveksna domena, katere izjemna mnozica sovpada z
izjemno mnozico domene D.

Naj bo R : D' — Y Remmertova redukcija. Ozna¢imo z E izjemno mnoZzico
domene D in definirajmo G := R(D), V := R(U), F := R(FE). Tedaj je G Steinova
domena s strogo psevdokonveksnim robom razreda C*, V je Steinova domena in
Y je Steinov prostor z izoliranimi singularnostmi vsebovanimi v F. Vsako formo
o€ ngl(D; U) lahko na naraven nacin identificiramo s formo v Cé'?l(é’; V). Res, ker
je R: D'\ E — Y \ F biholomorfizem, je potisk R,« forme « dobro definiran na
G\ F. Ker ima forma « nosilec vsebovan v U, ima forma R, nosilec vsebovan v V
in jo lahko zato razirimo z 0 ¢ez F (saj je F NV = (). Tako je R, : Co1(D;U) —
COJ(G; V) dobro definiran linearen operator, ki komutira z 0 ter ohranja norme in
stopnjo gladkosti form.

Klasi¢ni rezultati (glej [3],[43]) zagotavljajo obstoj prave holomorfne vlozitve
i:Y — CV (za nek N). Prostor Y bomo identificirali z njegovo sliko i(Y). Po
izreku o cevastih okolicah, ki sta ga dokazala Docquier in Grauert (glej [7] ali [18,
str. 67, Theorem 3.3.3]), obstaja odprta okolica Qg C C mnozice V in holomorfna
retrakcija r : Qg — Y N Q. Izberimo odprto okolico Q; € CV mnozice G \ ©, da
velja 7(QoN Q) NV = 0. Po Trditvi 2.2.1 obstaja Steinova domena 2 C C¥ s strogo
psevdokonveksnim robom razreda C*, za katero velja Q C Qo U Qy, QNY = G in
T’(Q N Qo) C G.

Vsako formo a € Cé}l(é; V) lahko s predpisom P(a) = r*a (povlek) na Q2N Q in
P(e) = 0 na QNQ, razsirimo do forme P(a) € CJ,(Q; V), kjer je V! = r~1(V) N QL
Res, po izbiri mnozice )y se predpisa ujemata na preseku 2 N2y N Q; in ker je r
holomorfna preslikava, je P(a) (0,1)-forma. Tako je P : Co1(G;V) — C&l(Q;V’)
linearen operator, ki komutira z 0 ter ohranja norme in stopnjo gladkosti form.

Sedaj lahko uporabimo rezultat iz Steinovega primera (glej [18, str. 56, Theo-
rem 2.5.3]), ki podaja omejen linearen resitveni operator za d-enacbo T: Co1(Q) —
C(Q). Naj bo S : C(Q2) — C(G) zozitveni operator S(a) = alg. Tedaj ima operator

T=Ro0oSoToPoR,:Cy(D;U)— C(D)
vse lastnosti iz trditve. O

Opomba 2.3.2. Zanimivo bi bilo vedeti, ali lahko najdemo resitveni operator z
analognimi lastnostmi za (0, 1)-forme, katerih koeficienti so enaki 0 le na neki fiksni
okolici izjemne mnozice domene D, ali celo za (0, 1)-forme, katerih koeficienti so
enaki 0 le vzdolz izjemne mnozice domene D do nekega dovolj visokega reda. Ce bi
zeleli dokazati lemo za forme prvega tipa preko iste metode, bi morali le posplositi
izrek o cevastih okolicah na primer Steinovega prostora z izoliranimi singularnostmi,
tj. konstruirati bi morali cevasto okolico za regularni del prostora Y (ali za Y \ W,
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kjer je W okolica singularnega dela prostora Y'). Taka cevasta okolica seveda ne
more obstajati okoli singularnega dela prostora Y. Dokaz leme za forme drugega
tipa bi zahteval podrobnejso analizo.
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Spreji

3.1 Definicije

Naj bosta X in Z kompleksni mnogoterosti, D domena v X in k € {0,1,2,...,00}.
Rekli bomo, da je preslikava f : D — Z razreda A*, ¢e je razreda C*(D) in holo-
morfna na D. Obravnavali bomo prereze surjektivne preslikave 7 : Z — D, ki
je bodisi zozitev na D holomorfne submerzije 7 : Z — X ali svezenj razreda A",
Spomnimo se definicije takega sveznja.

Definicija 3.1.1. Naj bosta X in Y kompleksni mnogoterosti in D C X domena
z robom razreda C! (za nek [ > 2). Pravimo, da je svezenj m : Z — D z vlaknom
Y razreda A* (k € Z,), ¢e za vsako totko x € D obstaja relativno odprta okolica
U >z v D in izomorfizem sveinjev ¢ : Z|y — U x Y, ki je razreda C* in holomorfen
nad U N D.

Oznac¢imo z Z, = 7 '(z) vlakno nad totko z € D. Za z € Z oznaimo z
VT.Z := ker D7(z) tangentni prostor na vlakno Z.) v tocki z, ki ga imenujemo
vertikalni tangentni prostor mnogoterosti Z v tocki z. Vertikalni tangentni sveZenj
VTZ 7 vlakni VT,Z je holomorfen vektorski podsvezenj tangentnega sveznja T'Z.

Spomnimo se definicije holomorfnega spreja prerezov (glej [18, Definition 5.9.1,
str. 215]).

Definicija 3.1.2. Naj bo D C X domena z robom razreda C' (I > 2) in 0 €
P C CV odprta mnozica. Lokalen sprej m-prerezov razreda A¥(D) je C* preslikava
f: D x P — Z, kije holomorfna na D x P in zanjo velja

n(f(x,t)) =2z, xz€D,teP
Pravimo, da je f dominanten na K C D, ¢e je parcialni odvod
M=o f(2,t) : THICY 2 CN — V(02
surjektiven za vsak x € K. Pravimo, da f fiksira L C D, ¢e velja

f(z,t) = f(x,0), teP
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za vsak © € L. Prerez fy := f(-,0) imenujemo jedro spreja prerezov f. Ce je
P = C¥, potem pravimo, da je f globalen sprej prerezov.

Vsak globalen sprej prerezov je seveda tudi lokalen sprej prerezov, zato bomo
besedo ‘lokalen’ izpuscali, ko bomo govorili o sprejih prerezov, ki niso nujno globalni.

Podobno definiramo holomorfen sprej prerezov nad odprto domeno v bazni mno-
goterosti. Pogoj dominantnosti bo zelo pomemben pri procesu lepljenja sprejev pre-
rezov (glej Trditev 3.3.1). V primeru kanoni¢ne projekcije 7 : X x Y — X lahko
m-prereze identificiramo s preslikavami iz X v Y in spreje prerezov s spreji preslikav.

Spreja prerezov ne smemo mesati s klasicnim pojmom spreja, ki ga je uvedel
Gromov [30]. Spomnimo se Se njegove definicije. Naj bo p : V' — Z holomorfen
vektorski svezenj. Oznacimo z V, := p~!(z) vlakno nad tocko z € Z in z 0, nicelni
element v V,. Opazimo lahko, da je V, na naraven nacin C-linearen podprostor
tangentnega prostora 7y V.

Definicija 3.1.3. Naj bo 7 : Z — X holomorfna submerzija in D domena v X.
Lokalen m-sprej na Z|p = 7 (D) je cetverka (V,Q,p,s), kjer je p : V. — Z|p
holomorfen vektorski svezenj, 2 C V odprta okolica nicelnega prereza in s : {2 —
Z|p holomorfna preslikava, za katero velja

s(V.) C Zry, s(0.) =2, z€Zp.
Pravimo, da s dominanten na K C Z|p, ¢e je zozitev diferenciala
Ds(0,):V, - VT, Z

surjektivna za vsak z € K. Ce je Q = V, potem pravimo, da je trojica (V,p,s)
globalen sprej.

Nad vsako relativno kompaktno Steinovo domeno D C X vedno obstaja dom-
inanten sprej prerezov s predpisanim jedrom [18, Lemma 5.10.4, str. 220] (glej
tudi Trditev 3.4.1 in predhodno diskusijo). Ce je D 1-konveksna domena, bi lahko
pricakovali obstoj spreja prerezov s predpisanim jedrom, ki je dominanten na kom-
plementu izjemne mnozice £ C D. Poskus v tej smeri je bil narejen v [46, § 4] (glej
tudi [47, Corollary 2.6]). Na zalost pa je dokaz v [46] nepopoln (glej Razdelek 3.4 ali
[19, Appendix]). Obstoju sprejev prerezov nad 1-konveksnimi domenami se bomo
posvetili v Razdelku 3.4.

3.2 Posplosena Cartanova lema o razcepu

V tem razdelku bomo dokazali verzijo posplosene Cartanove leme o razcepu za
1-konveksne Cartanove pare z ocenami do roba (glej Izrek 3.2.3). Definicija 1-
konveksnega Cartanovega para je naslednja (primerjaj z Definicijama 2.1 in 2.6 v
[33]; za definicijo Cartanovega para v standardnem Steinovem primeru glej [18, Def-
inition 5.7.1, str. 209]).
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Definicija 3.2.1. Par (Dy, D;) domen v kompleksni mnogoterosti X je I-konveksen
Cartanov par razreda C*, ¢e ustreza naslednjim pogojem:

(i) Do, Dy in DyU Dy so relativno kompaktne 1-konveksne domene s strogo psev-
dokonveksnim robom razreda C* in Dy N D, je relativno kompaktna Steinova
domena s strogo psevdokonveksnim robom razreda C¥,

(i) Do\ D1N Dy \ Dy =0,

(iii) izjemna mnozica E domene Dy U D; ne seka mnozice Dy N D;.

Pravimo, da je Dy konveksna izboklina na Dy, Ce poleg zgornjega obstaja Se bi-
holomorfna preslikava iz odprte okolice mnozice D; na odprto mnozico v C" (n =
dim¢ X), ki preslika D; in Dy N Dy na strogo konveksni domeni.

Opazimo lahko, da je domena D; v definiciji konveksne izbokline seveda Steinova.
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Slika 3.1: 1-konveksen Cartanov par (Dy, D1).
Naslednji izrek je 1-konveksna verzija posplosene Cartanove leme o razcepu, ki

jo najdemo v [8, Theorem 3.2] (glej tudi [18, Proposition 5.8.1]).

Izrek 3.2.2. Naj bo (Dy, D1) 1-konveksen Cartanov par razreda C' (I > 2) v kom-
pleksni mnogoterosti X. Definiramo Doy = DyN Dy in D = Dy U D;. Za vsako
omejeno odprto konveksno mnozico 0 € P € CN in vsak r € (0,1) obstaja ¢ > 0,
ki izpolnjuje naslednji pogoj. Za vsako preslikavo vy : Doy X P — CN razreda A*
(ke {0,1...,1}) oblike

Y(z,t) =t +c(x,t), € Dys,t € P,

kjer velja ||C||Ck(D071XP) < €, obstajata preslikavi o : DyxrP — CN in 3: Dy xrP —
C» razreda A* oblike

a(z,t) =t+a(z,t), x €Dy, tETP,

B(z,t) =t+b(zx,t), x €D, teTP,
ki sta gladko odvisni od v ter izpolnjujeta pogoj

Y(z, oz, t)) = Bz, t), =z € Do,l, terP
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m ocene

lallex(pyxrpy < Mllcllck (g1 xp)s
||b||ck(D1><T'P) S MHCHCIC(DOJXP))

kjer je konstanta M odvisna le od D. Ce je ¢ enak 0 do reda m € Z, vzdolz t = 0,
enako velja tudi za a inb. Ce je X' zaprta analiticna podmnoZica v X, ki ne seka
mnoZice Dy, lahko zagotovimo, da sta a in b enaka 0 do predpisanega koncénega
reda vzdolz (X' N Do) x 1P in (X' N Dy) x rP.

Oznacimo z_AT, B, oz. C, Banachove prostore preslikav Dy x rP — CV, Dy x
rP — CY oz. Dy; x rP — C", ki so razreda A* in imajo konéno C* normo.
Najprej bomo dokazali naslednjo lemo (glej [18, Lemma 5.8.2, str. 212]).

Lema 3.2.3. Privzemimo hipoteze iz Izreka 3.2.2. Obstajata omejena linearna op-
eratorja A : C, — A, in B: C, — B,, ki zadoS¢ata enakosti

¢:A¢_B¢7 (bECr-

Ce je ¢ enak 0 do reda m € Z, vzdolz t = 0, enako velja tudi za A¢ in Bo. Ce je
X' zaprta analiticna podmnoZica v X, ki ne seka mmnoZice DO,l; lahko zagotovimo,
da se A¢ in Bo ujemata z Id do predpisanega koncénega reda vzdolz (X' N Dy) X rP
m (X'ﬂDl) xrP.

Dokaz. Dokaz je v bistvu enak kot v [18, str. 212]. Zaradi pogoja (ii) v Definiciji 3.2.1
obstaja gladka funkcija x : X — [0, 1], za katero velja y = 0 v okolici mnozice
Do\ Dy in x = 1 v okolici mnozice D \ Dy. Tako lahko za vsak ¢ € C, produkt
x(x) ¢(z,t) razsirimo do C* funkcije na Dy x rP, ki je enaka 0 na Dy \ Dy x rP,
in produkt (y(z) — 1) ¢(x,t) razirimo do C* funkcije na Dy x rP, ki je enaka 0 na
Dy \ Dy x rP. Velja

- 5&:(X¢(at)) = ¢(>t)?X na DOa
az((X - 1)¢('7t)) ¢('7t)ax na D;.

Pri tem lahko ¢(-,t) Oy razsirimo do (0, 1)-forme na D razreda C*, ki je holomorfno
odvisna od parametra t.

Izberimo funkcije fi, ..., fi € O(X), ki so enake 0 do reda m vzdolz podvarietete
X’ in nimajo skupnih ni¢el na Dy ;. Ker je Dy po predpostavki Steinova domena
s strogo psevdokonveksnim robom, po Cartanovem delilnem izreku (glej [18, Corol-
lary 2.4.4, str. 54]) obstajajo holomorfne funkcije g1, ..., g; v neki okolici U mnozice
Dy, da velja 22:1 fig;i = 1 na U. Opazimo lahko, da je g;¢(-,t)0x druzina O-
sklenjenih (0, 1)-form na D z nosilci vsebovanimi v Dy, ki so holomorfno odvisne
od parametra t. Poleg tega zaradi pogoja (iii) v Definiciji 3.2.1 mnoZica Dy, ne
seka izjemne mnozice domene D. Po Trditvi 2.3.1 obstaja omejen linearen resitveni
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operator T : Co1(D; Dy1) — C(D) za d-enacbo. Za ¢ € C, in t € rP definiramo

(Ag)(z,t) = ) = D fi(@) Tg;0(-,1) 9x) (), z € Dy,

J=1

(B(b)(l‘,t) = (X( ) Z gﬂb ) )( )7 T e Dl-

Ocitno velja ¢ = A¢ — Bo na Dy; x rP. Ker je T reditveni operator za d-enatbo
(glede na spremenljivko x) in komutira z odvajanji po spremenljivkah ¢t € CV | velja
0:(Ag) = 0, 0,(Bp) = 0 in 9,(Ap) = 0, 9,(B¢) = 0 v notranjosti pripadajocih
domen. Poleg tega izbira funkcij f1,..., f; zagotavlja, da sta A¢ in B¢ enaka 0 do
reda m vzdolz (X' N Dy) x rP in (X' N D;) x rP. Omejenost operatorjev A in B
sledi iz omejenosti operatorja T'. O

Dokaz Izreka 3.2.2. Fiksiramo stevilo R € (r,1) in definiramo vo(z,t) := t. Naj
bosta operatorja A in B kot v Lemi 3.2.3. Za v € C} blizu 7y in ¢ € C, blizu 0
definiramo preslikavo ¥(v, ¢) z vrednostmi v CV s predpisom

U(y,¢)(x,t) = y(z,t + Ad(x,1)) — (t + Bo(x,t)), € Doyt €rP.

Tedaj je (v, ®) — V(~v,¢) gladka preslikava iz odprte okolice tocke (79,0) v Bana-
chovem prostoru C; x C,. v Banachov prostor C... Res, ¥ je o¢itno zvezna preslikava,
ki je linearna v spremenljivki v in njen parcialni odvod po spremenljivki ¢ je enak

(0¥ (7, 9)T)(2,t) = Opy(z, t + Ap(z,t)) - AT(2,t) — Br(x,1).

Ta preslikava je spet linearna v spremenljivki v in zvezna zaradi naslednjih Cauchy-
jevih ocen v spremenljivki t,

SUP{WQL@/H’Y(%IS)‘; ul+ v <kxe DO,lat € RP} < C”’Y”ck([)o’lxp),

ki poskrbijo za 0,y del. Podoben argument deluje za visje odvode preslikave .
Po Lemi 3.2.3 velja

(70, ¢) = Ag — Bo = ¢,
torej je Oy (70, ¢) identi¢na preslikava. Po izreku o implicitni funkciji obstaja gladka
preslikava v — ®(v) iz odprte okolice tocke 79 v Cr v odprto okolico tocke 0 v C,,
za katero velja ®(7p) = 0 in ¥(y, ®(y)) = 0. Preslikavi
0,8 =1+ Ao ()@, 8),  fy(,t) =t + Bo®(y)(x,1)

tedaj izpolnjujeta vse zakljucke v izreku. O
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3.3 Metoda lepljenja

Ko govorimo o lepljenju sprejev prerezov, imamo v mislih naslednjo trditev, ki je eno
izmed najpomembnejsih orodij v tej teoriji. Standarden Steinov primer te trditve
je bil dokazan v [8, Proposition 4.3] (glej tudi [9, Proposition 2.4] in [18, Proposi-
tion 5.9.2; str. 216]).

Trditev 3.3.1. Naj bo (Dy, Dy) 1-konveksen Cartanov par razreda C' (I > 2) v
kompleksni mnogoterosti X. Definiramo Dy; = Dy N Dy in D = Dy U Dy. Naj
bo m: Z — D bodisi sveZenj razreda A* (k < l) bodisi zoZitev na D holomorfne
submerzije Z — X. Za vsak sprej m-prerezov f : Dy X Py — Z razreda A*, ki je
dominanten na Dy 1, obstaja odprta mnozica 0 € P C Py, za katero velja naslednge:

(i) za vsak sprej w-prerezov g : D, x B, — Z razreda A ki je dovolj blizu f v
CH(Dy X By), obstaja sprej w-prerezov f: D X P — Z razreda A ki je blizu
f v C*(Dy x P) (glede na C*(Doy x Py) razdaljo med f in g), katerega jedro
fo je homotopno fo na Dy in gy na Dy,

(ii) ce se f in g ujemata do reda m € Z, vzdol? Dy, x {0}, lahko zagotovimo, da
se f ujema do reda m z f vzdolz Dy x {0} in z g vzdolz Dy x {0},

(iii) ce je o nicelna mnoZica konéno mnogo AF(Dy) funkcij in velja o N Doy = 0,
lahko zagotovimo, da se fy ujema z fo do reda m vzdolZ o.

Zaceli bomo z lemo, ki nam podaja prehodno preslikavo med parom bliznjih
sprejev prerezov (primerjaj s [8, Proposition 4.4] in [18, Proposition 5.9.3, str. 216]).

Lema 3.3.2. Privzemimo predpostavke Trditve 3.3.1. Naj bo € > 0. Obstaja odprta
(konveksna) mnozica 0 € Py C Py, za katero velja naslednje. Ce sta f in g dovolj
blizu v C¥(Doy x By), potem obstaja preslikava v : Doy x Py — CN razreda A*, za
katero velja

’7(1‘, t) =1+ C(l’, t)? ||C||Ck(Do,1 xpPy) <€
flx,t) = g(x,y(z, 1), =€ D0,1, te P

Ce se f in g wjemata do reda m € 7., vzdolz Dy x {0}, lahko preslikavo « izberemo
oblike y(x,t) =t + 32 12 ca (@, ), Kjer so c; € AM(Doy x P1)Y.

Dokaz. Oznagimo z E podsvezenj sveznja Dy ; x CV z vlakni
E:): = ker(8t|t:0f(:c, t) : (CN — VTf(Lo)Z), S DO,l-

Opazimo lahko, da je E vektorski svezenj razreda A*. Trdimo, da je F komplemen-
tiran, tj. obstaja podsvezenj E’ razreda A* sveznja Dy, x CV, za katerega velja
Dy xCN = E®E'. Zaholomorfne vektorske sveznje nad Steinovimi mnogoterostmi
brez roba to sledi iz Cartanovega izreka B (glej [31, str. 256]). Enak dokaz deluje
tudi za vektorske sveznje razreda A* z uporabo verzije izreka B, ki jo je za take
sveznje dokazal Heunemann [32].
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Za vsak x € Dy, in t € CV lahko zapisemo t = t, ®t, € E @ E'. Preslikava
at|t:0f(l'a t) cE'— VTZ|fo(D0,1)

je izomorfizem. Po izreku o implicitni preslikavi obstaja odprta (konvek§na) mnozica
0 € Py C Iy, za katero velja naslednje. Za vsak sprej m-prerezov g : Dy X By — Z
razreda A", ki je dovolj blizu f v C¥(Dg ;1 x Pp), obstaja enoli¢na preslikava

F(z,t) = (2, t, L) =t, ® (t, +&(x,t) € B, o E, = CV

razreda A®(Dy; x Pp), za katero velja f(x,(z,t)) = g(z,t), pri ¢emer je norma
[¢llek (Do, x Py Nadzorovana s C*(Dy1 x Py) razdaljo med f in g. Ce po potrebi
zmanjsamo Py, ima preslikava 4 inverz po vlaknih v(z,t) = t, & (t, + ¢é(x,t)) =
t + c(x,t), ki zadosca vsem zakljuckom iz leme. O

Dokaz Trditve 3.3.1. Naj bosta 0 € P, C Fy in (z,t) = t + ¢(z,t) mnozica in
preslikava iz Leme 3.3.2. Fiksiramo r € (0, 1) in definiramo mnozico P := rP;. Ce
je g dovolj blizu f v C*(Dy, x Py), potem je ¢ dovolj blizu 0 v C¥(Dy; x P;) in po
Izreku 3.2.2 obstajata preslikavi o : Dy x P — CV in 3: D; x P — C" razreda A*,
za kateri velja

v(z,a(x,t)) = B(x,t), € Dgy,t € P.

Ce to zdruzimo z enakostjo
f(l',t):g(l',’}/(l',t)), xeDO,latepl

iz Leme 3.3.2, dobimo

f(z,a(z,t) = g(z,v(z,a(z,t)) = g(z, B(x,t)), =€ Dyy,t € P.

Zato se preslikavi f(z, a(x,t)) in g(z, B(z, t)) zdruzita v sprej m-prerezov f : Dx P —
Z, ki ima zelene lastnosti. O

3.4 Obstoj sprejev

Najbolj pogost nacin konstrukcije sprejev in sprejev prerezov je naslednji. Den-
imo, da na Z|p obstaja kon¢no mnogo vertikalnih holomorfnih vektorskih polj V;,
j=1,...,N (tj. holomorfnih prerezov vertikalnega tangentnega sveznja V1'Z|p),
katerih tokovi ¢{ obstajajo (in so holomorfni) za vse dovolj majhne ¢ase t € P C C.
Tedaj je preslikava s : Z|p x PY — Z s predpisom

s(zitt, ..., ty) = ¢ 0.0 (2)

m-sprej na Z|p. Velja 0,5(z;0,...,0) = V;(2). Ce vektorska polja V; generirajo
vertikalni tangentni svezenj VT'Z v vsaki tocki z € K C Z|p, potem je sprej s
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dominanten na K. Podobno je za vsak holomorfen w-prerez fy: D — Z preslikava
f:Dx PN — Z s predpisom

flxty, ... ty) = s(fo(x);ty, ... ty) = gbgv o...ogbl}1 o fo(z),

holomorfen sprej 7-prerezov z jedrom fy, ki je dominanten na f; *(K). Nadalje, ¢e
so vsi tokovi ¢ stacionarni na L C Z|p, potem f fiksira f; 1(L). Ce so vsa vektorska
polja V; kompletna (tj. njihovi tokovi obstajajo za vse ¢ase t € C), potem sta zgornja
dva spreja globalna. Za konstrukcijo spreja prerezov f je dovolj, da so vektorska
polja V; definirana na neki okolici grafa fo(D) C Z|p. V primeru, ko je D relativno
kompaktna Steinova domena (in f; holomorfen na okolici D), lahko taka vektorska
polja vedno konstruiramo s pomocjo Cartanovega Izreka A, ki ga uporabimo na
Steinovi okolici mnozice fo(D). Tako imamo naslednjo trditev (moénejso verzijo in
podroben dokaz lahko najdemo v [18, Lemma 5.10.4, str. 220], za primer z robom
glej 9, Corollary 4.2] in [8, Lemma 4.2]).

Trditev 3.4.1. Naj bo D relativno kompaktna domena v Steinovi mnogoterosti S in
7w Z — S holomorfna submerzija. Za vsak holomorfen m-prerez fo: S — Z obstaja
holomorfen sprej m-prerezov f : D x P — Z z jedrom fo|p, ki je dominanten na D.

Naj bo sedaj X kompleksna mnogoterost in D € X 1-konveksna domena s strogo
psevdokonveksnim robom razreda C' (I > 2) in izjemno mnozico E. Naj bo 7 : Z —
D bodisi svezenj razreda A* (k < [) bodisi zozitev holomorfne submerzije Z — X.
V obeh primerih za vsako tocko z € Z obstaja odprta okolica 2 C Z izomorfna
U x V, kjer je U relativno odprta mnozica v D vsebovana v neki koordinatni karti
na X in V odprta mnozica v C™, tako da je v koordinatah z = (z,y) € U x V
preslikava 7 kar projekcija (x,y) — x. Tak  bomo imenovali posebna koordinatna
karta na Z.

Za dan 7w-prerez fy : D — Z razreda AF bi radi konstruirali sprej m-prerezov
f: D x P — Z razreda A* z jedrom fo, ki je dominanten na D \ F in fiksira E.
Glavni problem je konstruirati tak sprej prerezov v neki (1-konveksni) okolici U € D
izjemne mnozice E.

Poskus v tej smeri je bil narejen v [46, § 4] (glej tudi [47, Corollary 2.6]) z
uporabo zgoraj opisane metode. V tem primeru mnozica fo(U) seveda nima Steinove
okolice (v ve¢ini primerov nima niti 1-konveksne okolice). Zato moramo namesto
mnozice U vzeti mnozico U \ g~1(0), kjer je g : D — C holomorfna funkcija, ki
je enaka 0 na E. Mnozica U \ g7'(0) je tedaj Steinova in zato obstaja Steinova
okolica Q C Z mnozice fo(U \ g~*(0)). Vendar pa, ¢e imamo dana vektorska polja
V; na Q kot zgoraj, njihovi tokovi #!(z) ne obstajajo nujno (ostanejo v Q) za vse
dovolj majhne ¢ase neodvisno od tocke z € fo(U \ g~*(0)), saj je mnozica Q lahko
zelo tanka (v smeri vlaken) blizu mnozice f(g~'(0)). Eden od glavnih prispevkov
v [46] je konstrukcija posebne okolice €2, ki je konicna vzdolz fo(g71(0)); tj. ko
se priblizujemo mnozici fo(g~(0)), Sirina okolice 2 v smeri vlaken pada kve¢jemu
polinomsko v odvisnosti od razdalje do mnozice fo(g~*(0)). To $e vedno ni dovolj,
da bi bili tokovi definirani za vse dovolj majhne case. Dodatno bi potrebovali Se, da
vektorska polja narascajo kvecjemu polinomsko, ko se priblizujemo robu okolice €2;
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ta del v [46] manjka. Ce bi imeli taka vektorska polja Vj, bi definirali polja G™V;,
kjer je G po vlaknih konstantna razsiritev funkcije g o w : fo(D) — C. Za dovolj
velik n bi tokovi teh vektorskih polj obstajali za vse dovolj majhne ¢ase, poleg tega
bi jih lahko razsirili ¢ez fo(g~*(0)) z identiteto. Konéno mnogo takih vektorskih polj
bi tedaj generiralo vertikalni tangentni svezenj V1'Z na (2. Zato bi bil pripadajoci
sprej prerezov dominanten izven g~*(0) in bi fiksiral g71(0). Z nekaj dodatnega dela
bi tak sprej prerezov lahko popravili do spreja prerezov, ki je dominanten izven E
in fiksira E.

V tem trenutku ne vemo, kako bi skonstruirali vektorska polja s kvec¢jemu poli-
nomsko rastjo. Da se izognemo tej tezavi, bomo uvedli naslednji pogoj.

Pogoj £. Naj bo X 1-konveksna mnogoterost z izjemno mnozico £. Pravimo, da
holomorfna submerzija 7 : Z — X izpolnjuje Pogoj £, ¢e za vsako odprto okolico
Uy C X mnozice E in vsak holomorfen w-prerez f; : Uy — Z obstaja odprta okolica
U C Uy mnozice E in holomorfen sprej m-prerezov f : U x P — Z z jedrom fy|y, ki
je dominanten na U \ F in fiksira E.

Pricakujemo, da je Pogoj £ vedno izpolnjen, a tega trenutno ne znamo dokazati.
Najpomembnejsi zadostni pogoji, ki implicirajo Pogoj £, so podani v naslednji lemi.

Trditev 3.4.2. Naj bo X 1-konveksna mnogoterost z izjemno mnozico E.

(i) Naj bo w: Z — X holomorfna submerzija. Denimo, da obstaja odprta okolica
D C X mnozice E in m-sprej (V,$,p,s) na Z|p, ki je dominanten na Z|p\g.
Tedaj 7 1zpolnjuje Pogoj .

(ii) Ce je Y elipticna mnogoterost v smislu Gromova [30], potem kanonicna pro-
jekcija m: X XY — X izpolnjuje Pogoj .

(iii) CejeY taka kompleksna mnogoterost, da globalna vektorska polja na'Y gener-
irajo tangentni prostor T,Y v vsaki tocki y € Y, potem kanoni¢na projekcija
m: X XY — X uzpolnjuje Pogoj E.

Dokaz. (i) Naj bo Uy C X odprta okolica mnozice F in fy : Uy — Z holomorfen
m-prerez. Fiksiramo 1-konveksno okolico U € Uy N D mnozice E. Na V|zwy lahko
gledamo kot na holomorfen vektorski svezenj nad U.

Trdimo, da obstaja kontno mnogo holomorfnih prerezov Wy, ..., Wy vektorskega
sveznja V| @) — U, ki generirajo V() za vsak € U \ E in so enaki 0 na £. To
lahko dokazemo z naslednjim argumentom. Oznacimo z F koherenten analiticen
snop zarodkov prerezov vektorskega sveznja Vg @y — U inz R : U — S Remmer-
tovo redukcijo mnozice U. Ker je R prava holomorfna preslikava, je po Grauertovem
izreku o direktni sliki direktna slika R,F snopa JF spet koherenten analiticen snop.
Ker je S Steinov prostor, lahko uporabimo Cartanov Izrek A, da najdemo konc¢no
mnogo globalnih prerezov 3q,...,5y € R,F(U), ki lokalno generirajo R.F na U in
so enaki 0 na konéni mnozici R(E). Ti prerezi porodijo pripadajoce globalne prereze
S1y...,8n € F(U). Zozitev R : U\ E — S\ R(F) Remmertove redukcije je biholo-
morfizem. Zato je za vsak x € U \ E bilka F, izomorfna bilki (R.F)g). Od tod
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sledi, da prerezi s1, ..., sy lokalno generirajo F na U \ E. Ti prerezi porodijo holo-
morfne prereze Wi, ..., Wy vektorskega sveznja V| ) — U, ki generirajo Vy,(,) za
vsak © € U \ E in so enaki 0 na FE.

Za dovolj majhno odprto mnozico 0 € P C CV je preslikava

N
flz,t) = S<thWj(x)>, xeU, teP

holomorfen sprej m-prerezov z jedrom fo|y. Velja
atj|t:0f(ffat) = DS(Ofo(z))Wj(x)'

Ker vektorska polja W1, . .., Wy generirajo V() v vsaki tocki x € U\ E in je m-sprej
s dominanten na Z|p\g, sledi, da je f dominanten na D\ E. Poleg tega f fiksira
E, saj so vektorska polja Wy, ..., W, enaka 0 na E.

(ii) Po definiciji je kompleksna mnogoterost Y elipti¢na, ¢e (in samo ¢e) obstaja
globalen dominanten sprej v smisli definicije 3.1.3 glede na konstantno submerzijo
Y — {x}. Tedaj ocitno tudi kanoni¢na projekcija X x Y — X dopusca globalen
dominanten sprej. Zato je tocka (ii) le poseben primer tocke (i).

(iii) Naj bo Uy C X odprta okolica mnozice E in fy : Uy — Y holomorfna
preslikava. Fiksirajmo odprto okolico U & Uy mnozice E. Ker je fo(U) C Y
kompaktna mnozica, predpostavka na Y zagotavlja obstoj konéno mnogo globalnih
holomorfnih vektorskih polj Vi,...,Vy na Y, ki generirajo tangentni prostor 7Y
v vsaki tocki y € fo(U). Oznacimo s ¢] tokove vektorskih polj Vj. Preslikava
f:U x PY — Y definirana s predpisom

f(x;tla"'atN) = zN OO(ﬁtll(fO({L'))

je holomorfen sprej preslikav z jedrom fy|y. Velja

atj|t:0f($a t) = Vi(fo(z)).

Po izbiri vektorskih polj sledi, da je f dominanten na U; vendar pa ni nujno, da
fiksira mnozico E. Da to popravimo, izberemo konc¢no mnogo holomorfnih funkcij
g1, --,9u € O(U), katerih skupna nicelna mnozica je natanko E. Nato vsak clen
gbi] v definiciji preslikave f nadomestimo s kompozicijo M ¢lenov gb{j,kgk(x) za k =

1,..., M. Nov sprej preslikav je tedaj dominanten na U \ E in fiksira E. U

Pogoj £ eksplicitno zagotavlja obstoj sprejev prerezov z zelenimi lastnostmi
le nad neko okolico izjemne mnozice E. To pa je ze dovolj, da lahko najdemo
spreje prerezov z zelenimi lastnostmi tudi nad poljubnimi relativno kompaktnimi
1-konveksnimi domenami, kot v naslednjem izreku.

Izrek 3.4.3. Naj bo D relativno kompaktna 1-konveksna domena s strogo psevdokon-
veksnim robom razreda C' (I > 2) in izjemno mnozico E v kompleksni mnogoterosti
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X in naj bo 1 Z — D bodisi svezenj razreda A* (k < 1) bodisi zoZitev na D holo-
morfne submerzije Z — X . Denimo, da submerzija  : Z|p — D izpolnjuje Pogoj E.
Za vsak m-prerez fo : D — Z razreda A* obstaja sprej m-prerezov f : D x P — Z
razreda A* z jedrom fy, ki je dominanten na D\ E in fiksira E.

Za dokaz tega izreka bomo uporabili standardno tehniko ‘razsirjanja’ sprejev
prerezov korak za korakom na vecje in vec¢je domene v bazni mnogoterosti. Zacetni
sprej prerezov nam bo seveda zagotovil Pogoj €. Glavni korak v dokazu bo pokazati,
kako sprej prerezov ‘razsirimo’ ¢ez 1-konveksen Cartanov par. 7 ‘razsiriti’ v resnici
mislimo aproksimirati sprej prerezov definiran nad manjSo mnozico v bazni mno-
goterosti s sprejem prerezov definiranim nad vec¢jo mnozico v bazni mnogoterosti.
Sledili bomo dokazu v [9], ki se nanasa na Steinov primer. V vsakem koraku bomo
morali poskrbeti da ima nov sprej prerezov jedro fy, fiksira F in (najpomembneje)
je se vedno dominanten izven E. Mnozico parametrov 0 € P C C bomo lahko na
vsakem koraku zmanjsali.

Trditev 3.4.4. Naj bo (Do, Dy) 1-konveksen Cartanov par razreda C' (I > 2) v
kompleksni mnogoterosti X. Definiramo Doy = Dy N Dy in D = Dy U Dy ter
oznacimo z E izjemno mnozico domene Dy. Naj bo m : Z — D bodisi sveZenj razreda
A* (k <1) bodisi zoZitev na D holomorfne submerzije Z — X. Naj bo fo: D — Z
w-prerez razreda A* in f - Dyx Py — Z (0 € Py C CV ) sprej w-prerezov razreda A* 2
jedrom fo|p,, ki je dominanten na Do\ E in fiksira E. Predpostammo da je mnoZica
fo(Dy) vsebovana v neki posebni koordinatni karti na Z. Ce je N > dimg¢ Z, potem
obstaja odprta mnozica 0 € P C Py in sprej w-prerezov F : D x P — Z razreda AF
z jedrom fo, ki je dominanten na D\ E in fiksira E. Poleg tega lahko F izberemo
poljubno blizu f v C*(Dy x P).

Dokaz. Naj m in M oznacujeta kompleksni dimenziji mnogoterosti X in Z. Pred-
postavimo lahko, da je D; domena v C™, da je P, polidisk in da sta mnozici
f(Dg1x Py)in fo(Dy) vsebovani v isti posebni koordinatni karti Q C Z, Q = Dy x V.
Tedaj velja

f(l',t) = (l’, f(l',t)), T € DO,l; te PQ,
folz) = (z, fo(x,t)), ze€ Dy, tebh,.

Po Taylorjevem razvoju v spremenljivki t € CV velja

N N
fla,t) = fo(x) + > gi(@)t; + > hyr(z, )tjte, @€ Doyt € Py
j=1 jk=1

za neke preslikave hj;j, DO,l x Py — CM~m razreda A*. Definiramo

L(t) =) g;(x)t;.

Jj=1
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Tedaj je Ly = Oy)i—of(x,t) : C¥ — CM~™ linearna preslikava za vse = € Dy;.
Izberemo polidisk 0 € P’ € P, in uporabimo aproksimacijski izrek Mergelyanovega
tipa [9, Corollary 1.5], da aproksimiramo preslikave h;; v C*(Dy; x P’) s celimi
preslikavami h;; : C™ x CN — CM~™. Podobno aproskimiramo preslikave g; v
C¥(Dyg,) s celimi preslikavami g; : C™ — CM~™. Tako za vsak x € C™ dobimo
linearno preslikavo

A

N
Ly :CV = CYm 0 Ly(t) = gi(a)t.
j=1

Predpostavimo lahko, da je ta preslikava surjektivna za vsak € D;. Res, mnozica
Q vseh nesurjektivnih linearnih preslikav iz Hom(CY, CM~™) ima kodimenzijo N —
(M —m)+1 (to sledi na primer iz [18, Lemma 7.9.2, str. 324]). Osnovni transverzal-
nostni izrek (glej [18, Theorem 7.8.5, str. 317]), ki ga uporabimo na preslikavi
z — Ly, nam da Zeleni rezultat pri pogoju N — (M —m) + 1 > m, ki je izpol-
njen po predpostavki. Transverzalnost v tem primeru pomeni, da slika preslikave
ne seka mnozice Q).
Definiramo preslikavo

N
G(x,t) = fo(x) + La(t) + > hjulx, t)tjty, x € Dyt €CV.

jk=1

Izberemo odprto mnozico 0 € P, C P, da je slika G(D; x Py) vsebovana v C. Tedaj
je preslikava G : Dy x P, — Z definirana z G(x,t) = (z,G(x,t)) sprej m-prerezov
razreda A z jedrom fy|p,, ki je dominanten na D; in blizu f v C*(Doy x Py)
(morda moramo zmanjsati P;). Sedaj lahko uporabimo Trditev 3.3.1, da zlepimo
ta dva spreja prerezov v konéen sprej prerezov F : D x P — Z, ki ima vse Zelene
lastnosti. O

Opazimo lahko, da je pogoj N > dim¢ Z potreben le za dominantnost koncnega
spreja prerezov.

Dokaz Izreka 3.4.3. Izberemo plurisubharmoni¢éno funkcijo ¢ : V' — [0, 00) razreda
C' definirano na odprti okolici V mnozice D, ki je strogo plurisubharmonicna izven
E, ima le izolirane kriticne tocke ter zanjo velja E = {z € V; ¢(x) = 0} in
D ={zeV; ¢(x) < ¢} za nek ¢ > 0, ki ni kriti¢na vrednost za ¢.

Pogoj £ nam zagotavlja obstoj odprte okolice U C D mnozice E in obstoj
holomorfnega spreja m-prerezov f : U x P — Z (0 € P C CV) z jedrom fy|y, ki je
dominanten na U \ E in fiksira E. Predpostavimo lahko, da je N > dim¢ Z, sicer
le dodamo nekaj parametrov in naredimo sprej neodvisen od njih. Izberemo stevilo
co > 0, ki je regularna vrednost za ¢, da velja Dy = {z € V; ¢(z) < ¢o} C U.

Po [33, Corollary 2.8] obstaja konéno zaporedje 1-konveksnih domen Dy C Dy C
...C D, =D,dazavsak j =1,...,m velja D; = D;_; U By, kjer je (D,_1, B,)
1-konveksen Cartanov par razreda C!. Poleg tega lahko zagotovimo, da je za vsak
j=1,...,m mnozica fy(B;) vsebovana v neki posebni koordinatni karti na Z.
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Z induktivno uporabo Trditve 3.4.4 na 1-konveksnih Cartanovih parih (D;_1, B;),
7 =1,...,m, lahko razsirimo sprej m-prerezov f iz Dy na Dy, iz Dy na D, in tako

naprej, dokler ne dosezemo D,, = D. O

Kot direktno posledico Izreka 3.4.3 dobimo verzijo brez roba.

Posledica 3.4.5. Naj bo X 1-konveksna mnogoterost z izjemno mnoZico £, D C X
relativno kompaktna domena, ki vsebuje E, in m : Z — X holomorfna submerzija,
ki izpolnjuje Pogoj €. Za vsak holomorfen m-prerez fo : X — Z obstaja holomorfen
sprej w-prerezov [ : D X P — Z z jedrom fo|p, ki je dominanten na D\ E in fiksira
E.

Edina stvar, ki je napa¢na oziroma nepopolna v [46], je dokaz obstoja holo-
morfnega spreja m-prerezov, ki ima predpisano jedro in je dominanten na kom-
plementu izjemne mnozice (glej zacetek razdelka za podrobnejso razlago). Obsto]
takega spreja je sedaj podan v Izreku 3.4.3. Tako pod dodatno predpostavko, da
submerzija 7 izpolnjuje Pogoj &, rezultati v [46] ostanejo veljavni.
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Poglavje 4

Aproksimacija holomortfnih
preslikav

4.1 Lokalna aproksimacija

Spreji prerezov so se izkazali kot zelo uporabno orodje pri obravnavi stevilnih anal-
iticnih problemov. Eden izmed teh problemov je aproksimacija holomorfnih pres-
likav. V tem razdelku bomo predstavili lokalen aproksimacijski izrek Mergelyanove-
ga tipa. Sledili bomo metodam, ki so bile razvite v [9] za primer Steinovih domen,
in jih dopolnili s tehnikami sprejev prerezov nad 1-konveksnimi domenami, ki smo
jih razvili v prejsnjem poglavju. Naslednji izrek je analog izreka [9, Theorem 5.1].

Izrek 4.1.1. Naj bo D relativno kompaktna 1-konveksna domena s strogo psevdokon-
veksnim robom razreda C' (I > 2) in izjemno mnoZico E v kompleksni mnogoterosti
X, i naj bow: Z — X holomorfna submerzija, ki izpolnjuje Pogoj £. Vsak -
prerez f + D — Z razreda A* (k < 1) lahko aproksimiramo v C*(D) s w-prerezi, ki so
holomorfni na odprtih okolicah domene D in se wjemajo z f na E. Poleg tega lahko
aproksimacijske T-prereze izberemo homotopne f na D preko homotopije m-prerezov
razreda A*(D), ki se ujemajo z f na E.

Dokaz. Dokaz je prakticno enak kot v [9], le da bomo uporabili tehnike sprejev
prerezov nad 1-konveksnimi domenami.

Naj m in M oznacujeta kompleksni dimenziji mnogoterosti X in Z. Oznacimo
spri : C" x CM=™ — C™, pry : C™ x CM~™ — CM~™ kanoniéni projekciji in
z B C C" B'" c CM~™ odprti enotski krogli. Ker je m holomorfna submerzija,
torej lokalno kar obicajna projekcija CM — C™, za vsako tocko z € Z obstajata
odprti okolici z € W C Z, w(z) € V = «(W) C X in biholomorfni preslikavi
O:W —-BxB,¢:V — B, da velja

B(z) = <gb(7r(z)), gb'(z)) €eBxB, zeW,

kjer je ¢/ = pro o ®. Tak par (W, ®) imenujemo posebna koordinatna karta na Z.
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Fiksirajmo 7-prerez f : D — Z razreda AF. Po Narasimhanovi lemi o lokalni
konveksifikaciji lahko rob 0D lokalno konveksificiramo in tako najdemo koné¢no
mnogo posebnih koordinatnih kart (W;, ®;) na Z, j =1,...,J, kjer je V; = n(W})
in ®; = (¢; om,¢}) kot zgoraj, da je {Vj; j =1,...,J} odprto pokritje za 9D, ki
ne seka F, in velja

(i) ¢;(0D NV;) je strogo konveksna hiperploskev v B,
(i) f(DNV;) CW;in ¢i(f(DNV;)) C B'.

Izberemo Stevilo 0 < r < 1, tako da mnozice U; := (]5;1(7“3), j=1,...,J, se vedno
pokrivajo 0D.

Indukcijsko bomo konstruirali zaporedje D = Dy C D; C ... C D; € X 1-
konveksnih domen s strogo psevdokonveksnim robom razreda C! (in isto izjemno
mnozico) ter m-prereze f; : D; — Z razreda A*, kjer je fo = f, tako da je f; blizu
fi—1 v CF(D;_1) in se ujema z f na E za vsak j = 1,...,J. Na vsakem koraku bomo
zagotovili, da bo lastnost (ii) veljala tudi, ¢e (D, f) zamenjamo z (D;, f;). Zaradi
tega bo domena D; v splosnem odvisna od C°(D,_;) razdalje med f; in f;_i, in
izbrali jo bomo tako, da bo veljalo

Dj—l - Dj - Dj_l U ‘/j, aDj_l N Uj - Dj.

Tako bo konéna domena D vsebovala D v svoji notranjosti in konéni prerez f; bo
aproksimiral f poljubno dobro v C¥(D) in se bo ujemal z f na E.

Vsi koraki v indukciji so enaki, zato je dovolj, ¢e razlozimo kako dobimo (Dy, f1)
iz (D, f). Najprej bomo konstruirali domeno D} C V; z robom razreda C', ki je
konveksna izboklina na D, da bo veljalo D N U; C D). Izberemo gladko funkcijo
x : C™ — [0,1] s kompaktnim nosilcem vsebovanim v B, da velja x = 1 na rB.
Naj bo 7 : B — R strogo konveksna definicijska funkcija razreda C' za hiperploskev
¢;(0DNV;); predpostavimo lahko, da nima kriti¢nih tock. Izberemo ry € (7, 1) blizu
1, tako da hiperploskev {7 = 0} = ¢,;(0D NV;) seka sfero 0(roB) transverzalno.
Izberemo § > 0 dovolj majhen, da je 7 — dx Se vedno strogo konveksna funkcija brez
kriticnih tock. Ce domeni roB N {7 — dx < 0} zaoblimo robove (tj. presek mnozic
{r —dx =0} in 9(ryB)), dobimo tako domeno D}, da ima domena D} = ¢~ (DY)
zelene lastnosti (glej Sliko 4.1).

Po Izreku 3.4.3 obstaja sprej m-prerezov F': D x P — Z (0 € P C CV) razreda
A* 7 jedrom f|p, ki je dominanten na D \ F in fiksira E. Ce po potrebi zmanjsamo
P, lahko privzamemo, da lastnost (ii) velja tudi, ¢e f zamenjamo z F; za vse t € P. Z
uporabo posebne koordinatne karte (W5, ®;) lahko najdemo odprto mnozico Q2 C V7,
ki vsebuje D} N D, in holomorfen sprej m-prerezov G : Q x Py (0 € Py C P) s sliko
vsebovano v Wi, ki je blizu F v C¥(D}; N D x B). To storimo na enak nacin kot v
dokazu Trditve 3.4.4, le da moramo aproksimirati tudi prvi koeficient v Taylorjevem
razvoju (saj je f = Fy definiran le na D). Ker mora slika tega novega koeficienta
ostati v Wy, se lahko zgodi, da je © le majhna okolica mnozice D} N D in ne vsebuje
cele domene Dj.
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Slika 4.1: Domeni D] in Dy (povzeto iz [9, Fig. 1]).

Radi bi uporabili Trditev 3.3.1 in zlepili spreja m-prerezov F' in G v en sam sprej
m-prerezov. Tega ne moremo storiti direktno, saj njuni definicijski domeni ne tvorita
1-konveksnega Cartanovega para. Toda Se vedno lahko uporabimo Lemo 3.3.2, da
poiséemo prehodno preslikavo v : D/ N D x P, — CN (0 € P, C Py) razreda A* med
F in G, ki je blizu yo(z,t) = t v C¥(D} N D) in zanjo velja F(z,t) = G(z,v(x,t))
za v € DN D,t € P. 7 uporabo Izreka 3.2.2 na preslikavi in 1-konveksnem
Cartanovem paru (D, D)) dobimo mnozico 0 € P, C Py in preslikavi o : D x Py —
CN, B: D} x Py — C razreda A*, ki sta blizu v, v C¥(D), C*(D}), in zanju velja
y(z,a(x,t)) = B(z,t) za x € D, N D, t € P,. Spreja w-prerezov F(x, a(x,t)) and
G(z,B(z,t)) se tedaj zdruzita v en sam sprej m-prerezov definiran na D U (D} N Q),
ki je blizu F' v C*(D x P,) in fiksira E. Jedro tega novega spreja m-prerezov, ki ga
ozna¢imo z fi, je m-prerez razreda A*, ki je blizu f v C¥(D) in se ujema z f na E.

Ostane nam le Se, da f; zozimo na primerno izbrano 1-konveksno domeno D; &
X, ki je vsebovana v D U (D} N Q) in zados¢a vsem Zelenim lastnostim. Izberemo
domeno D, tako, da se izven V; ujema z D in velja

DiNVi = ¢ ({T —ex < 0})

za 0 < ¢ < 6. Ce izberemo ¢ > 0 dovolj majhen, sta lastnosti (i) in (ii) izpolnjeni za
(D1, f1). S tem je indukcijski korak zakljucen.

Kljub temu, da nismo mogli direktno uporabiti Trditve 3.3.1, smo vseeno upora-
bili enako tehniko, da smo dobili aproksimacijske m-prereze. Zato lahko sklepamo
tudi, da so aproksimacijski m-prerezi homotopni f na D preko homotopije 7-prerezov
razreda A*(D), ki se ujemajo z f na E. O

4.2 Globalna aproksimacija in princip Oka

Definicijske domene aproksimacijskih prerezov v Izreku 4.1.1 se v splosnem krcijo
proti D; natancnejsa kot je aproksimacija, manjsa je definicijska domena aproksi-
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macijskega prereza. Ce zelimo dobiti aproksimacijo z globalnimi prerezi, moramo
uvesti dodatne predpostavke. Da se izognemo topoloskim obstrukcijam, bomo pred-
postavili, da se zacetni prerez zvezno razsiri do globalnega prereza. Se pomembneje,
privzeti bomo morali, da je submerzija 7 v resnici svezenj z Oka vlaknom. S tem
bomo kompenzirali dejstvo, da zacetni w-prerez (jedro spreja m-prerezov) ni holo-
morfen na domeni, kamor zelimo razsiriti sprej m-prerezov.

Najenostavnejsa izmed vecih ekvivalentnih definicij Oka mnogoterosti je nasled-
nja (glej [18, Definition 5.4.1, str. 192]).

Definicija 4.2.1. Kompleksna mnogoterost Y je Oka mnogoterost, ¢e lahko vsako
holomorfno preslikavo iz odprte okolice kompaktne konveksne mnozice K C C™
(m € N) v Y aproksimirano enakomerno na K s celimi preslikavami C™ — Y.

To lastnost imenujemo tudi konveksna aproksimacijska lastnost ali na kratko
CAP (izhaja iz angleskega poimenovanja ’convex approximation property‘). Ta
lastnost implicira polni princip Oka za preslikave iz Steinovih mnogoterosti v Y
(glej [18, Theorem 5.4.4, str. 193]).

Najprej omenimo rezultat, ki je direktna posledica Izreka 4.1.1 in glavnega rezul-
tata v [46]. Sledi pa tudi iz nasega glavnega Izreka 4.2.3 v tem razdelku (neodvisno
od [46]) preko preprostega indukcijskega argumenta, ki ga skiciramo v dokazu.

Posledica 4.2.2. Naj bo X 1-konveksna mnogoterost z izjemno mnoZico E in naj
bo D @ X I-konveksna domena z robom razreda C' (I > 2) ter O(X)-konveksnim
zaprtjem, da velja E C D. Naj bo w : Z — X holomorfna submerzija, ki izpolnjuje
Pogoj E.  Predpostavimo, da je m : Z|x\p — X \ D holomorfen svezenj z Oka
vlaknom. Za vsak zvezen w-prerez fo : X — Z razreda A* (k < 1) na D obstaja
homotopija f, : X — Z zveznih m-prerezov razreda A* na D, da je f, blizu fy v
CH(D) in se ujema z fo na E za vsak t € [0,1], ter je fi holomorfen na X .

Dokaz (skica). Zaradi enostavnosti predpostavimo, da je m# : Z — X holomor-
fen svezenj z Oka vlaknom nad celo mnogoterostjo X. Izberimo gladko funkcijo
iz¢rpanja ¢ : X — R, ki je strogo plurisubharmoni¢na Morseova funkcija izven
E, da velja ¢ > 0 na D. Izberimo zaporedje stevil 0 < ¢; < ¢ < ..., ki niso
kriticne vrednosti funkcije ¢, da velja lim; ,.oc; = oo. Oznacimo Dy := D in
D; = {z € X; ¢(x) < ¢;} za j € N. Interval parametrov [0, 1] homotopije razde-
limo na podintervale I; = [t;,t;11], kjer je t; =1 —279, 5 =0,1,2,.... Fiksirajmo
e > 0. Konstruirali bomo homotopijo zveznih w-prerezov f; : X — Z (t € [0,1)), da
bo za vsak j = 0,1,2,... in t € I; m-prerez f; razreda A* na D;, ki se ujema z fy
na I in zadoSca

sup [ f; — fi;ller ;) < 27 1,
tel;

Limitni m-prerez f; := lim;_; f; : X — Z je tedaj holomorfen na X in € blizu fy v
C*(D).

Predpostavimo induktivno, da smo homotopijo ze skonstruirali za t € [0,¢;], in
razlozimo, kako jo skonstruiramo za t € I;. Zvezen 7-prerez f;. : X — Z je razreda
A* na Dj. Z uporabo Izreka 4.2.3 (glej spodaj) na paru domen D; € Dj5 € X
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dobimo homotopijo zveznih m-prerezov ft : ]+2 — Z za t € I}, ki ima vse Zeljene
lastnosti, le da Se ni definirana na celem X. To homotopijo zlahka popravimo do
globalne homotopije, pri ¢emer jo ohranimo nespremenjeno na D;; in pri t = ¢;.
Res, izberimo gladko funkcijo x : X — [0, 1] s kompaktnim noslicem vsebovanim v
Dj 9, da velja x = 1 on Dj,1, in definirajmo

Fl@) = fo()+t; (1=x() (2)-
O

Posledica 4.2.2 je ‘odprta’ verzija nasega naslednjega razultata, v katerem vlogo
mnogoterosti X (brez roba) prevzame zaprta domena D' € X (z robom). Gre za
Oka princip z aproksimacijo za prereze sveznjev razreda A* z Oka vlakni nad kom-
paktnimi 1-konveksnimi domenami. Analogni rezultat v Steinovem primeru je bil
dokazan v [9, Theorem 1.7]. Klasicen primer holomorfnih sveznjev nad Steinovimi
mnogoterostmi sta obravnavala Grauert in Kerner (glej [25] in [28]), primer holo-
morfnih sveznjev s homogenimi vlakni nad 1-konveksnimi mnogoterostmi pa sta
obravnavala Henkin in Leiterer (glej [33]).

Izrek 4.2.3. Naj bo X kompleksna mnogoterost in naj bosta D € D' € X omejeni
1-konveksni domeni s strogo psevdokonveksnim robom razreda C' (I > 2) in isto
izjemno mnozico E, pri éemer je zaprtje D O(D')-konveksno. Naj bo w : Z — D’
svezenj razreda A* (k < 1) z Oka vlaknom, ki izpolnjuje Pogoj €. Za vsak zvezen
n-prerez fo : D' — Z razreda A* na D obstaja homotopija f, : D' — Z zveznih
w-prerezov razreda A* na D, da je f; blizu fo v C¥(D) in se ujema z fo na E za vsak
t €[0,1], ter je fi razreda A* na D'

Izrek 4.2.3 $e vedno velja, ¢e D nadomestimo s poljubno kompaktno O(D')-
konveksno mnozico K C D’ in predpostavimo, da je zacetni prerez f, holomorfen v
okolici mnozice K.

Ideja dokaza je podobna kot v dokazu obstoja sprejev (glej razdelek 3.4). Zacetni
prerez ‘odebelimo’ v sprej prerezov, ki ga nato razsirimo na vecje in vec¢je domene
v bazni mnogoterosti. V dokazu bosta dva glavna koraka; razloziti bomo morali,
kako sprej prerezov razsirimo ¢ez konveksno izboklino in ¢ez kriticno tocko. Glavna
razlika je v tem, da je bil prej zacetni prerez (jedro spreja prerezov) ze definiran in
holomorfen na vec¢ji domeni, kamor smo zeleli razsiriti sprej prerezov. Temu sedaj
ne bo tako, zato ga ne bomo mogli obdrzati fiksnega.

Najprej si oglejmo, kako sprej prerezov razsirimo ¢ez konveksno izboklino.

Trditev 4.2.4. Naj bo (Do, Dy) 1-konveksen Cartanov par razreda C' (1 > 2) v
kompleksni mnogoterosti X, kjer je Dy konveksna izboklina na Dy. Definiramo
Dy = DyND; in D = DyUD, ter oznacimo z E izjemno mnozico domene Dy. Naj
bo: Z — D bodisi svezenj razreda A* (k < 1) bodisi zoZitev holomorfne submerzije
Z—X,da: Z|p, — Dy izpolnjuje Pogoj & in je T Zp, — Dy trivialen svezenj
z Oka vlaknom Za vsak zvezen w-prerez fy : — Z razreda A* na D, obstaja
homotopija f, : D — Z zveznih m-prerezov mzreda A* na Dy, da je f, blizu fy v
C*(Dy) in se ujema z fo na E za vsak t € [0,1], ter je fi razreda A* na D.
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Dokaz. Po Izreku 3.4.3 obstaja sprej m-prerezov F': Dox P — Z razreda AF z jedrom
f, ki je dominanten na Dy \ E in fiksira E. Z uporabo trivializacije Z|p, = Dy x Y
(Y je vlakno) lahko zapisemo

F(ZL‘,t):(l',F(l',t))GDQJXYV, $€D071,t€P.

Po definiciji konveksne izbokline lahko predpostavimo, da sta Dy, in D; strogo
konveksni domeni v C™. Izberemo polidisk 0 € Py € P. Za 0 < A < 1 je preslikava
Fy(z,t) = F(\z,t) holomorfna na 1Dg; x P D Dy x By. Ce izberemo A dovolj
blizu 1, je Fy poljubno blizu F v C¥(Dy; x P). Ker je Y Oka mnogoterost, lahko
aproksimiramo F NV Ck(Do,l X PO) s celo preslikavo G in definiramo

G(z,t) = (z,G(z,t)) € Dy xY, x € Dy teP.

Ce so zgornje aproksimacije dovolj natan¢ne, lahko uporabimo Trditev 3.3.1 in
zlepimo spreja m-prerezov F in G v en sam sprej m-prerezov H : D x P, — Z
(0 € P, C Ry) razreda A", ki je blizu F v C*(Dy x Py) in fiksira E. Jedro Hy =: f,
tega spreja m-prerezov je tedaj razreda A* na D, blizu f; v C*(Dy), in se ujema z fo
na E. Poleg tega je f; homotopen f, na D, preko homotopije z zelenimi lastnostmi.
Ni tezko videti, da se ta homotopija razsiri na D. Za podrobnosti glej [20]. O

Naslednja trditev nam pove, kako sprej prerezov razsSirimo Cez tanek totalno
realen rocaj pripet na rob domene. To trditev bomo uporabili pri razsirjanju spreja
prerezov ez kriticno tocko (glej kritiéni primer v dokazu Izreka 4.2.3 spodaj).

Trditev 4.2.5. Naj bo Z kompleksna mnogoterost, X 1-konveksna mmnogoterost z
izjemno mnozico E in 7w : Z — X holomorfna submerzija, ki izpolnjuje Pogoj &.
Naj bo D € X 1-konveksna domena, za katero je E C D, in M C X totalno
realna podmnogoterost razreda C*, da sta D in D U M kompaktni O(X)-konveksni
podmnoZici. Za vsako odprto okolico U C X mnoZice D, zvezen w-prerez f : UUM —
Z, ki je holomorfen na U, € > 0 in k > 0 obstaja odprta okolica V- C X mnoZice
D U M in holomorfen m-prerez g : V. — Z, ki se ujema z f na E ter je € blizu
f v C*¥(D) in C(M). Poleg tega lahko g izberemo homotopen f preko homotopije
w-prerezov, ki so holomorfni v okolicah mnoZice D in zvezni v okolicah mnoZice M.

Dokaz. Izberimo odprto okolico Uy @ U mnozice D. Po Posledici 3.4.5 obstaja
holomorfen sprej m-prerezov F' : Uy X P — Z z jedrom f|y,, ki je dominanten na
Up \ E in fiksira E. Ce po potrebi skréimo Uy in P, lahko sprej m-prerezov F zvezno
razsirimo na M x P.

Po standardnem rezultatu (glej na primer [18, p. 72, Corollary 3.5.2]) ima
mnozica B := M \ D C X bazo Steinovih okolic. Po drugi strani ima mnozica
DU M bazo 1-konveksnih okolic. V primeru, ko je domena D Steinova (tj. E = 0),
je bilo to dokazano v [13, Theorem 3.1] z lepljenjem doloc¢enih plurisubharmoni¢nih
funkcij (glej tudi [18, p. 78, Theorem 3.7.1]). Enak dokaz deluje tudi v nasem
1-konveksnem primeru, saj se lepljenje dogaja samo v okolici mnozice M N 0D, tj.
stran od izjemne mnozice E.
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Fiksirajmo odprto Steinovo okolico 2 € X mnozice B z gladkim strogo psev-
dokonveksnim robom, da velja Q N E = ), in odprto 1-konveksno okolico Dy @ U,
mnozice D z gladkim strogo psevdokonveksnim robom. Oznaéimo K := Dy N Q
in S := K U B. Sedaj lahko uporabimo [13, Theorem 3.2] in aproksimiramo sprej
m-prerezov F', ki je holomorfen nad okolico Uy mnozice K in zvezen nad B, s sprejem
m-prerezov G : Qg X Py — Z (0 € Py € P), ki je holomorfen nad neko okolico €
mnozice S ter je blizu F' v C*(K x Py) in C(B x Fy). Ce je aproksimacija dovolj
natancna, potem je jedro Gy homotopno f = F{) preko homotopije m-prerezov, ki so
holomorfni na okolici mnozice K in zvezni na okolici mnozice B.

Preostane nam, da spreja m-prerezov F' in G zlepimo v en sam sprej m-prerezov.
V ta namen izberimo 1-konveksno okolico V mnozice DU M z gladkim strogo psev-
dokonveksnim robom, da je V'@ Dy U (2N Q). Domeni V N Dy zgladimo robove,
da dobimo 1-konveksno domeno A, in domeni V' N 2 zgladimo robove, da dobimo
Steinovo domeno B. Ti dve domeni tvorita 1-konveksen Cartanov par (A, B) razreda
C>®. Pritem velja AUB=V, De A€ Uy, BEQyin ANB C K. Z uporabo
Trditve 3.3.1 lahko spreja m-prerezov F'|j,p, in G|gyp, zlepimo v en sam sprej -
prerezov H : V. x P, — Z (0 € P, C P,). Njegovo jedro g := Gy|y je holomorfen
m-prerez, ki izpolnjuje vse pogoje iz trditve. O

Dokaz Izreka 4.2.3. Najprej pokazimo, da lahko predpostavimo, da je fy holomorfen
na neki odprti okolici U € D’ mnozice D. Ce temu ni tako, lahko s pomocjo
Izreka 4.1.1 najdemo m-prerez ¢ holomorfen na odprti okolici Uy C D’ mnozice D, ki
je blizu f v C*(D) in se ujema z f, na E. Dalje, ¢e je aproksimacija dovolj natanéna
in okolico Uy po potrebi nekoliko skréimo, potem je g homotopen fy na Uy preko
homotopije g; : Uy — Z zveznih w-prerezov, ki so razreda A* na D in se ujemajo z f;
na E. Izberemo gladko funkcijo x : X — [0, 1] s kompaktnim nosilcem vsebovanim
v Uy, da velja y = 1 na odprti okolici U mnozice D. Definiramo G;(z) := giy@) ().
To je homotopija globalnih zveznih m-prerezov, ki so razreda A* na D in se ujemajo
z fo na E, pri éemer je §; holomorfen na U C D. Torej lahko fy zamenjamo z §;.

Predpostavke zagotavljajo obstoj strogo plurisubharmonicéne funkcije ¢ razreda
C! definirane na odprti okolici V' C X mnozice D'\ D, za katero velja DNV C {z €
Vi ¢(z) <0} € Uin D'NV = {x € V; ¢(x) < 1}. Poleg tega lahko predpostavimo,
da je ¢ Morseova funkcija z lepimi kriticnimi tockami py,...,py; € V (v smislu [18,
Definition 3.9.2, str. 89]), kjer je 0 < ¢(p1) < ... < ¢(ps) < 1. Izberemo zaporedje
Stevil 0 < ¢ < ... < ¢y < 1, da velja co5-1 < ¢(pj) < o5 za vsak j = 1,...,J
in definiramo ¢y := 0, c2y41 = 1. Oznac¢imo D; = DU {z € V; ¢(z) < ¢},
j=0,...,2J + 1. Interval parametrov [0, 1] homotopije razdelimo na podintervale
L =[tj, tj+1], 5=0,...,2J, Kjer je t; = 55, =0,...,2J + 1.

Skonstruirali bomo homotopijo f; : D' — Z zveznih m-prerezov, da bo za vsak
j=0,...,2J int € I; m-prerez f; razreda A* na D;, se bo ujemal z fy na E in bo
5771 blizu fi, v C*(Dy). Tako bo f; € blizu fy v C*(D) za vsak t € [0, 1].

Induktivno predpostavimo, da smo homotopijo ze skonstruirali za t € [0,%;], in
sedaj bomo razlozili, kako jo skonstruiramo za t € I; = [t;,t;41]. Obravnavamo dva
primera.
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Nekriticen primer: Ce je j sod, potem ¢ nima kriti¢énih tock v DjH \ D;. Po lemi o
izboklinah (glej na primer [33, Lemma 2.2] ali [18, Lemma 5.10.3, str. 218]) obstaja
konc¢no zaporedje

Di=QyCc C...CQpn=Djn

(pri cemer je m odvisen od j) 1-konveksnih domen s strogo psevdokonveksnim robom
razreda C', da za vsak i = 1,...,m velja ; = Q;,_1 U B;, kjer je B; konveksna
izboklina na ;1. Poleg tega lahko zagotovimo, da je m : Z|5, — B; trivialen
svezenj za vsak ¢. Z induktivno uporabo Trditve 4.2.4 na 1-konveksnih Cartanovih
parih (€,_1, B;), i =1,...,m, dobimo zeleno homotopijo na intervalu [¢;, ;1]

Kriticen primer: Ce je j lih, potem ima ¢ eno samo kriti¢no tocko p € Djiq\ Dj.
Oznacimo z M stabilno mnogoterost skozi p gradientnega toka funkcije ¢. Za dovolj
majhen ¢ > 0 nam [18, Proposition 3.10.4, str. 96] (glej tudi [10, Lemma 3.1]) podaja
strogo plurisubharmoni¢no funkcijo ¥ na {z € V; ¢(x) < ¢(p) + 35} razreda C', za
katero velja:

() {6 < ;UM C {1 <0} C {6 < ép) — 5} U M,
(i) {¢ <o(p)+0} C{v <20} C{o < ¢(p) + 34},
(iii) 1 kriticnih vrednosti v (0, 39),

)

(iv) ¥ = ¢ + s izven neke okolice tocke p za nek s > 4.

W AG= o)~ -

{¢=¢;}
Slika 4.2: Tipi¢na nivojska mnozica funkcije ¢ (povzeto iz [18, Fig. 3.5, str. 94]).

Interval I; = [tj,t;+1] razdelimo na §tiri podintervale J; = [t;, s1], Jo = [s1, 5],
Js = [s2, s3], Js = [s3,tj41], kjer je t; < 51 < 9 < s3 < t;41, in nadaljujemo v §tirih
korakih.

Korak 1: Po nekriticnem primeru deformiramo 7-prerez f;; do m-prereza fs, razreda
A¥ na DU {¢ < ¢(p) — 2} preko homotopije f; : D' — Z (t € J;) m-prerezov z
Zelenimi lastnostmi.
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Korak 2: Mnozica M\ (DU{¢ < ¢(p)—0}) je d-dimenzionalna totalno realna krogla
B C X pripeta s svojo robno (d—1)-sfero 0B na {¢ = ¢(p)—4} (pri tem je d Morseov
indeks kriti¢ne tocke p). Sedaj uporabimo Trditev 4.2.5 in aproksimiramo w-prerez
fs vCH(DU{¢ < ¢(p) —d}) s m-prerezom f,, holomorfnim v neki odprti okolici W
mnozice DU {¢ < ¢(p) — 0} U B, ki se ujema z fy na E. Dalje, ¢e je aproksimacija
dovolj natancna in izberemo W, dovolj majhen, potem je f;, homotopen f;, na
Wy preko homotopije f; : Wy — Z (t € J3) holomorfnih 7-prerezov, ki se ujemajo
z fo na E. Kot na zacetku dokaza, lahko to homotopijo popravimo do globalne
homotopije, pri cemer jo ohranimo nespremenjeno v neki odprti okolici W mnozice
DU{¢<¢(p)—d}UB in prit = s;.

Korak 3: Po (i) je za dovolj majhen A > 0 mnozica DU {¢ < A} vsebovana v W (in
vsebuje D;). Po nekrititnem primeru za funkcijo ¢ (glej (iii)) deformiramo m-prerez
fs, do m-prereza f,, razreda A* na D U {¢p < 2§} preko homotopije f; : D' — Z
(t € J3) m-prerezov z zelenimi lastnostmi.

Korak 4: Po (ii) je m-prerez fs, holomorfen v okolici kompaktne mnozice {¢ <
¢(p) +d}. Po nekriticnem primeru ga lahko deformiramo do 7-prereza f;,,, razreda
AF na D, preko homotopije f; : D' — Z (t € J,) m-prerezov z zelenimi lastnostmi.

Ce so aproksimacije v vseh §tirih korakih dovolj natanéne, potem je za vsak ¢ € I j
m-prerez fi 5357 blizu fi, v Ck(D;). S tem je dokaz indukcijskega koraka zakljucen.

Opazimo lahko, da smo dejstvo, da je 7 svezenj z Oka vlaknom potrebovali le
izven mnozice D. U

Pod dodatnimi topoloskimi predpostavkami na vlakno sveznja 7, ki bodo omo-
gocale zvezno razsirjanje prerezov, lahko dokazemo naslednjo posledico Izreka 4.2.3
(primerjaj z [18, Theorem 5.14.1, str. 233]).

Posledica 4.2.6. Naj bo X kompleksna mnogoterost in naj bosta D € D' € X
omejeni 1-konveksni domeni s strogo psevdokonveksnim robom razreda C' (1 > 2) in
isto izjemno mnoZico, pri cemer je zaprtje D O(D')-konveksno. Naj bo 7 : Z — D’
sveZenj razreda A* (k < 1), ki izpolnjuje Pogoj €, z vlaknom 'Y , ki je Oka mnogoterost
in izpolnjuje pogoj m,(Y) = 0 2a vse ¢ < dime X. Tedaj lahko vsak w-prerez f : D —
Z razreda A* aproksimiramo v C*(D) s w-prerezom g : D' — Z razreda AF, ki se
ujema z f na E.

Dokaz. V dokazu Izreka 4.2.3 smo dejstvo, da je zacetni prerez zvezen na X potre-
bovali le pri prehodu cez kriticno tocko p indeksa d strogo plurisubharmonic¢ne
Morseove funkcije ¢ (Korak 2 v Kriticnem primeru). Pri taki tocki moramo znati
zvezno razsiriti dan w-prerez f, definiran na podnivojski mnozici DU{¢ < ¢(p) — g},
¢ez d-dimenzionalno totalno realno kroglo B C X pripeto s svojo robno (d — 1)-sfero
OB na {¢ = ¢(p) — L}, kjer je DU {¢ < ¢(p) — 2} U B krepki deformacijski retrakt
podnivojske mnozice D U {¢ < ¢(p) + €} za nek € > 0.

Ce smo izbrali § dovolj majhen, potem je mnozica B vsebovana v majhni okolici
tocke p, nad katero je 7 trivialen svezenj z vlaknom Y. Z uporabo te trivializacije
lahko lokalne 7-prereze identificiramo s preslikavami v vlakno Y. Vidimo, da zelena
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razsiritev obstaja Ce in samo Ce je preslikava f : 0B — Y homotopna konstantni
preslikavi. To je vsekakor res, ¢e velja my_1(Y) = 0, kar je res po predpostavki, saj
Morseovi indeksi strogo plurisubharmonicne funkcije nikoli ne presegajo dime X. [

4.3 Prave holomorfne preslikave

V tem razdelku Zelimo le omeniti Se eno aplikacijo tehnike lepljenja sprejev holo-
morfnih preslikav.

Izrek 4.3.1. Naj bosta X in'Y kompleksni mnogoterosti kompleksnih dimenzij m in
n, in naj bo D C X 1-konveksna domena z gladkim strogo psevdokonveksnim robom.
Predpostavimo, da kanonicéna projekcija D XY — D izpolnjuje Pogoj £, da velja
2m <n, in naj bo g € {1,...,n—2m + 1}. Tedaj velja naslednje.

(i) Ce je Y q-konveksna, potem obstaja prava holomorfna preslikava D — 'Y .

(ii) Ce je Y q-kompletna, potem lahko vsako zvezno preslikavo D — Y, ki je
holomorfna na D, aproksimiramo enakomerno po kompaktih v D s pravimi
holomorfnimi preslikavami D — Y .

Steinovo verzijo Izreka 4.3.1 lahko najdemo v [10] skupaj z nekoliko splosnejso
verzijo in dodatnimi posledicami. 7 uporabo tehnik razvitih v disertaciji dokaz v
[10] zlahka prenesemo v nas 1-konveksen primer.
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