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Kratek povzetek vsebine

Ortogonalni polinomi so poleg Fourierove vrste eno izmed orodij, ki se
v teoriji aproksimacije najpogosteje uporablja. Posebne lastnosti trigonome-
tri¢nih funkcij in polinomov zagotavljajo u¢inkovito racunanje ter stabilne in
konvergentne numeriéne resitve. Spektralne metode so poleg metod konénih
razlik in konénih elementov pomembno orodje za reSevanje robnih problemov
tako pri navadnih kot pri parcialnih diferencialnih enacbah. V prvem delu
doktorske disertacije so opisane osnovne lastnosti Fourierove vrste in orto-
gonalnih polinomov ter nekateri osnovni pristopi za konstrukcijo spektralnih
metod z osnovnimi orodji za analizo konvergence in napake.

V nadaljevanju sta predstavljeni dve neklasi¢ni druzini ortogonalnih
polinomov, tj. poldomenski polinomi CebiSeva prve in druge vrste ter pri-
padajo¢a poldomenska Cebisev-Fourierova vrsta. Obe druzini sta konstru-
irani z uporabo modificiranega algoritma Cebiseva za izrac¢un rekurzivnih
koeficientov v tri¢lenski rekurzivni formuli. Aproksimacija s kvadratom in-
tegrabilnih funkcij s poldomensko Cebigev-Fourierovo vrsto vrne primerljive
rezultate kot aproksimacija s Fourierovo vrsto ali z vrsto Cebiseva.

V osrednjem delu doktorske disertacije je konstruiran nov razred Cebi-
Sev-Fourierovih kolokacijskih spektralnih metod za reSevanje linearnih dvo-
tockovnih robnih problemov z Dirichletovimi robnimi pogoji, kjer numeri¢no
resitev problema iséemo v obliki odrezane poldomenske Cebisev-Fourierove
vrste, spektralne koeficiente pa izra¢unamo z metodo kolokacije. Analiza
konvergence in napake pokaze, da so te metode primerljive s standardnimi,
kjer iS¢emo resitev v obliki Fourierove vrste za periodi¢ne ali v obliki vrste
Cebiseva za neperiodi¢ne probleme. Nov razred metod konstruiramo tudi za
nekatere evolucijske robne probleme, tj. za posplosene toplotne in valovne
enache.

Numeric¢ni zgledi potrjujejo teoreti¢ne rezultate in prikazujejo primer-
ljivost napake numeri¢ne resitve dobljene z novimi ali s standardnimi meto-
dami. Kljub temu pa je racunska zahtevnost neprimerljiva, saj v primeru
poldomenske Cebisev-Fourierove vrste ni na voljo orodja za izracun koefi-
cientov, ki bi bilo primerljivo s hitro Fourierovo transformacijo.
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Abstract

Orthogonal polynomials are, along with Fourier series, one of the most
widely used tools in the theory of approximation. Specific properties of
trigonometric functions and polynomials assure efficient computation as well
as stable and convergent numerical solutions. Spectral methods are, besides
finite difference and finite element methods, an important tool for solving
boundary value problems for ordinary as well as partial differential equa-
tions. In the first part of the doctoral thesis, some basic properties of the
Fourier series and orthogonal polynomials as well as some basic approaches
for the construction of spectral methods with fundamental tools for conver-
gence and error analysis are described.

In the sequel, two non-classical families of orthogonal polynomials are
presented, i.e., the half-range Chebyshev polynomials of the first and second
kind as well as the corresponding half-range Chebyshev-Fourier series. Both
families are constructed via the modified Chebyshev algorithm used for the
computation of the recursive coefficients for the three-term recurrence re-
lation. The approximation of square integrable functions with half-range
Chebyshev-Fourier series yields comparable results to the approximation
with Fourier or Chebyshev series.

In the central part of the doctoral thesis, a new class of Chebyshev-
Fourier collocation spectral methods for solving linear two-point boundary
value problems with Dirichlet boundary conditions is constructed. We seek
for the numerical solution in the form of the truncated half-range Chebyshev-
Fourier series, where spectral coefficients are computed using the collocation
method. Convergence and error analysis shows that these methods are com-
parable with standard ones, where the solution is approximated with the
Fourier series for periodic or with the Chebyshev series for non-periodic
problems. We construct a new class of methods also for some evolutive
boundary value problems, i.e., for generalized heat and wave equations.

Numerical examples confirm theoretical results and show the compa-
rability of the error of the numerical solution obtained with the new or the
standard methods. Yet, computational costs are not comparable, because
in the case of half-range Chebyshev-Fourier series there does not exist a
tool for the computation of coefficients being comparable with fast Fourier
transform.
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65N35
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Poglavje 1

Uvod

Eden izmed standardnih problemov v numeri¢ni matematiki je aproksi-
macija dane funkcije v nekem konénorazseznem podprostoru izbranega funk-
cijskega prostora. V nadaljevanju naj bo to prostor s kvadratom integrabil-
nih funkcij na intervalu [—1, 1] glede na utez w, ki ga ozna¢imo z L2 (—1,1).

Problem 1.1 Naj bo {¢o, b1,...,0n}, kjer je N € Ny, mnoZica baznih
funkcij podprostora Xy C L2(—1,1) in naj bo f € L2(—1,1). Tedaj iséemo
tako funkcijo fny € Xn oblike

N
In@) =3 futnl@), e [-1,1] (L1)
k=0

da bo L2, norma razlike || f — INnllz2, ¢im mangsa.

Standardna izbora baznih funkcij sta mnozici trigonometri¢nih funkcij
za aproksimacijo periodi¢nih ter ortogonalnih polinomov za aproksimacijo
neperiodi¢nih funkcij. V prvem primeru je Xy prostor trigonometriénih
polinomov stopnje kve¢jemu N, funkcija fy pa obic¢ajno odrezana Fourierova
vrsta, v drugem primeru pa je Xy prostor polinomov stopnje kve¢jemu NV,
funkcija fy pa polinom stopnje kve¢jemu N, ki je v mnogih primerih razvit
po polinomih CebiSeva prve vrste v odrezano vrsto Cebiseva. Oba izbora
privedeta do resitve problema 1.1, kar je podrobno opisano v razli¢nih knji-
gah s tega podroc¢ja, npr. v K. Atkinson in W. Han [6], J. P. Boyd [7],
C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni in T. A. Zang [11], D. Gottlieb
in S. A. Orszag [28] ter L. N. Trefethen [60].

Za reSitev problema 1.1 je potrebno izracunati koeficiente fj v razvoju
(1.1) dane funkcije po baznih funkcijah. V primeru koeficientov Fourierove
vrste, ki jim krajSe pravimo Fourierovi koeficienti, lahko to u¢inkovito izve-
demo z uporabo hitre Fourierove transformacije (FFT), ki je opisana v
¢lanku J. W. Cooley in J. W. Tukey [15]. To je stabilna in dobro poznana
metoda, ki za gladke oz. analiti¢ne periodi¢ne funkcije izredno hitro konver-
gira, napaka pa pada eksponentno glede na narascajoco vrednost N. Pri



funkcijah, ki niso dovolj gladke ali niso periodi¢ne, pa z uporabo Fourierove
vrste nastopijo tezave, ki se kazejo kot oscilacije v okolici to¢k nezveznosti.
Vzrok temu je Gibbsov fenomen (ang. Gibbs phenomenon), ki je opisan
npr. v J. W. Gibbs [26] ali C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni in
T. A. Zang [11]. Poleg tega Fourierovi koeficienti za neperiodi¢ne funkcije
padajo bistveno pocasneje kot za periodi¢ne funkcije.

Obstaja ve¢ moznosti za odpravo teh tezav, ki so opisane npr. v D. Got-
tlieb in C. W. Shu [29] ter E. Tadmor [55]. Ena izmed moznosti je, da
uporabimo neko transformacijo, ki dano funkcijo prevede na periodi¢no, in
izracunamo Fourierove koeficiente za tako transformirano funkcijo. Najpo-
gosteje se uporablja transformacija, ki vodi do polinomov Cebiseva prve
vrste in je opisana npr. v J. P. Boyd [7], B. Fornberg in D. M. Sloan [19]
ter L. N. Trefethen [57]. Drug pristop je nedavno predstavil D. Huybrechs v
¢lanku [35], kjer je analiziral problem, podan v J. P. Boyd [8] ter O. P. Bruno,
Y. Han in M. M. Pohlman [9].

Problem 1.2 Za T > 1, naj bo Gy prostor 2T -periodi¢nih funkcij g € Gn
oblike

N
k k
g(z) = % + kz_; <ak COSLTx + by, sin WTx) . (1.2)

Fourierova razsiritev funkcije f € L*(—1,1), definirane na intervalu [—1,1],
na interval [T, T], je resitev optimizacijskega problema

gn = arg min || f — g| 2. (1.3)
g€GN

Huybrechs je v [35] obravnaval problem 1.2 za funkcijo f € L?(—1,1),
ki ni nujno gladka oz. analiti¢na ali periodi¢na. Glavna ideja za zagotovitev
eksponentne natanc¢nosti Fourierove vrste je, da dano funkcijo f razsirimo
do funkcije g, ki je periodi¢na na vecjem intervalu [—T,T], kjer je T > 1.
Fourierova vrsta tako razsirjene funkcije je o¢itno konvergentna po tockah k
funkciji f na osnovnem intervalu [—1,1]. Za izbiro T' = 2 je Huybrechs pred-
lagal ve¢ numeri¢nih metod za reSevanje problema 1.2. Poleg dokaza obstoja
in enoli¢nosti je karakteriziral resitev z dvema neklasi¢nima druzinama or-
togonalnih polinomov, ki se imenujeta poldomenski polinomi Cebiseva prve
in druge vrste (ang. half-range Chebyshev polynomials of the first and second
kind). Ti polinomi so v nekem smislu sorodni klasiénim polinomom Cebiseva
prve in druge vrste, saj imajo enaki utezi kot slednji, le da so ortogonalni
na krajSem intervalu. V vecini primerov je konvergenca eksponentna.

Ortogonalni polinomi so zelo pomembno orodje, ki se v numeri¢ni
analizi pa tudi na drugih podroé¢jih matematike izredno veliko uporablja.
Primeri uporabe so npr. v teoriji aproksimacije, pri konstrukciji numeri¢nih
integracijskih metod Gaussovega tipa ter pri reSevanju robnih problemov
s spektralnimi metodami. Klasi¢ne druzine ortogonalnih polinomov (Her-
miteovi, Laguerreovi in Jacobijevi polinomi) so podrobno obravnavane v
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razlicnih knjigah s tega podrocja, npr. v M. Abramowitz in I. A. Stegun
[1], T. S. Chihara [13] ter G. Szegd [54]. Kratek pregled lastnosti neka-
terih standardnih polinomov Jacobijevega tipa (Legendreovi polinomi ter
polinomi Cebiseva prve in druge vrste) je v nadaljevanju.

Nas cilj je konstrukcija spektralnih metod za reSevanje robnih pro-
blemov, ki bo temeljila na uporabi poldomenskih polinomov Cebiseva prve
in druge vrste, ki jih opiSemo z uporabo triclenske rekurzivne formule. V
ta namen potrebujemo uc¢inkovit algoritem za izra¢un rekurzivnih koeficien-
tov. Primerna izbira je uporaba modificiranega algoritma Cebiseva, ki je
predstavljen v ¢lankih R. A. Sack in A. F. Donovan [50] ter J. C. Wheeler
[61]. Podrobnosti konstrukcije rekurzivnih koeficientov preko modificiranih
momentov za preslikane moni¢ne Legendreove polinome so opisane v B. Orel
in A. Perne [46].

Podobno kot iz trigonometriénih funkcij sestavimo Fourierovo vrsto ali
iz polinomov Cebiseva prve vrste vrsto Cebiseva, iz poldomenskih polinomov
Cebiseva prve in druge vrste sestavimo poldomensko Cebisev-Fourierovo
(HCF) wvrsto (ang. half-range Chebyshev-Fourier series), ki je prav tako
primerna za reSevanje aproksimacijskega problema 1.1. Obravnava neka-
terih potrebnih orodij za konstrukcijo spektralnih metod, npr. odvajanje in
mnozenje HCF vrst, je v ¢lanku B. Orel in A. Perne [46].

Robni problemi so, podobno kot problem aproksimacije, zelo pogosti v
numericni analizi. IS¢emo lahko numeri¢no resitev robnega problema v eni
ali ve¢ dimenzijah pri navadnih ali parcialnih diferencialnih enacbah. V tem
delu se bomo omejili na nekatere posebne tipe, npr. na linearne dvotockovne
robne probleme v eni dimenziji.

Problem 1.3 Iséemo resitev y linearnega dvotockovnega robnega problema
oblike

Ly(x) = f(x), =e€[-1,1], (1.4)

z robnimi pogoji

By(r) =0, ze{-1,1}, (15)
kjer je L linearni diferencialni operator

2
£=0(z) g + B(e) - + ()], (1.6)

I identiteta in B mnoZica linearnih robnih diferencialnih operatorjev.

Za reSevanje robnih problemov drugega ali viSjega reda pri navadnih
diferencialnih ena¢bah (ODE) imamo na voljo precej razlicnih numeri¢nih
metod. Poleg dobro poznanih metod, kot sta metoda konénih razlik (FDM)
in metoda kon¢nih elementov (FEM), imamo na voljo spektralne metode
(SM), ki jih bomo v tej doktorski disertaciji obsirno obravnavali.
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Dobro znano dejstvo je, da spektralne metode aproksimirajo tocno
reSitev v nekem konénorazseznem podprostoru izbranega Hilbertovega pros-
tora. V nasprotju z metodo koné¢nih elementov oz. koncnih razlik, kjer so
bazne funkcije definirane lokalno (tj. samo na majhnem intervalu), so bazne
funkcije, ki jih uporabljamo pri spektralnih metodah, definirane globalno
(tj. na celem intervalu, kjer je definiran obravnavani problem).

Glede na to, ali je dan problem periodic¢en ali neperiodi¢en, poznamo
razli¢ne pristope pri konstrukciji spektralnih metod. V primeru periodié¢nih
problemov je naravno, da za mnozico baznih funkcij vzamemo trigonometri-
¢ne funkcije. Z drugimi besedami, numeri¢no resitev iS§¢emo v obliki odreza-
ne Fourierove vrste. Pri tem za diskretizacijo intervala, na katerem je pro-
blem definiran, uporabimo ekvidistantne delilne tocke. V primeru nepe-
riodi¢nih problemov pa za bazne funkcije vzamemo ortogonalne polinome,
najpogosteje polinome Cebiseva prve vrste, lahko pa tudi Legendreove poli-
nome. Numeri¢no resitev is¢emo v obliki odrezane vrste Cebiseva.

Poznamo dva tipa delilnih tock Cebiseva. Pri spektralnih metodah
za neperiodi¢ne probleme obicajno za diskretizacijo intervala, na katerem je
problem definiran, uporabljamo tocke Cebiseva druge vrste. To so tocke, kjer
polinomi Cebiseva prve vrste dosezejo ekstremne vrednosti. Po drugi strani
so tocke Cebiseva prve vrste ni¢le polinomov Cebiseva prve vrste. Obicajno
z uporabo tock Cebiseva za redevanje neperiodi¢nih problemov dosezemo
boljse rezultate kot z uporabo ekvidistantnih tock, ker so prve gostejse blizu
roba obmocja kot blizu sredine intervala. Taksna porazdelitev tock pomaga
pri premagovanju tezav, ki jih povzrocata tako Gibbsov (glej J. W. Gibbs
[26]) kot Rungejev fenomen (glej C. Runge [49]), tj. z uporabo neekvidis-
tantnih tock Cebiseva se izognemo oscilacijam v okolici robov danega in-
tervala. Glede na metodo izracuna spektralnih koeficientov lo¢imo razli¢ne
tipe spektralnih metod. Najpogostejse so: Galerkinova metoda, Tau metoda
ter metoda kolokacije. Spektralne kolokacijske metode obi¢ajno imenujemo
psevdospektralne metode.

V literaturi je bilo nekaj poskusov, kako resiti neperiodi¢ne probleme s
trigonometri¢nimi baznimi funkcijami. B. Adcock je v svojih ¢lankih [2] in
[3] resil problem z uporabo modificirane Fourierove vrste, kjer je za izrac¢un
spektralnih koeficientov vrste uporabil Galerkinovo metodo. D. Huybrechs
pa je v ¢lanku [35] predlagal uporabo mnozice trigonometri¢nih baznih
funkcij, ki vsebuje tako sinusne in kosinusne funkcije kot tudi sinusne in
kosinusne funkcije polovi¢nih kotov. Le-te so zdruzene v poldomenske poli-
nome Cebigeva prve in druge vrste ter organizirane v obliko HCF vrste.

V tem delu bomo numeri¢no resitev problema 1.3 namesto s Fourierovo
vrsto ali vrsto Cebiseva aproksimirali s poldomensko Cebisev-Fourierovo
vrsto, kar je podrobno obravnavano v ¢lanku B. Orel in A. Perne [45]. Kon-
strukcijo novega razreda spektralnih metod izvedemo z uporabo orodij, ki so
opisana v ¢lankih D. Huybrechs [35] ter B. Orel in A. Perne [46]. Spektralne
koeficiente vrste izracunamo z uporabo metode kolokacije. Opisan pristop
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vodi h konstrukciji psevdospektralnih metod za reSevanje neperiodi¢nih rob-
nih problemov z uporabo orodij za resevanje periodi¢nih robnih problemov.
Kljub temu, da obravnavamo zgolj Dirichletove robne pogoje, metode ni
tezko posplositi na Neumannove ali mesane (Robinove) robne pogoje. Prav
tako lahko napravimo posplositev na linearne robne probleme visjega reda.
Omejitev za interval je le stvar poenostavitve, saj je dobro znano, kako
poljuben interval [a, b] preslikamo na interval [—1, 1] in obratno.

Poleg linearnih dvotockovnih robnih problemov v eni ali ve¢ (dveh)
dimenzijah, nas zanimajo tudi nekateri tipi linearnih evolucijskih robnih pro-
blemov pri parcialnih diferencialnih ena¢bah (PDE). Obravnavali bomo po-
splosene toplotne enache paraboli¢nega tipa ter posploSene valovne enacbe
hiperboli¢nega tipa.

Problem 1.4 Iséemo resitev u posplosene toplotne enacbe oblike
up = oz, t)ugg + Bz, t)uy +y(z, t)u+ d(x,t), ze[-1,1, t>0, (1.7)
z zacetnim pogojem
u(x,0) = f(z), ze€[-1,1] (1.8)
ter s konsistentnima robnima pogojema
u(—=1,t) =g(t), wu(l,t)=nh(t), t=>0. (1.9)
Problem 1.5 Iscemo resitev u posplosene valovne enacbe oblike
uy = a(z, uge+0(x, t)ug +vy(z, )ut+(z,t), z€[-1,1], t>0, (1.10)
z zacetnima pogojema
u(z,0) = fi(z), w(x,0)= fo(x), ze€[-1,1] (1.11)
ter s konsistentnima robnima pogojema
u(—1,t) =g(t), wu(l,t)=nh(t), t>0. (1.12)

Pri obeh evolucijskih problemih 1.4 in 1.5 uporabimo za diskretizacijo
po prostorski spremenljivki eno izmed spektralnih metod, za diskretizacijo
po ¢asovni spremenljivki pa eno izmed metod za reSevanje zacetnih proble-
mov za navadne diferencialne enacbe (ODE) oblike

u' = f(t,u), wu(ty) = up. (1.13)

Uporabimo lahko Magnusove metode, metode Runge-Kutta ter stevilne dru-
ge, ki so podrobno opisane npr. v M. Abramowitz in I. A. Stegun [1],
W. Gautschi [22], E. Hairer, S. P. Ngrsett in G. Wanner [33], E. Hairer,
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C. Lubich in G. Wanner [32], E. Isaacson in H. B. Keller [36], A. Iserles,
H. Z. Munthe-Kaas, S. P. Ngrsett in A. Zanna [38] ter A. Iserles [37].

Doktorska disertacija je organizirana na slede¢ nacin. V poglavju 2
obravnavamo ortogonalne sisteme. Definiciji ortogonalnosti v razdelku 2.1
sledi opis in obravnava konvergenénih lastnosti Fourierove vrste v razdelku
2.2 ter opis klasi¢nih druzin ortogonalnih polinomov s poudarkom na kon-
vergencnih lastnostih vrste Cebiseva v razdelku 2.3.

Poglavje 3 je posveceno kratkemu uvodu v teorijo spektralnih metod,
kjer v razdelku 3.1 opiSemo metodo utezenega residuala, v razdelku 3.2 izbor
primernih baznih funkcij, v razdelku 3.3 tri metode za izracun spektralnih
koeficientov (Galerkinova metoda, Tau metoda in metoda kolokacije) ter
v razdelku 3.4 konstrukcijo dveh razredov spektralnih metod (Fourierove
metode in metode Cebieva) ter Clenshaw-Curtisovo kvadraturno formulo.
Razdelek 3.5 predstavi spektralne metode na dveh modelnih linearnih dvo-
tockovnih robnih problemih, razdelek 3.6 pa je posvecen predstavitvi os-
novnih orodij za analizo konvergence in napake pri spektralnih metodah.
V poglavju 4 je prikazana konstrukcija spektralnih metod za posploSene
toplotne in valovne enacbe v razdelkih 4.1 in 4.2.

Poglavie 5 je posveceno poldomenskim polinomom Cebiseva. V razdel-
ku 5.1 je predstavljena triclenska rekurzivna formula, v razdelku 5.2 pa je
opisan modificiran algoritem CebiSeva za izracun rekurzivnih koeficientov,
kar omogoé¢a konstrukeijo poldomenskih polinomov Cebiseva prve in druge
vrste v razdelku 5.3 ter obravnavo njihovih lastnosti v razdelku 5.4.

Problema 1.1 in 1.2 obravnavamo v poglavju 6, kjer v razdelku 6.1 naj-
prej definiramo novo ortonormalno bazo v konc¢norazseznem podprostoru
prostora L?(—1,1), nato pa definiramo poldomensko Cebisev-Fourierovo
vrsto ter analiziramo njeno konvergenco v razdelku 6.2. Primerjava kvalitete
aproksimacij, ki jih dobimo z uporabo razli¢nih vrst (Fourierova vrsta, vrsta
Cebiseva, poldomenska Cebisev-Fourierova vrsta), je opisana v razdelku 6.3.

Linearne robne probleme v eni dimenziji obravnavamo v poglavju 7.
Numeri¢no resitev is¢emo v obliki poldomenske Cebisev-Fourierove vrste.
Razdelek 7.1 je posvecen konstrukciji dveh operatorskih matrik za odvajanje
in mnozenje HCF vrst. V razdelku 7.2 konstruiramo kolokacijsko spektralno
metodo za reSevanje problema 1.3, v razdelku 7.3 pa analiziramo napako in
konvergenco te metode. Poglavje zakljuc¢uje razdelek 7.4, kjer je prikazanih
nekaj numeri¢nih zgledov skupaj s primerjavo Cebisev-Fourierove koloka-
cijske metode (CFC) s kolokacijsko metodo Cebigeva (CC).

V poglavju 8 konstruiramo nov razred spektralnih metod z uporabo
poldomenske Cebisev-Fourierove vrste tako za resevanje posplosene toplotne
enacbe paraboli¢nega tipa v razdelku 8.1 kot tudi posplosene valovne enacbe
hiperboli¢nega tipa v razdelku 8.2, tj. problemov 1.4 in 1.5. Oba razdelka
vsebujeta nekaj numeri¢nih zgledov, vendar brez analize napake in konver-
gence. Poglavje 9 zakljucuje doktorsko disertacijo.
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Poglavje 2

Ortogonalni sistemi

2.1 Ortogonalnost

Linearne probleme obicajno obravnavamo v prostorih s skalarnim produk-
tom. To nam omogoca definicijo norme preko pojma skalarnega produkta
ter vpeljavo pojma ortogonalnosti dveh elementov (funkcij). Le-ta je namrec
izredno pomemben na razli¢nih podro¢jih numeri¢ne analize, npr. pri apro-
ksimaciji in numeri¢nemu reSevanju diferencialnih ena¢b. Podrobnejsi pre-
gled teorije prostorov s skalarnim produktom najdemo npr. v monografiji
K. Atkinson in W. Han [6]. Posebnega pomena so polni prostori s skalarnim
produktom, ki jim pravimo Hilbertovi prostori. Zanimajo nas predvsem
prostori funkcij, npr. prostor utezenih s kvadratom integrabilnih funkcij
L2 (a,b), ki je Hilbertov prostor s skalarnim produktom

b
(f9)= [ @) g@) w@)dn,  fgeLiab. (21
Pripadajoca norma je definirana s predpisom

Ifllzz = V(f. ), f € Ly(ab). (2.2)

Funkcija w je nenegativna in se imenuje utez. Pomembni prostori v analizi
numeri¢nih metod, predvsem pri analizi konvergence in napake Fourierovih
spektralnih metod, so prostori Soboljeva, npr. H™(a,b) ali H,"(a,b).

Definicija 2.1 Prostor Soboljeva H™(a,b), m € Ny, je prostor funkcij f €
L?(a,b), za katere velja, da vsi 3ibki odvodi do reda m pripadajo prostoru

L?(a,b):
H™(a,b) = {f € L2(a,b) : f® € L2(a,b),0 < k < m} . (23)

Prostor Soboljeva H™(a,b) je Hilbertov prostor glede na skalarni pro-
dukt

m o b
(fr9)m=>_ | fP(2)gW(2)da, (2.4)

k=0"%
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ki je opremljen z normo

m 1/2
[ fllm = (Z Hf““’ll%z) : (2.5)
k=0

Podrobnosti o prostorih Soboljeva, vkljuéno z dokazom spodnjega izre-
ka, so opisane npr. v monografijah G. Leoni [42] ter W. P. Ziemer [63].

Izrek 2.2 Prostor C*(a,b) je gost podprostor v H™(a,b) za vsak m € Ny.

V analizi Fourierovih spektralnih metod potrebujemo definicijo pro-
stora Soboljeva za periodi¢ne funkcije. Naj bodo le-te 2w-periodi¢ne na
intervalu (—m, 7). Tedaj za vsak m € Ny definiramo

H(—m,7) = {f e H™(—m,m): fO (=) = fB(r),0 <k <m— 1} .
(2.6)
Izmed mnogo razlicnih neenakosti, ki veljajo v Hilbertovih prostorih
‘H, omenimo eno pomembnejsih, tj. Cauchy-Schwarzovo neenakost

(Lol <A gl frgeH. (2.7)

Enakost velja natanko tedaj, ko sta funkciji f in g linearno odvisni. Pravimo,
da sta funkciji f,g € H ortogonalni, ¢e je (f,g) = 0. Mnozica funkcij
{fe}r>0 C H tvori ortogonalni sistem, ce velja (fi, f;) = 0 za j # k. Ce
funkcije {fx}r>0 tvorijo ortogonalni sistem in so baza prostora H, potem
pravimo, da tvorijo ortogonalno bazo. Primeri ortogonalnih baz:

1. Trigonometricne funkcije {1,cos (k -),sin (k -)}3, tvorijo ortogonalno
bazo prostora L?(—m, ).

2. Legendreovi polinomi {Ly}72, tvorijo ortogonalno bazo prostora
L?(—1,1).

3. Polinomi Cebiseva prve vrste {T}.}72, tvorijo ortogonalno bazo pro-
stora L2,(—1,1), kjer je w(z) =

1—22°

Legendreovi polinomi in polinomi Cebiseva (prve vrste) so posebni primeri
iz druzine Jacobijevih ortogonalnih polinomov (glej npr. M. Abramowitz in
I. A. Stegun [1]).

Naj bo mnozica funkcij {¢x}32, C L2 (a,b) ortogonalni sistem v pro-
storu L2 (a,b), ki ni nujno baza, paé pa vsaj ogrodje. Tedaj lahko vsako s
kvadratom integrabilno funkcijo f € L2 (a,b) razvijemo v (Fourierovo) vrsto
po (baznih) funkcijah tega ortogonalnega sistema

f@) =" arp(x), (2.8)
k=0
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kjer koeficiente ap v razvoju vrste izra¢cunamo po formuli

“= Yol 29

2.2 Fourierova vrsta

Naravno vprasanje v mnogih problemih numeri¢ne analize, npr. pri reSeva-
nju toplotne ali valovne enac¢be s Fourierovo metodo locitve spremenljivk,
je, ali se da dano funkcijo zapisati kot trigonometriéno vrsto, ki ji pravimo
Fourierova vrsta. Podrobno obravnavo Fourierove analize najdemo npr. v
M. Abramowitz in I. A. Stegun [1], K. Atkinson in W. Han [6], J. P. Boyd
[7] ter C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni in T. A. Zang [11].

Naj bo f € L'(—m, ) integrabilna funkcija. Tedaj je njena Fourierova
vrsta definirana z

Flz)=2

?0 + Z (ak cos (kz) + by sin (kz)), (2.10)
k=1

kjer Fourierove koeficiente ax in by izrac¢unamo s formulama

1 s

ar = — f(z)cos (kx)dz, k>0, (2.11)
m —T
1 s

by = — f(x)sin (kz)dz, k> 1. (2.12)
7T —Tr

Fourierova vrsta (2.10) se v primeru, ko je f liha funkcija, poenostavi v si-
nusno Fourierovo vrsto, v primeru, ko je f soda, pa v kosinusno Fourierovo
vrsto. Pri obravnavanju trigonometri¢nih vrst se uporabljajo standardne for-
mule iz trigonometrije (npr. adicijski izreki, formule za dvojne in polovi¢ne
kote).

Za izrac¢un Fourierovih koeficientov ay in by (2.11 — 2.12) uporabimo
hitro Fourierovo transformacijo (FFT), oz. algoritem z njeno implementa-
cijo, ki sta ga leta 1965 predstavila J. W. Cooley in J. W. Tukey [15]. Algo-
ritem, oz. njegova diskretna verzija, tj. diskretna Fourierova transformacija
(DFT), je podrobno predstavljen tudi v P. Henrici [34]. Pomembna prednost
tega algoritma je v njegovi racunski ucinkovitosti, saj Fourierove koeficiente
do reda N izracuna v O(N log N) operacijah.

Konvergenca Fourierove vrste ni samoumevna. Fourierova vrsta F
definirana z enacbami (2.10 — 2.12), ne konvergira nujno, ¢e pa konvergira
po tockah, ne konvergira nujno k funkciji f. Velja pa, da Fourierova vrsta
konvergira v L? normi. Za f € L?(—m, ) velja

= ?0 + ; ak cos (kz) + by sin (kz)). (2.13)
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Dokaz spodnjega izreka ter splosnejSo teorijo konvergence Fourierove vrste
najdemo npr. v K. Atkinson in W. Han [6], pa tudi v drugih monografijah,
ki obravnavajo harmoni¢no analizo.

Izrek 2.3 Naj bo f € L*(—m,m) in

N

Pyf(z) = 50 + Z ay, cos (kx) + by, sin (kx)), (2.14)
=1

kjer so koeficienti ay, in by definirani v (2.11 — 2.12). Tedaj
IPnf—=fllpz—0, N —o0 (2.15)
za vsak f € L*(—7, ) natanko tedaj, ko obstaja konstanta C > 0, da je

1PN fllz < C [l (2.16)
za vsak N > 1 in vsak f € L?(—m, 7).

Posledica konvergence v L? normi je Parsevalova enakost

lao? |
Ifl|7> == < +) (el + &)%) (2.17)
=1

Konvergenca Fourierove vrste je odvisna tudi od stopnje gladkosti dane
funkcije. V moderni harmoniéni analizi se pogosto uporabljajo prostori
Soboljeva H)'(—m, ) (2.6), ki sovpadajo s prostori (m — 1)-krat zvezno
odvedljivih, 27-periodiénih funkcij. Za f € H)'(—m,7), m > 0in0 < £ < m,
veljata oceni (glej C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni in T. A. Zang
[11], podrazdelek 5.1.2)

|f — Pnfllre
If— PNfHH;;

kjer sta C7 > 0 in Cy > 0 konstanti, Py f pa je ortogonalna projekcija
funkcije f na prostor trigonometriénih polinomov stopnje kve¢jemu N, ki
je definirana z enac¢bo (2.14). Oceni sledita iz Parsevalove enakosti (2.17).
Velja, da operatorja odvajanja in projeciranja komutirata

(Pnf) =Pnf.

Oy N (5, (2.18)

<
< Gy N £ e, (2.19)

V primeru analiti¢nih, 27-periodi¢nih funkcij, je konvergenca izredno
hitra (glej npr. A. Iserles in S. P. Ngrsett [39]), saj obstajata taki konstanti
C > 0in a > 0, da za vse Fourierove koeficiente velja |a|, |bx| < Ce™¥
za k > 0. Ce izpustimo pogoj 2m-periodi¢nosti, koeficienti padajo bistveno
pocasneje: |ag|, |bp| = O(1/k), k> 1.
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2.3 Ortogonalni polinomi

Ortogonalni polinomi predstavljajo pomembno orodje v mnogih problemih
numeri¢ne analize. Podrobno obravnavo najdemo npr. v M. Abramowitz in
I. A. Stegun [1], W. Han in K. Atkinson [6], T. S. Chihara [13], W. Gautschi
[22], J. Shen, T. Tang in L. Wang [51] ter G. Szego [54]. Zaporedje polinomov
{pn}So, je ortogonalno v prostoru L2 (a,b) glede na utez w, ¢e je stopnja
polinoma p,, enaka n in velja

b
s tm) = [ a(a) P0) () d = 208 (2:20)
. _ 1, m=n, . . _ 9 .
kjer je Opmn = { 0. m£n Kroneckerjev delta in v, = ||pn||°. Sistem

ortogonalnih polinomov {py}22, lahko dobimo tako, da na monomski bazi
{1,2,2% 23,...} uporabimo Gram-Schmidtov postopek. Razli¢ne izbire in-
tervala (a,b) in utezi w vodijo do razliénih druzin ortogonalnih polinomov.
Tri klasi¢ne druzine so:

L (a,b) = (=1,1), w(z) = (1 — 2)*(1 + 2)%, -1 < a, B < 1: Jacobijevi
polinomi P,(La’ﬁ).
2. (a,b) = (0,00), w(x) = % *: Laguerreovi polinomi L.

3. (a,b) = (—00,00), w(z) = e*": Hermiteovi polinomi H,,.

V nadaljevanju nas bodo zanimali predvsem posebni primeri Jacobijevih
polinomov: Legendreovi polinomi {L,}7°, (o = # = 0, podrazdelek 2.3.2)
ter polinomi Cebiseva prve {T,,}22, in druge vrste {U,}22, (o = 3 = +1,
podrazdelek 2.3.3). Tric¢lensko rekurzivno formulo podrobneje obravnavamo
v razdelku 5.2. Naj bo {p, } 72, sistem ortogonalnih polinomov. Polinom p,
je stopnje n za vsak n > 0 in ima natanko n nicel na intervalu (—1,1). Za
k > 0 so polinomi poj, sode, polinomi pog11 pa lihe funkcije.

2.3.1 Momentni funkcional, momentno zaporedje

V vecini literature, ki obravnava ortogonalne polinome, npr. v G. Szegd [54],
najdemo klasi¢en pristop k obravnavi le-teh. Drugacen pristop ponuja T. S.
Chihara v [13]. Ortogonalne polinome uvede z uporabo momentnega za-
poredja in momentnih funkcionalov. Za naSe potrebe zadostuje, da zapiS§emo
nekaj osnovnih definicij in lastnosti.

Naj bo {ur}32, zaporedje kompleksnih Stevil, ki ga imenujemo mo-
mentno zaporedje, in naj bo V vektorski prostor vseh polinomov. Line-
arni funkcional £ : V — C, ki zadoca pogoju L(z*) = s za vsak k, se
imenuje momentni funkcional. Iz definicije direktno sledi, da za polinom
p(x) = Y p_ocxx® velja L(p) = > p_ crpk- Zaporedje {px}7, se imenuje
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ortogonalno polinomsko zaporedje glede na momentni funkcional L, ¢e je za
vsak k,¢ > 0 pj polinom stopnje k, L(pepr) = 0 za £ # k in L(p2) # 0.
Standarden primer momentnega funkcionala je integral

b
L(f) :—/ f(z) w(z)dz, (2.21)

kjer je f integrabilna funkcija na intervalu (a,b) in w integrabilna nenega-
tivna funkcija na intervalu (a, b), ki se imenuje utez.

Pristop z momenti je zanimiv in uporaben predvsem zato, ker omogoca
izrac¢un vrednosti momentnega funkcionala, ki je obi¢ajno podan z inte-
gralom (2.21), brez racunanja integralov. Pri tem mora biti mnozica mo-
mentov {p} znana.

2.3.2 Legendreovi polinomi

Legendreovi polinomi L,, n > 0, so klasi¢ni ortogonalni polinomi (glej
npr. M. Abramowitz, I. A. Stegun [1], T. S. Chihara [13] ali G. Szego [54]),
ki spadajo v druzino Jacobijevih polinomov (o« = § = 0). V prostoru
L?(—1,1) so ortogonalni glede na utez w(x) = 1, in normalizirani tako, da
je L,(1) = 1. Obicajno so definirani z

1 4"

_ _ 2
Lo(z) =1, Lp(z)= 2”71!@[(1: 1", n>1. (2.22)
Legendreovi polinomi so ortogonalni
1
0 m#n
Ly (x)Ly(z)de = { ’ ' (2.23
/_1 m( n ) QnQﬁ’ m = n. )

Dobimo jih kot resitve Legendreove diferencialne enacbe
— [0 =2 L (2)] = n(n+ 1) Ly(x), n>0. (2.24)
Poleg tega zadoscajo triclenski rekurzivni formuli
nLy(x) = (2n —1)zLp_1(x) — (n — 1)Lp_2(z), n>2, (2.25)

kjer je Lo(z) =1 in Li(x) = z. Velja, da je L,(—1) = (=1)" in |L,(z)| <1
zavsakn > 0in x € [—1,1]. Prvih Sest Legendreovih polinomov je zapisanih
spodaj in prikazanih na sliki 2.1:

Lo(z) = 1,

Li(z) = =,

Ly(z) = 32°—3,

Li(x) = %(I}?’ - %w,

Ly(z) = Pa' - Pa?+ 1,
Ls(z) = 8253534 18y
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Slika 2.1: Grafi prvih Sestih Legendreovih polinomov L,: Ly oranzna Crta,
L1 vijolitna, Lo modra, L3 rdeca, L4 zelena in L5 ¢rna Crta.

Pri konstrukciji spektralnih metod je pomembno poznati zvezo med
Legendreovimi polinomi in njihovimi odvodi. Velja rekurzivna formula

na1(x) = 2n+ 1) Ly(2) + Ly,_y (), n>1, (2.26)
od koder za n > 0 sledi

ne1(@) = (2n+1)Ly(2)+(2(n—2)+1)Lyp—o(x)+(2(n—4)+1) Lyp_a(z)+-- - .
(2.27)
Odvodi prvih Sestih Legendreovih polinomov so:

Ly(x) = 0,

Li(z) = 1= Lo(x),

Ly(z) = 3x=3Li(x),

Li(z) = 22— 3 =5Ly(z) + Lo(x),

Li(z) = 223 - Vg =7Ls(x)+3L1(2),

Li(z) = 352119324 1 —91,(x) + 5L2(3) + Lo(x).

Za Legendreove polinome je momentni funkcional (podrazdelek 2.3.1) defini-
ran z

1
o) = [ fla)da, (2.28)
momentno zaporedje pa je podano z (k > 0)
0,  klih,
Mk = { kil, k sod. (2.29)
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Opazimo, da momenti s k padajo proti 0.

Poljubno integrabilno funkcijo f € L'(—1,1) lahko zapisemo z Legen-
dreovo wvrsto, ki je opisana npr. v C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni
in T. A. Zang [11] ali P. Grandclément [30], in je sestavljena iz Legendreovih
polinomov Ly, k > 0,

f@) = apLi(x). (2.30)
k=0

Legendreove koeficiente ay, k > 0, izracunamo s formulo

1
ap = Qk; ! /1 f(z)Li(x) de. (2.31)

S Pyf(z) = Zév:o ax Lk (x) ozna¢imo odrezano Legendreovo vrsto pri nekem
odreznem Stevilu N. Rezanje vrste je ekvivalentno ortogonalni projekciji
funkcije f na prostor polinomov stopnje kvec¢jemu N. Za dano m-krat zvezno
odvedljivo funkcijo f € C™(—1,1), m > 0, veljata spodnji oceni o kvaliteti
aproksimacije (glej C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni in T. A. Zang
[11], podrazdelek 5.4.2)

Cy N7™ || £ s, (2.32)
Cy NY2=my(pm)y, (2.33)

If — Pn fll L2

<

kjer sta C; > 0 in Cy > 0 konstanti. Funkcija f("™ naj ima omejeno
totalno variacijo V(f™). Totalna variacija funkcije f na intervalu [a, ]
je definirana z

n

V(f) = sup D @) = flzic)l, (2.34)

a=r0<r1<<Tp=b i—1

kjer vzamemo supremum po vseh delitvah intervala [a, b] s konénim Stevilom
tock, tj. po vseh mnozicah n+1 tock, kjerjea =2 < z1 < --- < xp, =binn
poljuben (glej [11], dodatek A.8). Totalna variacija je omejena na intervalu
[a, b], ¢e je tevilo V(f) konéno. Vsaka funkcija z omejeno totalno variacijo
je omejena.

V nasprotju s Fourierovo vrsto, operatorja odvajanja in projeciranja v
splosnem ne komutirata

(Pnf) # Py-af'

2.3.3 Polinomi Cebiseva prve in druge vrste

Polinomi Cebiseva Ty, n > 0, prve vrste so druzina klasi¢nih ortogonal-
nih polinomov v Hilbertovem prostoru L2(—1,1), ki so ortogonalni glede
na utez w(z) = 1/v/1— 22, in normalizirani tako, da je T,,(1) = 1 (glej
npr. M. Abramowitz, I. A. Stegun [1], T. S. Chihara [13] ali G. Szego [54]).
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Podobno kot Legendreovi polinomi spadajo v druzino Jacobijevih polinomov

(¢ = B = —31). Skalarni produkt v prostoru L2(—1,1) je definiran z

enacbama (2.1) in (2.2), kjer je (a,b) = (—1,1).
Polinomi CebiSeva prve vrste so povsem karakterizirani z lastnostjo

Tn(cosf) = cosnb, n >0, (2.35)

ki opisuje dejstvo, da je cosné polinom v cosf. So ortogonalni

1 ()T (x) 07 m#na
T ()T (x
mnde=< m, m=n=0, 2.36
-1 e Z, m=n>0 ( )
27 :

Nadalje zadoscajo diferencialni enacbi

- [\/1—952 ,’L(JU)],:nQ\/%, n >0, (2.37)

poleg tega pa zadoScajo tudi tri¢lenski rekurzivni formuli
To(x) = 22T —1(x) — Th—a(x), n>2, (2.38)

kjer je To(z) = 1 in Ty(x) = x. Velja, da je T,,(—1) = (=1)" in |T,,(z)| < 1
za vsak n > 0 in = € [—1,1]. Opazimo tudi, da ti polinomi oscilirajo med
—1 in 1. Prvih Sest polinomov Cebiseva prve vrste je zapisanih spodaj in
prikazanih na sliki 2.2:

To(a}) = 1,

Ti(x) = =z,

To(z) = 222 -1,

T3(z) = 4z° -3z,

Ty(z) = 8az*—822+1,
Ts(z) = 162° — 202> + 5z.

Podobno kot pri Legendreovih polinomih nas zanima zveza med poli-
nomi CebiSeva prve vrste in njihovimi odvodi. Velja rekurzivna formula

%HTT/L-"-l(x) = 2T (2) + 75T, (x), (2.39)
od koder za n > 0 sledi

Tén@}) = 4n (Tgn_1($) + Tgn_g(w) +---+1 (l’)) , (2.40)
Ty 1 (z) = (20 + 1) (2Ton () + 2Ton—2(x) + - - + 2T (x) + To(x)) . (2.41)
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Slika 2.2: Grafi prvih Sestih polinomov Cebiseva prve vrste T},: Ty oranZna
Crta, 17 vijolicna, To modra, T3 rdeca, Ty zelena in T5 Crna Crta.

Odvodi prvih Sestih polinomov Cebigeva prve vrste so:

T)(z) = 0,
Ti(z) = 1=Ty(x),
Ty(x) = 4z =4T(x),

= 322° — 162 = 8T3(z) + 8Ty (),

)
)
)
) = 122% — 3 =6Ty(x) + 3Tp(z),
)
) = 80zt — 6022 + 5 = 10Ty(z) + 10T5(3) + 5Ty (z).

Poleg odvajanja je pomembna tudi povezava med polinomi Cebiseva prve
vrste in njihovimi medsebojnimi produkti. Veljata formuli, ki sledita iz
lastnosti (2.35) in adicijskih izrekov za trigonometri¢ne funkcije

3 (To(z) + Ton(x)) (2.42)
To(z) Trn(z) = 2 (Toom(®) + Togm(z), m < n. (2.43)

Momentni funkcional za polinome Cebiseva prve vrste je

1
L(f) = / [ 4y, (2.44)
~1
momentno zaporedje pa je podano z (k> 0, ¢ > 0)
0, k=20+1, 0.15)
= 2¢ .
S R VL)

Opazimo, da momenti s k padajo proti 0.
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Polinomi Cebiseva Uy, n > 0, druge vrste so druzina klasiénih ortogo-
nalnih polinomov v Hilbertovem prostoru L2 (-1, 1), ki so ortogonalni glede
na utez w(x) = V1 — 22, in normalizirani tako, da je U,(1) = n + 1. Tudi
ti polinomi spa(viajo v druzino Jacobijevih polinomov (o = (3 = %)

Polinomi Cebiseva druge vrste so karakterizirani z lastnostjo
sin (n 4 1)0

sin 6

Up(cosf) = > 0. (2.46)

So ortogonalni

1
/ U (2)Up(2)V1 — 2?2 dx = { 2’ m7n, (2.47)

—1 2, M=n.

Nadalje zadoscajo diferencialni enacbi

!
— [\/ (1-— a:2)3U7’1(a:)} =n(n+2)V1—22U0,(z), n=>0, (2.48)
poleg tega pa zadoscajo tudi tri¢lenski rekurzivni formuli
Un(z) = 22Up—_1(z) — Up—2(x), (2.49)

kjer je Up(z) = 1 in Uy(z) = 2z. Velja, da je Up(—1) = (n + 1)(=1)" in
|Un(z)| <n+1zavsakn > 0in z € [—1,1]. Prvih Sest polinomov Cebiseva
druge vrste je zapisanih spodaj in prikazanih na sliki 2.3:

Up(z) = 1,

Ui(z) = 2,

Us(x) = 4a®—1,

Us(x) = 8x°— 4z,

Uyz) = 162 — 122 +1,
Us(z) = 322° — 3223 + 6.

Velja rekurzivna zveza med polinomi CebiSeva druge vrste in njihovimi
odvodi

Ul (z) = 2nU,—1(z) + U, _o(z), (2.50)

od koder za n > 0 sledi
Uby (&) = 4 (U1 () + (0 — DUsusg() + -+ Ui(a)),  (251)
Uppi1(z) = 2((2n 4 1)Usp(z) + (2n — 1)Usp—2(x) + -+ + Up(z)) . (2.52)

Odvodi prvih estih polinomov Cebiseva druge vrste so:

Up(z) = 0,

Ui(z) = 2=2Uy(x),

Ul(x) = 8z =4Uy(x),

Uj(x) = 24z% —4 = 6Us(z) 4 2Uy(x),

Uip(z) = 642° — 242 = 8Us(x) + 4U (z),

Ul(z) = 160z* — 9622 + 6 = 10U4(z) + 6U(3) + 2Up(x).
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- U1
— lJ2
- U3
- U4
— U5

Slika 2.3: Grafi prvih Sestih polinomov Cebiseva druge vrste U,: Uy oranZna
¢rta, U; vijolicna, Us modra, Us rdeca, Uy zelena in Us ¢érna Crta.

Momentni funkcional za polinome Cebiseva druge vrste je

1
L(f):= /_1 f(x)V1—a?de, (2.53)

momentno zaporedje pa je podano z (k> 0, ¢ > 0)

0, E=20+1,
i = () (2.54)

Opazimo, da momenti s k padajo proti 0.

2.3.4 Vrsta Cebiseva

Podobno kot v primeru trigonometri¢nih funkcij ali Legendreovih polinomov,
kjer dano funkcijo razvijemo v Fourierovo oz. Legendreovo vrsto, lahko
vsako integrabilno funkcijo f € Ll (—1,1) razvijemo v wrsto Cebiseva, ki
je opisana npr. v C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni in T. A. Zang
[11], P. Grandclément [30] ter J. Shen, T. Tang in L. Wang [51], in je ses-
tavljena iz polinomov Cebiseva prve vrste T}, k > 0,

f@) =" arTi(x). (2.55)
k=0
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Koeficiente Cebiseva ay, k > 0, izra¢unamo s formulama

- / F@)To() 1_902 /fcose (2.56)

ar = / Ja)Ti(z) 1—302 / f(cos)cos (k0)dl.  (2.57)

Vista CebiSeva je ekvivalentna kosinusni Fourierovi vrsti (z = cosf). V
praksi pogosto uporabljamo aproksimacijo z odrezano vrsto Cebiseva pri
nekem odreznem Stevilu N

f(z) = Pnf(z Zaka (2.58)

Rezanje vrste je ekvivalentno ortogonalni projekciji funkcije f na prostor
polinomov stopnje kve¢jemu N. Koeficiente te vrste uc¢inkovito izra¢unamo
z uporabo diskretne kosinusne transformacije (DCT). Podobno lahko vsako
integrabilno funkcijo f € L! (—1,1) aproksimiramo z odrezano vrsto Cebige-
va, ki je sestavljena iz polinomov Cebigeva druge vrste Uy.

Za dano m-krat zvezno odvedljivo funkcijo f € C™(—1,1), m > 0 vel-
jata spodnji oceni o kvaliteti aproksimacije (glej C. Canuto, M. Y. Hussaini,
A. Quarteroni in T. A. Zang [11], podrazdelek 5.5.2)

I = Puflly < CoN"™ [, (2.59)
Cy (1+InN) &

I1f -~ Pufle < EUERN Ao )
k=0

kjer sta C7 > 0 in Cy > 0 konstanti. Podobno kot v primeru Legendreovih
polinomov, operatorja odvajanja in projeciranja v sploSnem ne komutirata

(Pnf) # Pn-af'.

Iz povedanega sledi, da je tako kot pri Fourierovi oz. Legendreovi vrsti kon-
vergenca vrste Cebiseva odvisna od stopnje gladkosti dane funkcije. Vel-
jajo spodnji izreki, katerih dokaze lahko najdemo npr. v J. P. Boyd [7] ali
L. N. Trefethen [60].

Izrek 2.4 Najbo Py f(z) = Zf:[:[) anTn () odrezana vrsta Cebiseva za dano
funkcijo f € LL(—1,1). Tedaj je

[e.o]

[f@@) = Puf@)l< Y lan (2.61)

n=N-+1

za vse f, N in x € [—1,1].
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Koeficienti Cebiseva a,, padajo proti 0, ko gre n — oo. Za funkcije
f€C™(—1,1) dobimo sledece rezultate.

Izrek 2.5 Naj ima dana funkcija f za nek m > 0 absolutno zvezen (m—1)-
vi odvod f™Y) na intervalu [—1,1] (ée je m > 0) in m-ti odvod f™ 2z
omejeno totalno variacijo V(f(m)) za m > 1. Tedaj zan > m+ 1 za
koeficiente Cebiseva velja ocena

W) V()

m(n—1)---(n—m) ~ 7(n—m)mtl

|an| < (2.62)

Izrek 2.6 Najima dana funkcija f za nekm > 0 absolutno zvezen (m—1)-vi
odvod f"=Y na intervalu [—1,1] (¢e jem > 0) in m-ti odvod ™ z omejeno
totalno variacijo V(f™) za m > 1. Naj bo dalje Py f(x) = Zivzo anTy(x)
njena odrezana vrsta Cebiseva. Tedaj za vsak N > m velja ocena

2V (™)

Hf_PNfHSW-

(2.63)

Iz ocene napake v zadnjem izreku sledi, da za gladke funkcije f € C*,
Se posebej pa za analiticne funkcije, napaka pada hitreje od vsake potence
od 1/N. Govorimo o eksponentnem padanju oz. spektralni konvergenci. To
je pomembna lastnost spektralnih metod, ki jih bomo obravnavali v nadal-
jevanju. Veljata spodnja rezultata.

Izrek 2.7 Naj bo f analiticna funkcija na intervalu [—1,1], ki ima ana-
liticno nadaljevanje na odprto elipso E,, kjer je p > 1 vsota glavnih polosi,
ter naj zado$ca pogoju |f(x)] < M za nek M > 0. Tedaj za koeficiente
Cebiseva velja

lan| < 2Mp™", (2.64)

kjer je |ag] < M.

Izrek 2.8 Naj bo f analiticna funkcija na intervalu [—1,1], ki ima ana-
litiéno nadaljevanje na odprto elipso E,, kjer je p > 1 vsota glavnih polosi,
ter naj zadoséa pogoju |f(x)| < M za nek M > 0. Naj bo dalje Py f(z) =
Zfl\;o a, T, (z) njena odrezana vrsta Cebiseva. Tedaj za vsak N > 0 velja

2Mp~N

I = Pufll < =L

(2.65)
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Poglavje 3

Uvod v spektralne metode

Za resevanje robnih problemov tako pri navadnih (npr. problem 1.3), kot
tudi pri parcialnih diferencialnih ena¢bah (npr. problem 1.4 ali problem
1.5), imamo na voljo razline numeri¢ne metode. Le-te lahko klasificiramo
po ve¢ kriterijih. Osnovna ideja je, da iskano resitev u danega problema
aproksimiramo s funkcijo 4, ki je podana v obliki kon¢ne vrste

N
&(x> = Z ﬁn¢n(x)v
n=0

kjer so ¢, bazne funkcije, npr. polinomi ali trigonometri¢ni polinomi stop-
nje n, in i8¢emo spektralne koeficiente i,. Glede na obliko baznih funkcij
konstruiramo razli¢ne razrede numeri¢nih metod. Eden izmed kriterijev je
globalnost oz. lokalnost baznih funkcij, tj., ali so bazne funkcije definirane in
netrivialne na celotnem obmodju, kjer je definiran robni problem, ali zgolj na
neki manjsi podmnozici tega obmocja. Matrika koeficientov sistema enacb
za izracun koeficientov iy, ki jo dobimo pri konstrukeiji numeriéne metode,
je posledi¢no velika in razprSena, oz. majhna in polna. Glede na ta kriterij
lo¢imo tri standardne razrede metod.

1. Metode koncnih razlik (FDM) so bile razvite v petdesetih letih 20. sto-
letja. Za bazne funkcije ¢, vzamemo lokalne polinome nizkega reda.
Prednost teh metod je sorazmerno preprosta konstrukcija, ceno pa
placamo z resevanjem velikega sistema linearnih enacb za izracun ko-
eficientov 1,. Matrika koeficientov tega sistema je sicer velika, toda
razprSena, oz. ima pasovno strukturo.

2. Metode konénih elementov (FEM) so bile razvite v Sestdesetih letih
20. stoletja. Za bazne funkcije ¢, vzamemo lokalne gladke funkcije.
Podobno kot pri metodah koné¢énih razlik dobimo zaradi lokalnosti
baznih funkcij velik sistem linearnih enacb, katerega matrika koefi-
cientov je velika, toda razprsena, oz. ima pasovno strukturo.
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3. Spektralne metode (SM) so bile razvite v sedemdesetih letih 20. sto-
letja. Za bazne funkcije ¢, v nasprotju s FDM ali FEM vzamemo glo-
balne gladke funkcije, tipi¢no trigonometri¢ne funkcije ali ortogonalne
polinome (npr. Legendreove polinome ali polinome Cebiseva). Za
primerljivo kvaliteto aproksimacije potrebujemo bistveno manj baznih
funkcij, zato je matrika sistema linearnih enacb sedaj majhna, toda
polna. ZahtevnejSa konstrukcija spektralnih metod v primerjavi z
metodami konénih razlik je poplacana z dejstvom, da lahko spek-
tralne metode s primernimi adaptacijami uporabimo pri reSevanju
raznovrstnih problemov. Tipi¢no lahko z njimi dosezemo visoko stop-
njo natancnosti z omejenim Stevilom racunskih operacij. Racunska
ucinkovitost (¢asovna in prostorska) se Se posebej izkaze pri ve¢dimen-
zionalnih problemih. Poleg tega je uporaba spektralnih metod neprica-
kovano ucinkovita v mnogih primerih, kjer imamo opravka s funkci-
jami, ki niso gladke, morda celo nezvezne. Za analiticne funkcije pada
napaka aproksimacije glede na N eksponentno, in ne zgolj polinomsko.

V nadaljevanju tega dela obravnavamo zgolj spektralne metode.

3.1 Metoda utezenega residuala

Spektralne metode uporabljamo za reSevanje robnih problemov tako pri
navadnih, kot tudi pri parcialnih diferencialnih ena¢bah. Podroben pre-
gled spektralnih metod najdemo v razlicnih ¢lankih, npr. v B. Fornberg
in D. M. Sloan [19], P. Grandclément [30], P. Grandclément in J. Novak
[31] ter monografijah, npr. v J. P. Boyd [7], C. Canuto, M. Y. Hussaini,
A. Quarteroni in T. A. Zang [10] in [11], B. Fornberg [18], D. Gottlieb in
S. A. Orszag [28], B. Mercier [44], J. Shen, T. Tang in L. Wang [51] ter
L. N. Trefethen [56], [57] in [60]. Namen tega dela ni v podrobni pred-
stavitvi spektralnih metod, pa¢ pa bralca vpeljati v svet teh metod. Tako
se bomo v tem poglavju omejili na resevanje linearnih dvotoc¢kovnih robnih
problemov v eni dimenziji, ki so dani s problemom 1.3 in so oblike

Lu(z) = f(z), xz € [-1,1], (3.1)

z robnimi pogoji

Bu(z) = 0, x € {-1,1}, (3.2)

kjer je £ linearni diferencialni operator (1.6) in B par linearnih robnih dife-
rencialnih operatorjev, ki ustrezajo Dirichletovim, Neumannovim ali meSa-
nim (Robinovim) robnim pogojem. V nadaljevanju se omejimo na Dirichle-
tove robne pogoje.

Numeri¢no resitev robnega problema (3.1 — 3.2) iS¢emo v konénorazsez-
nem podprostoru Py izbranega Hilbertovega prostora H nad intervalom
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[—1,1], ki je opremljen s skalarnim produktom

1

r0) = | pe)al@)u(o)ds, (33)
-1

kjer je w nenegativna wuteZ. Spektralno bazo prostora Py, ki je obi¢ajno

ortogonalna, ozna¢imo z {¢g, ¢1, ..., PN}, priblizno resitev problema (3.1 —

3.2) pa zapiSemo kot linearno kombinacijo baznih funkcij

N
i) = ipdr(). (3.4)
k=0

V praksi je torej potrebno poiskati spektralne koeficiente uy, ki nastopajo v
razvoju (3.4). Funkcija @ je tedaj dopustna numeri¢na resitev, ¢e zadosca
robnim pogojem (tj. zados¢a enacbi (3.2) na strojno natanc¢nost) in zanjo
velja, da je residual

r=Lu—f (3.5)

dovolj majhen. Za zapis kriterija, ki doloca, kaj je to majhen residual, se
opremo na primerno stevilo (npr. N + 1) testnih funkcij v;, i =0,1,..., N,
za katere zahtevamo, da je njihov skalarni produkt (3.3) z residualom r (3.5)
enak 0, torej

1
(wi,r)z/ r(z) ¥i(z) w(z)de =0, i=0,1,...,N. (3.6)

-1

Gornji pogoj lahko aproksimiramo z diskretnim skalarnim produktom

N
(1/)¢,7“)N:ij7“($j)1/)i($j) :0, iZO,l,...,N, (3.7)
7=0

kjer je {acj}j-vzo mnozica predhodno dolo¢enih kolokacijskih tock, {wj}é-vzo
pa so utezi, ki pripadajo izbrani kvadraturni formuli. Za nasSe potrebe naj
bo stevilo kolokacijskih tock enako Stevilu baznih oz. testnih funkcij. Ce
je metoda konvergentna, se natan¢nost numeri¢ne resitve z naraséajoc¢im N
povecuje, kar pomeni, da je le-ta vedno blizja toc¢ni resitvi. 7 razlicnimi
izbirami spektralnih baznih ¢, in testnih funkcij 1;, lahko konstruiramo ra-
zli¢ne tipe spektralnih metod. Nekaj najbolj razsirjenih z uporabo na model-
nem problemu bomo predstavili v nadaljevanju. Pri konstrukciji spektralnih
metod se tako pojavita dve glavni vprasanji:

1. Kako primerno izbrati bazne funkcije ¢y 7
2. Kako dolociti spektralne koeficiente u v razvoju vrste (3.4)?

Na zastavljeni vprasanji bomo odgovorili v naslednjih dveh razdelkih.
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3.2 Izbor baznih funkcij

Izbor baznih funkcij dolo¢ajo naslednje tri zahteve.

1. Aproksimacija, podana s konéno vrsto Z]kV:O Upor(x), mora glede na
N hitro konvergirati k funkciji u vsaj za dovolj gladke funkcije.

2. Za dane koeficiente 7 mora biti dolo¢itev koeficientov vy, za katere

velja
q (X N
e (Z fckdm(fﬁ)) = k() (3.8)
k=0 k=0
ucinkovita.
3. Pretvorba med spektralnimi koeficienti 4y, k = 0,1,..., N, in funkcij-

skimi vrednostmi @(z;), kjer je {:cj}j-vzo mnozica danih vozlov, mora
biti hitro in u¢inkovito izvedljiva.

Danim zahtevam zadoscajo trigonometricne funkcije in ortogonalni
polinomi, predvsem polinomi Cebiseva. Lo¢imo dva tipa problemov, in sicer
periodi¢ne in neperiodicne probleme.

Pri periodi¢nih problemih za bazne funkcije izberemo trigonometriéne
funkcije {1, cos (k 7 -),sin (k 7 -)} 32, resitev pa aproksimiramo s Fourierovo
vrsto (2.10) (glej razdelek 2.2). Prvi dve zahtevi sta izpolnjeni direktno,
tretja zahteva pa je bila zadovoljivo izpolnjena leta 1965, ko je bila v ¢lanku
J. W. Cooley in J. W. Tukey [15] opisana hitra Fourierova transformacija
(FFT).

Poleg izbora baznih funkcij je pomemben tudi izbor vozlov na danem
intervalu, na katerem iS¢emo resitev. V primeru periodi¢nih problemov in-
terval [—1, 1] razdelimo enakomerno z ekvidistantnimi tockami

;= —1+ jh, h:%, =01, . N (3.9)
Na sliki 3.2 spodaj so prikazane ekvidistantne tocke za primer N = 8.

Pri neperiodi¢nih problemih izberemo za bazne funkcije ortogonalne
polinome Jacobijevega tipa, predvsem Legendreove polinome ali polinome
Cebiseva, pri Gemer so najpogostejsa izbira polinomi Cebiseva prve vrste
{T}}32, resitev pa aproksimiramo z vrsto Cebiseva (2.55) (glej podrazdelek
2.3.4). Izbira trigonometri¢nih funkcij v tem primeru ni dobra, saj zaradi
nenaravne uporabe periodi¢nih baznih funkcij v neperiodi¢nem problemu
prva zahteva ni izpolnjena. V primeru nezveznosti pa se lahko pojavi tudi
Gibbsov fenomen. Konvergenca k tocni resitvi je zato pocasna, saj koefici-
enti v Fourierovi vrsti padajo z N samo kot O(1/N). Druga tezava zaradi
uporabe ekvidistantnih tock je pojav Rungejevega fenomena, saj se v okolici
robnih tock pojavijo oscilacije.
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Na sliki 3.1 je prikazana interpolacija Rungejeve funkcije f(x) = Hzﬁ

na intervalu [—1, 1] z interpolacijskim polinomom Cebiseva

N
I§ f(z) = apTi(z), (3.10)
k=0

ki se ujema z dano funkcijo f v N 41 ekvidistantnih tockah za razli¢ne vred-
nosti N (N = 4,8,12 in 16). Opazimo, da interpolacijski polinom Cebiseva
dobro aproksimira dano funkcijo f na sredini intervala, blizu robov pa se po-
javijo oscilacije, ki se z naras¢ajocim Stevilom interpolacijskih delilnih tock
N vecajo. To kaze na to, da zaporedje interpolacijskih polinomov Cebiseva
I]%;H f ne konvergira k dani funkciji f, ko gre N proti neskoncno.

ayN=4 b) N=8
1.5 ‘ 1.5 ‘
1
1
0.5
> 0.5 > 09 p
-0.5
Ol p
-1
-0.5 -15
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
c)N=12 d)N=16
1 0¢ ]
0¢ 3
-5
> 1 >
-2
-10
-3
-4 -15
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X

Slika 3.1: Rungejev fenomen: interpolacija Rungejeve funkcije f(z) =
Hzﬁ (modra ¢rta) na intervalu [—1,1] z interpolacijskim polinomom
Cebigeva I f za N + 1 ekvidistantnih tock (rdeca ¢rta) za a) N = 4,
b) N=8,¢) N=12ind) N = 16. Vozli so oznaceni z rde¢imi pikami.

Pri konstrukciji spektralnih metod imamo dve moznosti za doloc¢itev
numeric¢ne resitve v obliki konéne vrste. Prva je projekcija, kjer neskonéno
vrsto odrezemo pri nekem N, druga pa je interpolacija, kjer resitev inter-
poliramo s konéno vrsto sestavljeno iz baznih funkcij do nekega N, ki se z
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neskonc¢no vrsto ujema v N + 1 delilnih tockah. V tem delu bomo ve¢inoma
obravnavali projekcijske metode, vendar je mo¢ Rungejev fenomen bolj na-
zorno prikazati z resitvijo interpolacijskega problema.

Opisanim tezavam se obi¢ajno izognemo, Ce resitev danega problema
aproksimiramo z vrsto Cebiseva, interval [—1,1] pa razdelimo s tockami
Cebiseva (druge vrste)

J ,
R 2 =0,1,...,N. 3.11
x; COS<N>, J=0,1,..., (3.11)

Slika 3.2 zgoraj prikazuje tocke Cebiseva za primer N = 8. Pripadajoca
polkroznica nad intervalom [—1, 1] je razdeljena ekvidistantno.

Slika 3.2: Ekvidistantne tocke (spodaj) in tocke Cebiseva (zgoraj) za N = 8.

Vozli, ki so podani v formuli (3.11) se imenujejo tocke Cebiseva druge
vrste. To so tiste tocke, kjer polinomi Cebiseva prve vrste dosezejo ek-
stremne vrednosti +1. Glavna lastnost in hkrati razlog za njihovo uporabo
je dejstvo, da se te tocke gostijo proti robu intervala, kar prepreci oscilacije
blizu roba, ki smo jim pri¢a pri uporabi ekvidistantnih tock.

Nicle polinomov Cebigeva (tj. tocke CebiSeva prve vrste) lezijo med
tockami Cebiseva druge vrste. Ko govorimo o toc¢kah Cebiseva, imamo
obicajno v mislih tocke druge vrste. Te namre¢ vsebujejo tudi robova danega
intervala, kar omogoc¢a obravnavo robnih pogojev. V odvisnosti od zahtev
danega problema pa lahko uporabimo tudi tocke Cebiseva prve vrste.

Na sliki 3.3 pa je prikazana interpolacija Rungejeve funkcije na in-
tervalu [—1,1] z interpolacijskim polinomom Cebiseva IGH f (3.10), ki se
ujema z dano funkcijo f v N + 1 tockah CebiSeva za za razliéne vrednosti
N (N = 4,8,12 in 16). Opazimo, da interpolacijski polinom Cebiseva sedajj
dobro aproksimira dano funkcijo f na celotnem intervalu, saj oscilacij blizu
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robov ni. Rungejevega fenomena v tem primeru ni. To kaze na to, da za-
poredje interpolacijskih polinomov Cebiseva I ﬁH f konvergira k dani funkeciji
f, ko gre N proti neskonéno.

ayN=4 b)N=8
15 1.5
1 1
> 0.5 > 05
OI p Ol p
-0.5 -0.5
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X
c)N=12 d)N=16
15 : 1.5 :
1 1
> 05 > 05
0 0 b
-0.5 -0.5
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X X

Slika 3.3: Rungejev fenomen: interpolacija Rungejeve funkcije f(z) =
Wﬁ (modra ¢rta) na intervalu [—1,1] z interpolacijskim polinomom
Cebiseva I f za N +1 tock Cebiseva (rdeca ¢rta) za a) N =4, b) N = 8,
c¢) N=12in d) N = 16. Vozli so oznaceni z rde¢imi pikami.

Tri zahteve iz zacetka tega razdelka so v primeru aproksimacije z vrsto
Cebiseva izpolnjene. Znano dejstvo je, da dosezejo Gaussove integracijske
formule, kjer kot vozle uporabimo nic¢le ortogonalnih polinomov, visoko stop-
njo natancénosti. Poleg tega je interpolacijski polinom Cebiseva IﬁH f(3.10),
ki je definiran kot linearna kombinacija polinomov Cebiseva prve vrste stop-
nje kvecjemu N, za vsako funkcijo f v tockah CebiSeva zelo blizu optimal-
nega Lagrangeovega interpolacijskega polinoma I]?,P T f v maksimum normi,
saj velja

If = IS FI < (L A7) (1f = IS5 £, (3.12)

kjer je AGH = O(log N) Lebesguova konstanta. Prva zahteva je tako izpol-
njena. Pogoj (3.8) v drugi zahtevi je izpolnjen z relacijo
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1 (1) —3 1 bo a
2 0 -z b a
1 1 1 1 1 2
6 (1) 6 . bo as
5 0 -3 | b | = a || (3.13)
> O bn_2 an—1
L 2]\[1_2 i _bel _ | anN |

kjer so aj, koeficienti odrezane vrste CebiSeva, by, pa koeficienti odvoda te
odrezane vrste. Relacija (3.13) sledi iz formul (2.40 — 2.41). Tretja zahteva
pa je izpolnjena z uporabo diskretne kosinusne transformacije.

3.3 Metode za izracun koeficientov

Spektralne koeficiente @y, iskane numeri¢ne resitve (3.4) problema (3.1 — 3.2)
lahko dolo¢imo na razli¢ne nacine, najpogosteje pa se uporabljajo naslednje
tri metode:

1. Galerkinova metoda,
2. Tau metoda,
3. kolokacijska ali psevdospektralna metoda.

V vseh primerih pa nas zanima residual r, ki je dolo¢en z enacbo (3.5).
Izpolnjena morata biti dva pogoja: residual naj bo karseda majhen in robni
pogoji naj bodo izpolnjeni.

3.3.1 Galerkinova metoda

Osnovna ideja Galerkinove metode je v tem, da iz N 4 1 originalnih baznih
funkeij {1, tvorimo novo mnozico N — 1 funkcij {G,, }2-72, ki vse zado-
§cajo robnim pogojem. V tem primeru govorimo o Galerkinovi bazi, reSitev
danega problema pa nato razvijemo po tej bazi. Izbira baze je seveda
pomembna, konstrukcija pa ni enoli¢na, saj vec razli¢nih izbir zados¢a danim
robnim pogojem. Obicajno pa je, da Galerkinovo bazo izberemo tako, da
se na enostaven nacin izraza v osnovni bazi. Za primer vzemimo homogene
Dirichletove robne pogoje u(—1) = u(1) = 0 in osnovno bazo sestavljeno iz
polinomov Cebiseva prve vrste Ty, k = 0,1, ..., N. Z upostevanjem lastnosti
Tp(1) = 1in Ty(—1) = (—1)* za vsak k zapisemo elemente Galerkinove baze
Gp,n=0,1,...,N — 2, kot

ng(&?) = ng+2(.%') — T()(.%'), Y4 > 0, (314)
G25+1<LL‘) = T24+3($) — Tl(x), Y4 Z 0. (315)
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Opazimo, da je namesto NV + 1 originalnih baznih funkcij za isti red aproksi-
macije potrebno upostevati le N — 1 Galerkinovih baznih funkcij. Razlog je
v tem, da nova baza ze zadosca robnim pogojem in imamo tako dva pogoja
manj. V primeru, ko so osnovne bazne funkcije ortogonalni polinomi, je
potrebno poudariti, da Galerkinove baze v splosnem ne sestavljajo ortogo-
nalni polinomi.

Naj bo M € RIN-Dx(N+1) transformacijska matrika, ki povezuje Ga-
lerkinovo in osnovno bazo. V primeru, ko je Galerkinova baza podana z
enacbama (3.14 — 3.15) in je ¢ = T} za vsak k, je transformacija med
bazama podana z enac¢bo

N
Gn(z) =Y MyTi(z), n=0,1,...,N -2, (3.16)
k=0

kjer je M, element matrike M, ki lezi v n-ti vrstici in k-tem stolpcu. V
primeru N = 4 je matrika M, ki pripada transformaciji polinomov Cebiseva
prve vrste v Galerkinovo bazo za homogene robne pogoje, enaka

-1 0 100
M=|0 —-1010]. (3.17)
-1 0 0 0 1

Numeri¢no resitev @ is¢emo v razvoju po Galerkinovi bazi:

N-2
i) =Y iy G(w), (3.18)
n=0

kjer so @S Galerkinovi koeficienti. Definiramo se matriko L € RINFDX(N+1),

ki pripada linearnemu operatorju £, podanemu z enacbo (3.1). Ce je nu-
meric¢na resitev podana z odrezano vrsto (3.4), velja

N N N
Li(w) =Y plop(x) =Y | > Lixdj(z) |, (3.19)
k=0 k=0 j=0

kjer je Lji element matrike L, ki lezi v j-ti vrstici in k-tem stolpcu. V
primeru linearnega operatorja
d%u du
=— —4— +4u, 3.20
dz? dz e (3.20)

dobimo z uporabo baze ¢, = T} za N = 4 matriko

Lu

4 -4 4 =12 32
0 4 -16 24 32
L={0 0 4 =24 48 |. (3.21)
0 0 0 4 =32
0 O 0 0 4
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Enacbo (3.19) z uporabo Galerkinove baze in enacbe (3.18) zapisemo kot

ﬁﬂ Z T Z Z ijn¢k (3'22)

n=0 7=0 k=0

Pri Galerkinovi metodi za testne funkcije vzamemo kar elemente Galer-
kinove baze, ¥; = G4, i = 0,1,..., N — 2. Zahtevamo, da je residual r,
definiran z enacbo (3.5), ortogonalen na kar se da veliko testnih funkcij

(Gir) = (Gi, Lii— f) =0, 0<i<N-—2. (3.23)

Izraz (G;, La) lahko izra¢unamo z uporabo enacbe (3.22), kjer elemente
Galerkinove baze s pomocjo transformacijske matrike M zapiSemo po os-
novnih baznih funkcijah ¢5. Desno stran f diferencialne enacbe (3.1) prav
tako zapiSsemo po osnovnih baznih funkcijah ¢y

N
=" frdn(@). (3.24)
k=0

Za uporabo Galerkinove baze v razvoju desne strani diferencialne enacbe
namre¢ ni nobenega pravega razloga, saj funkcija f v splosnem ne zadosca
robnim pogojem (3.2). Ko zdruzimo vse skupaj ter uporabimo transforma-

cijsko matriko M za prehod iz Galerkinove v osnovno bazo, dobimo Galerki-

nov sistem linearnih enacb za izracun Galerkinovih koeficientov a&

N-2
n=0

ki gaza 0 <i< N — 2 zapiSemo v obliki

N-2 N N N

N N
Z ZzMze ik Ljn(¢e(x ZZMngk bo(z), Pr()).

n=0  j=0k=0{=0 k=0 £=0
(3.26)

Sistem je dobro definiran, matrika koeficientov pa obrnljiva. ReSitev
Galerkinovega sistema so koeficienti 45 v razvoju numericne reditve po
Galerkinovi bazi. S ponovno uporabo transformacijske matrike M dobimo
numeric¢no resitev, razvito po osnovni spektralni bazi

N

N—-2
k=0 \n=0

kjer so 1 koeficienti tega razvoja

Ty = Z Mya8 . (3.28)
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3.3.2 Tau metoda

Pri Tau metodi se za razliko od Galerkinove metode zadovoljimo z osnovno
spektralno bazo, za testne funkcije pa vzamemo prav tako elemente ¢; spek-
tralne baze, npr. polinome Cebiseva prve vrste T;. Podobno kot prej zah-
tevamo, da je residual r, definiran z enac¢bo (3.5), ortogonalen na karseda
veliko testnih funkcij

(qbi,r) = <¢Z,£ﬁ—f) :(), OSiSN—Q. (3.29)
Z uporabo operatorske matrike L (3.19), enac¢bo (3.29) zapisemo kot sistem
linearnih enacb za izracun spektralnih koeficientov

N

u (d)uﬁ(bk) = (¢Zaf)v iZO,l,...,N—2,

O

N N
Z (dh Jk¢J() = ¢2($)7Zf3¢1(x) )
k=0 Jj=

N

>

> Lisiix ($i(x), ¢j(z)) = Zf (¢i(z), d5(2)),

k=0 j:[) :

Zijak = f (3.30)
=0

Pri tem so koeficienti f; spektralni koeficienti v razvoju desne strani f
enacbe (3.1) in so podani z enacbo (3.24).

Sistem enacb (3.30) ne uposteva robnih pogojev, zato jih moramo do-
dati, preden ga resimo. Pri Tau metodi so robni pogoji dolo¢eni z dodatnimi
enacbami. V primeru Dirichletovih robnih pogojev u(—1) = A in u(1) = B
imamo dodatni enacbi, ki se za sploSne bazne funkcije ¢y, glasita

N
u(=1) = > argr(—1) = 4, (3.31)
k=0
N
u(l) = > iper(l) = B. (3.32)
k=0
Se preprostejsi enacbi dobimo za izbor ¢, = T},
N
u(=1) = Y (=¥, = A, (3.33)
k=0
N
u(l) = ) iy =B. (3.34)
k=0
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V splosnem naj bo {g1,¢2} ortonormirana baza na mnozici {—1,1}. Ope-
rator Boy(x) razvijemo po teh funkcijah

Bék(z) = biggi(z) + barge(x), k=0,1,...,N. (3.35)
Robni pogoji

N
Bu(z) = Z iy (bikg1(x) + bagga(z)) =0 (3.36)
k=0

tedaj implicirajo enacbi

N N
> bigiiy =0, Y bogiix = 0. (3.37)
k=0 k=0

Enacbi (3.31) in (3.32) za robna pogoja dodamo sistemu linearnih
enacb (3.30). Tako dobljeni (relaksirani) sistem je dobro definiran, ma-
trika koeficientov sistema pa obrnljiva. Spektralne koeficiente g v razvoju
numeric¢ne resitve 4 dobimo kot resitev tega sistema.

3.3.3 Kolokacijska metoda

Kolokacijska metoda se nekoliko razlikuje od prejsnjih dveh. Podobno kot
pri Tau metodi, numeri¢no reSitev razvijemo po osnovni spektralni bazi,
testne funkcije v tem primeru pa v nasprotju z obema gornjima metodama
niso ve¢ elementi spektralne baze, pa¢ pa so izbrane tako, da so enake 0 v eni
kolokacijski tocki. Primerna izbira je npr. Diracova delta funkcija 6( - —z,),

.. . 1, z=0,
ki je definirana z §(z) = { 0. sicer.
je residual r, definiran z enacbo (3.5), ortogonalen na karseda veliko testnih
funkcij, je ekvivalenten pogoju, da je residual enak 0 v karseda veliko tockah
T

Residualni pogoj (3.6), ki zahteva, da

Liu(xy) = f(xg), 0<n<N. (3.38)

Z uporabo operatorske matrike L (3.19), enacbo (3.38) zapisemo kot sistem
linearnih enacb za izracun spektralnih koeficientov g

N N
SN Liigj(wn) = f(2n), 0<n<N. (3.39)

k=0 j=0
Pri tem so z,, kolokacijske toc¢ke na intervalu [—1, 1]
—l=xy<r1 <2< - <zNy_1<zNy=1 (3.40)

Podobno kot pri Tau metodi, je potrebno dodati robne pogoje, ki so
definirani z ena¢bami (3.31) in (3.32). Sistem (3.39) relaksiramo tako, da
prvo in zadnjo enacbo nadomestimo z enacbama za robna pogoja, kar je
ekvivalentno temu, da kolokacijskih ena¢h ne zapiSemo v robnih tockah.
Resitev kolokacijskega sistema, ki je dobro definiran in obrnljiv, so spektralni
koeficienti @ v razvoju numericne resitve .
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3.4 Konstrukcija spektralnih metod

Spektralne metode lahko konstruiramo z uporabo razli¢nih baznih funkcij.
Na tem mestu se omejimo na trigonometri¢ne funkcije, oz. Fourierovo vrsto
za periodi¢ne probleme, iz katerih dobimo razred Fourierovih spektralnih
metod ter na polinome Cebigeva prve vrste, oz. vrsto Cebiseva za neperi-
odi¢ne probleme, iz katerih dobimo razred spektralnih metod Cebiseva.

Spektralne metode za reSevanje diferencialnih enacb lahko konstru-
iramo tako, da funkcije odvajamo v fizicnem ali faznem prostoru. V obeh
primerih konstruiramo operatorske matrike odvodov (ang. differentiation
matriz), ki jih mnozimo bodisi z vektorjem funkcijskih vrednosti (fiziéni
prostor), bodisi z vektorjem spektralnih koeficientov funkcije (fazni prostor).
V tem delu se bomo omejili na konstrukcijo spektralnih metod v faznem
prostoru. Visje odvode opiSemo s potenciranjem matrike odvodov.

Poleg matrike odvodov potrebujemo tudi multiplikacijske matrike (ang.
multiplication matriz), ki opisujejo transformacijo spektralnih koeficientov
iskane funkcije v koeficiente produkta iskane funkcije z dano funkcijo. Za
razliko od matrike odvodov, ki je dolo¢ena samo z izbiro baznih funkcij, je
multiplikacijska matrika dolo¢ena tako z izbiro baznih funkcij kot s spektral-
nimi koeficienti v razvoju dane funkcije po izbrani bazi.

3.4.1 Fourierove spektralne metode

Vsako analiti¢no funkcijo f lahko razvijemo v Fourierovo vrsto na intervalu
[—1,1], kjer je Fourierova vrsta (2.10) po pretvorbi iz intervala [—m, 7] na
interval [—1, 1]

f(z) =ap+ Z (an cos (nmz) + by sin (n7z)). (3.41)
n=0

Fourierove koeficiente izracunamo s transformiranimi formulami (2.11) in

(2.12)

1
ag = ;/1 f(z)dx, (3.42)
1
an, = /_1 f(z) cos (nmz) dz, (3.43)
1
b, = /_1 f(z)sin (n7rz) dz. (3.44)

To naredimo uc¢inkovito s hitro Fourierovo transformacijo (FFT) (glej ¢lanek
J. W. Cooley in J. W. Tukey [15]), ki nam omogoc¢a izracun prvih 2N + 1
Fourierovih koeficientov z O(N log N) operacijami.
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Fourierove spektralne metode konstruiramo za reSevanje periodi¢nih
robnih problemov. Pri tem reSitev modelnega linearnega dvotockovnega
robnega problema (3.1 — 3.2) aproksimiramo z odrezano Fourierovo vrsto

N
u(z) = uy(x) =ap + Z (an cos (nmz) + by sin (n7z)), (3.45)

n=1

kjer je N odrezno Stevilo vrste. Pripadajoce odvode aproksimiramo z odvodi
odrezane Fourierove vrste (3.45)

u(z) muly(z) =

M=

( — nmay, sin (nwx) + nby, cos (nrz))

S
Il
—

I
NE

(&n cos (nmx) + by, sin (nmc)) , (3.46)

S
I
—_

"

u'(z) = uy(r) = “n?

(= n*na, cos (nwx) — n*n?b, sin (nrx))

WE

i
I

I
M) =

(én cos (nmz) + in sin (mrx)) : (3.47)

i
I

Transformacijo koeficientov a, in b, (3.42 — 3.44) v koeficiente a,, in by,
(3.46) opisemo z matriko odvodov D € RENFDXCN+D) " ga5 50 zveze med
koeficienti linearne. Elementi d;; matrike odvodov so podani s predpisom

my, 2<1<N+41, j=N+i,
dij: —i?T, N+2§i§2N+1,j:’i—N, (3'48)
0, sicer.

Transformacijo koeficientov a,, in b, v koeficiente a,, in by, (3.47) pa opisemo
z matriko D?. Velja

Vv=Dv in v=D%v, (3.49)
kjer je v = (ag,al,..; ,aN,b},...,bN)T, v = (do,dl,...,dN,I;l,...,BN)T in
v = (éo,c:zl,...,éN,i)l,...,lN)N)T. V primeru N = 2 sta transformacijski
matriki D in D? enaki

0 0 0 0 0 0 O 0 0 0
0 0 0 7 0 0 —n? 0 0 0
D=0 0 0 0 2r|,D*=|0 0 —472 0 0
0O - 0 0 0 0 0 0 —7? 0
0 0 —2r 0 0 0 0 0 0 —4n?
(3.50)
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Naj bo g neka znana funkcija, ki jo lahko razvijemo v Fourierovo vrsto,
in naj bo gy njena odrezana Fourierova vrsta

N
g(x) = gn(z) = go + Z (gn cos (nmx) + hy, sin (nwz)). (3.51)
n=1
Produkt odrezanih Fourierovih vrst za funkcijo g (3.51) in iskano resitev u
(3.45) aproksimiramo z odrezano Fourierovo vrsto

N
gy (z)un(z) ~ ap + Z (&n cos (nmx) + by, sin (mm:)) . (3.52)

n=1

Za transformacijo koeficientov a,, in b, (3.42 — 3.44) v koeficiente a,, in En
(3.52) potrebujemo operatorsko multiplikacijsko matriko, saj je zveza med
koeficienti ponovno linearna, kar pomeni, da matrika F € REN+D)x(2N+1)
za mnozenje odrezanih Fourierovih vrst gy in uy obstaja in je odvisna od
koeficientov ¢, in h, (3.51). Opazimo, da je produkt odrezan pri istem
odreznem $tevilu N kot oba faktorja. Velja

v=Fuv, (3.53)
kjer je v = (&0, &1, ce ,dN, 61, ey Z)N)T.
Elementi matrike F' so doloceni z uporabo adicijskih izrekov za trigono-
metri¢ne funkcije. Matrika F' je blo¢na

g0 g 3h
F=|g' IR K |, (3.54)
W' Fy; Fy

kjer sta g = (g1,...,9n) in h = (hq,...,hyn) vektorja Fourierovih koefi-
cientov dane funkcije gy (3.51). Matrika F' brez prve vrstice in prvega
stolpca pa je simetri¢na, saj velja FlT = F, F3 = FQT in F4T = Fy. Bloki
Fy, Fy, F3, Fy € RV*N v primeru N = 4 so

[ 290+92 91+93 g2+gs g3 |
o= Ll gi4+93 200+t94 o 92
2| 92+94 g1 290 g1 |’
! 92 g1 290 |
[ ha hi+hs ho+hs hs ]
o L —hy +hs ha h1 ha
2 2| —ha+hs —hy 0 A |’
| —hy —hy  —h 0O |
Fy = FTI,
[ 200—92 91—93 92—914 g3 |
o~ Ll 9195 29091 & 92
—
21 92— 94 g1 290 g1
! 92 g1 2g0 |
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Bloka F5 in F3 sta v primeru, ko je funkcija g soda, ni¢elni matriki, v
primeru, ko je funkcija g liha, pa sta bloka F; in Fy niCelni matriki. Kot
zgled zapisimo matriko F' za mnozenje z znano (liho) funkcijo g(z) = x za
N =3

0 0 0 0 0.3183 —0.1592  0.1061
0 0 0 0 —0.1592 0.4244 —0.1592
0 0 0 0 —0.2122 0 0.3183
F= 0 0 0 0 0.1592  —0.3183 0
0.6366 —0.1592 —0.2122  0.1592 0 0 0
—-0.3183  0.4244 0 —0.3183 0 0 0
0.2122 —-0.1592 0.3183 0 0 0 0 ]

3.4.2 Spektralne metode Cebiseva

Vsako analiti¢no funkcijo f lahko razvijemo v vrsto Cebiseva (2.55) na in-
tervalu [—1,1], kjer koeficiente Cebiseva izracunamo s formulami (2.56) in
(2.57). To naredimo u¢inkovito z diskretno kosinusno transformacijo (DCT),
ki nam omogoca izrac¢un prvih N + 1 koeficientov z O(N log N) operacijami.

Spektralne metode Cebiseva konstruiramo za reevanje neperiodi¢nih
robnih problemov. Pri tem resitev modelnega linearnega dvoto¢kovnega rob-
nega problema (3.1 — 3.2) aproksimiramo z odrezano vrsto Cebiseva (2.58)

N
u(@) ~uy(z) =Y anTh(z), (3.55)
n=0

kjer je N odrezno Stevilo vrste. Pripadajoce odvode aproksimiramo z odvodi
odrezane vrste CebiSeva (3.55)

N-1

u'(z) =~ uy(r)= bn T (), (3.56)
Voo

u'(z) = uly(x) = enTn(z). (3.57)
n=0

Iséemo zvezo med koeficienti a,, b, in ¢,. Zveza med koeficienti a,
(3.55) in by, (3.56) je podana z relacijo (3.13). Velja
b=D a, (3.58)
kjer je a = (ag,a1,...,an)’, b = (bo,b1,...,by)T in by = 0. Pri tem
je D € REN+DXEN+D) matrika odvodov, katere elementi d;; so podani s
predpisom
j—1, +=11in j sod,
dij=1¢ 2j—2, 2<i<Ninj=i+1,i+3,...,N+1, (3.59)
0, sicer.
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Zvezo med koeficienti a,, in ¢, (3.57) pa opisemo z matriko D2. Velja

c=D?a, (3.60)

kjer je ¢ = (co,cl,...,cN)T in cy_1 = cy = 0. V primeru N = 4 sta

transformacijski matriki D in D? enaki

01030 00 4 0 32

00 4 0 8 00 0 24 O
D=|0006 0|, D=0 00 0 48 |. (3.61)

00 0 0 8 000 0 O

0 00O0O 000 0 O

Naj bo ¢ neka znana funkcija, ki jo lahko razvijemo v vrsto Cebiseva,
in naj bo gy njena odrezana vrsta Cebiseva

N
g(z) = gn(z) = ZgnTn(x). (3.62)
n=0

Produkt odrezanih vrst Cebiseva za funkcijo g (3.62) in iskano resitev u
(3.55) aproksimiramo z odrezano vrsto Cebiseva

N

n=0

Za transformacijo koeficientov a,, (3.55) v koeficiente a,, (3.63) potrebujemo
operatorsko multiplikacijsko matriko, saj je zveza med koeficienti ponovno
linearna, kar pomeni, da matrika F' € REN+Dx2N+1) 4 mnozenje odrezanih
vrst Cebiseva gy in uy obstaja in je odvisna od koeficientov g, (3.62).
Opazimo, da je produkt odrezan pri istem odreznem Stevilu N kot oba
faktorja. Velja
a=Fa, (3.64)

kjer je & = (ag, a1,...,an)".

Elementi matrike F' so dolo¢eni z zvezami (2.42) in (2.43). Matrika F'
brez prve vrstice in prvega stolpca je simetri¢na

[ 9 %91 %92 T %QN—l %QN 1
9 go + %92 %91 + %93 e %9N72 + %QN SIN-1
e g2 %91 + %93 590 + 594 - %QN—?, 59N-2
gN-1 3YN-2+ 39N 3gN-3 - 90 391
L 9N %gN—l %9]\1-2 T %91 go
(3.65)
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Kot zgled zapisimo matriko F' za mnozenje z znano (sodo) funkcijo g(z) =
cosx za N =4

0.7652 0 —0.1149 0 0.0025
0 0.6503 0 —0.1124 0
=1 —0.2298 0 0.7652 0 —0.1149
0 —0.1124 0 0.7652 0
0.0050 0 —0.1149 0 0.7652

3.4.3 Clenshaw-Curtisova kvadraturna formula

Pri ra¢unanju koeficientov Fourierove vrste (2.11 — 2.12) in vrste Cebiseva
(2.56 — 2.57), je potrebno, najveckrat numeri¢no, izrac¢unati integrale oblike

1
= / @) w(@)dr

kjer je w(x) nenegativna utez. To lahko storimo z uporabo kvadraturnih
formul Newton-Cotesovega (periodi¢ni problemi z ekvidistantnimi delilnimi
vozli) ali Gaussovega tipa (neperiodiéni problemi z delilnimi vozli Cebigeva).
Oba razreda integracijskih metod sta v literaturi Siroko obdelana, npr. v
M. Abramowitz in I. A. Stegun [1], W. Gautschi [22] ter E. Isaacson in
H. B. Keller [36]. Ucinkovitejse so metode Gaussovega tipa, kjer so prosti
parametri poleg integracijskih utezi wy tudi integracijski vozli xp. Gaussovo
integracijsko pravilo na intervalu [—1, 1] zapisemo kot

1 N
/ f@) w(z)de =Y wpf (). (3.66)
-1 k=0

Integracijska formula je to¢na za polinome dolo¢enega reda, ki je odvisen
od izbire kolokacijskih tock (vozlov). Za Gaussove tocke (vsi vozli lezijo v
notranjosti intervala) je formula to¢na za polinome reda 2N + 1, za Gauss-
Radaujeve tocke (en vozel je fiksno dolo¢en kot levo oz. desno krajisce inter-
vala) za polinome reda 2N, za Gauss-Lobattove tocke (dva vozla sta fiksno
formule so najboljSsa mozna izbira, ¢e gledamo red aproksimacije, vendar so
tudi druge formule koristne, predvsem z vidika upostevanja robnih pogojev.
V nadaljevanju bomo tako uporabljali Gauss-Lobattove integracijske for-
mule. Vozli kvadraturnih formul Gaussovega tipa so obi¢ajno nicle ortogo-
nalnih polinomov. Integracijska formula je tako poimenovana po tipu vozlov
ter po ortogonalnih polinomih, katerih nicle so vozli, npr. Legendre-Gauss,
Cebisev-Gauss-Lobatto. V primeru Cebisev-Gauss-Lobattovih kvadraturnih
formul velja

k
TR = —Cos%, k=0,1,...,N, (3.67)
T T
we = o wo=wy =5 k=12, N-1l  (368)



Vozle in utezi Gaussovih kvadraturnih formul izracunamo v O(N?) operaci-
jah, kjer resimo tridiagonalni problem lastnih vrednosti, kar je opisano npr. v
G. H. Golub in J. H. Welsch [27].

Poleg standardnih integracijskih metod, lahko za izrac¢un spektralnih
koeficientov Fourierove vrste ali vrste Cebiseva uporabimo tudi razred spek-
tralnih Clenshaw-Curtisovih kvadraturnih formul, kjer integracijske vozle in
utezi z uporabo FFT izracunamo z O(N log N) operacijami. Ideja, ki sta
jo uporabila avtorja C. W. Clenshaw in A. R. Curtis v ¢lanku [14], je, da
optimalne vozle nadomestimo s tockami Cebiseva (3.11), tj. z ekstremnimi
vrednostmi polinomov Cebiseva prve vrste.

Funkcijo f v tako izbranih tockah interpoliramo s polinomom p stopnje
kvecjemu N. Istemo vrednost integrala

-1

1 ™
IN:/ p(x)dx:/ p(cos ) sin 6 db, (3.69)
0

kjer uvedemo novo spremenljivko x = cos . Funkcijo F(f) = p(cos 0) razvi-
jemo v kosinusno Fourierovo vrsto

N
F(0) = p(cos ) = Z ay cos k0,
k=0

kar je ekvivalentno temu, da polinom p razvijemo v vrsto Cebiseva. Koefi-
ciente ay, izratunamo z uporabo FFT, natan¢neje z uporabo DCT. Clenshaw-
Curtisova kvadraturna formula se glasi

1 1 N
2ak
dz ~ F(0)sinfdf = . 3.70
| radex [ F@)sin > (3.70)
k sod
Koeficienta pri k = 0 in k£ = N sta polovic¢na.
Ocena napake kvadraturne formule za m-krat zvezno odvedljive funkci-
je f € C*° je primerljiva z oceno napake za Gaussove kvadraturne formule

64 ||£™) oo
I—1Iy| < .
= Inl < 157m(2N + 1 — m)™

(3.71)

Primerjava med obema metodama je obsirno opisana v L. N. Trefethen [57]
in [58], od koder je vzet spodnji zgled.

Na sliki 3.4 je prikazano padanje maksimalne absolutne vrednosti na-
pake v odvisnosti od odreznega Stevila N za izracun integrala f_ll f(z)dz

20

za funkcije f(x) € {x ,ev e~ -

2 _ . oy v .
“” e " ,|x|3}, ki so razlicnih stopenj

1
' 1+4x2?
gladkosti. Integrali so izracunani z dvema numeri¢nima kvadraturnima
formulama: Clenshaw-Curtisovo spektralno metodo, in Cebisev-Gaussovo

metodo. Predvsem v primeru funkcij, ki niso gladke, opazimo, da sta metodi
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povsem primerljivi. Za preostale funkcije je iz slike razvidno, da maksimalna
absolutna napaka s Cebigev-Gaussovo kvadraturno formulo doseze strojno
natancnost za manjse vrednosti NV kot napaka s Clenshaw-Curtisovo formulo.
Na prvi sliki levo zgoraj za primer polinoma stopnje 20 vidimo razliko v redu
aproksimacije, saj je Cebisev-Gaussova kvadraturna formula reda 2N + 1 in
zato dobimo to¢no vrednost integrala ze za N = 11, Clenshaw-Curtisova
formula pa je reda N + 1 in zato dobimo to¢no vrednost integrala Sele za
N = 20. Za manjSe vrednosti N sta metodi dokaj primerljivi.

f(x)=x*° f(x)=exp(x)
0 0
o 10 . —e— gauss o 10 ; —e— gauss
< 10 —*— clenshaw—curtis { & 10 —*— clenshaw—curtis 1
Q. -10 Q. -10
< 10 < 10
w0 w0 P
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
N N
f(x)=exp(-x2) f(x)=1/(1+x?)
0 0
o 10 ; —e— gauss Y ; —e— gauss
< 10 —#— clenshaw—curtis { & 10 —#— clenshaw-curtis 1
g 10 g 10"
T L T 10 -
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
N N
f)=exp(-x %) f0)=Ix|?

—* - gauss —e— gauss |
—— clenshaw—curtis —*— clenshaw—curtis

napaka

10 20 30 40 50

Slika 3.4: Primerjava maksimalnih absolutnih vrednosti napake pri izra¢unu
integrala f_ll f(z)dz v odvisnosti od N za dve integracijski metodi:
Clenshaw-Curtisovo spektralno metodo (rdece zvezde in ¢rta), in Cebisev-
Gaussovo metodo (modre pike in ¢rta) ter 6 funkcij padajoce gladkosti.

3.5 Numeri¢ni primeri

Konstrukcijo spektralnih metod bomo sklenili z dvema zgledoma uporabe
za modelna dvotockovna robna problema (3.1) s homogenimi Dirichletovimi
robnimi pogoji (3.2), ki imata konstantne oz. nekonstantne koeficiente.
Oba resimo s spektralnimi metodami Cebiseva, kjer spektralne koeficiente
izrac¢unamo z uporabo kolokacije, Galerkinove ter Tau metode. Rezultate,
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ki so dobljeni s temi tremi metodami, primerjamo z rezultati, ki so dobljeni z
metodami konénih razlik drugega in ¢etrtega reda. Za delilne (kolokacijske)
tocke intervala [—1, 1] vzamemo tocke Cebiseva (3.11).

Primer 3.1 Kot prvi modelni problem vzemimo primer, ki ga predlaga
P. Grandclément v ¢lanku [30]. Resujemo enacbo

4e

" gy LAy — eF —
y oWt dy=e' - s

-1 <z<1,

skupaj s homogenimi Dirichletovimi robnimi pogoji

y(=1) =y(1) =0,
ki ima enoli¢no analiti¢no resitev

_ sinh(1) 5, e

sinh (2) ¢ 1+e?

x

y(z) =

Problem, ki ga reSujemo, je linearna DE drugega reda s konstantnimi koe-
ficienti. Opazimo, da reSitev ni polinomska. Na levi strani imamo linearni
operator £, ki je definiran v (3.20). Matriko L, ki mu pripada, dobimo kot
linearno kombinacijo matrik D in D? (3.61) ter identitete. V primeru, ko je
N = 4, dobimo matriko, ki je podana z enacbo (3.21)

L = D?>—4D +4I

004 0 32 01030 1000 0
000 24 0 00408 01000
— 1000 0 48|—-4/00060]|+4[00 100
000 0 0 00008 00010
L0000 0 0 00000 00001
(4 —4 4 —12 32
0 4 —16 24 -—32
=10 0 4 -—24 48
00 0 4 -32
00 0 0 4

Numeri¢éno resitev Ynum aproksimiramo z odrezano vrsto CebiSeva

N
Ynum () = Z Un T ().
n=0

Galerkinova baza je podana z ena¢bami
Go(m‘) = Tg(l') — T()
Gi(z) = Ts(z)—Ti(z) = 42® — 4,
G2 (1‘) = T4<1‘) — TO



kjer vse funkcije G, n = 0,1,2, zados¢ajo homogenim robnim pogojem
Gn(£1) = 0. Transformacijska matrika M med spektralno in Galerkinovo
bazo je za primer N = 4 podana z (3.17).

Galerkinov sistem za izra¢un Galerkinovih koeficientov je podan z

MSLM"a%=MSv,

kjer je v vektor spektralnih koeficientov v razvoju funkcije desne strani f v
vrsto Cebiseva

. \T
V:(f07f17"'7fN) )
1% vektor Galerkinovih koeficientov

ﬁG = (ﬂg>ﬁ?7 . 'aa%—Q)Tv

matrika S pa diagonalna matrika kvadratov norm polinomov Cebiseva prve
vrste z elementi

m, 1=75=0,
Sij = g, 1=7>0,
0, ©#j.
Galerkinov sistem je v primeru N =4
2 —4m  —4w as 0.521
8t —81 0 | af | =] —1.705
0 8t —26m as 0.103
Koeficiente u = (g, 4, . . . ,QN)T v razvoju po spektralni bazi dobimo z

mnozenjem vektorja ¢ s transformacijsko matriko M
=M aC.
V konkretnem primeru za N = 4 dobimo Galerkinove koeficiente
a§ ~ —0.160, af ~ —0.092 in a5 ~ —0.029
ter spektralne koeficiente
tp ~ 0.189, @1 ~ 0.092, 49 ~ —0.160, uz ~ —0.092 in a4 ~ —0.029.

Sistem za izrac¢un spektralnih koeficientov 4, po Tau metodi, je podan
z enacbo
Lu=v,
kjer je vektor @ podan zgoraj, matrika L in vektor v pa sta dolo¢ena tako,
da upostevamo robne pogoje. Matriko L tako dobimo iz L, ko zadnji dve

vrstici nadomestimo z vrsticama vrednosti polinomov Cebiseva prve vrste
v robnih to¢kah £1 (7;,(1) = 1 in T,,(—1) = (—1)" za vsak n > 0), vektor
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Vv pa iz v, ko zadnja dva elementa nadomestimo z Dirichletovima robnima
pogojema. Ker imamo homogene robne pogoje, sta zadnja elementa enaka
0. V primeru N =4 je sistem po Tau metodi

4 -4 4 =12 32 Uug —0.03
0 4 -16 24 =32 U1 1.13
0 0 4 =24 48 S| U | = 0.27
1 -1 1 -1 1 U3 0
1 1 1 1 1 Uy 0

V konkretnem primeru za N = 4 dobimo spektralne koeficiente
U ~ 0.146, @1 ~ 0.079, 49 ~ —0.122, 43 ~ —0.079 in 44 ~ —0.024.

Za kolokacijski sistem potrebujemo kolokacijsko matriko, tj. matriko
vrednosti polinomov Cebiseva prve vrste v kolokacijskih tockah x; (3.11).
Elementi kolokacijske matrike C' = [¢;5]; ; so podani kot

Cij = T](.%l) (3.72)
V primeru N = 4 so kolokacijski vozli: zg = —1, x1 = —?, xo=0,2x3 = @

in x4 = 1, kolokacijska matrika pa

1 -1 1 -1 1 ]
V2 V2
1 =¥ 0 ¥ -1
cC=|1 0 -1 0 1
V2 V2
1 ¥ 0 - -1
11 1 1 1|

Sistem za izra¢un spektralnih koeficientov ,, je podan z enacbo
La=v,

kjer je vektor u podan zgoraj, matrika L in vektor v pa sta dolocena tako,
da upostevamo robne pogoje. Matriko L dobimo tako, da v produktu C L
prvo in zadnjo vrstico nadomestimo s prvo in zadnjo vrstico matrike C,
vektor v pa tako, da v produktu C' v prvi in zadnji element nadomestimo z
Dirichletovima robnima pogojema. Ker imamo homogene robne pogoje, sta
prvi in zadnji element enaka 0. V primeru N = 4 je kolokacijski sistem

1 -1 1 -1 1 UQ 0
4 —-6.83 153 —26.1 28 U1 —0.80
4 -4 0 12 —12 | - | w2 | = | —0.30
4 -117 —-731 214 28 U3 0.73
1 1 1 1 1 Uy 0
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V konkretnem primeru za N = 4 dobimo spektralne koeficiente
tp ~ 0.188, @1 ~ 0.089, e ~ —0.157, uz ~ —0.089 in 14 ~ —0.031.

Vrednosti numeri¢nih resitev v kolokacijskih tockah x; (3.11) dobimo
za vse tri obravnavane metode tako, da kolokacijsko matriko C' pomnozimo
z vektorjem spektralnih koeficientov u

Youm = C 0.
Tu je y,.m vektor resitev, ki je dobljen z eno izmed spektralnih metod. V

naSem primeru dobimo y,; za Galerkinovo, y,, za Tau metodo ter y., za
metodo kolokacije. Tako dobljene resitve lahko med seboj primerjamo.

Napake v odvisnosti od N

10 T T T
107
10"
10°
g
g10°
[
=
10—10 L
—e— Galerkin
1077k —a— Tau B
Kolokacija
1 ——FD2
07T ——FD4 1
W**AD—N—H_.-\
10’16 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30

Slika 3.5: Primerjava maksimalne absolutne vrednosti napake v odvisnosti
od N za Galerkinovo metodo (modra ¢rta), Tau metodo (rdeca ¢rta), metodo
kolokacije (zelena ¢rta) ter dve metodi konénih razlik drugega (¢rna ¢rta) in
cetrtega reda (roza ¢rta) za primer 3.1.

Na sliki 3.5 je prikazana primerjava med razlicnimi metodami. Nu-
mericne resitve, ki so dobljene s tremi spektralnimi metodami: Galerkinovo
(modra ¢rta), Tau (rdeca ¢rta) in kolokacijo (zelena ¢rta), eksponentno hitro
konvergirajo k tocni reSitvi, saj maksimalna absolutna vrednost napake v
odvisnosti od odreznega Stevila IV eksponentno hitro pada. Ta rezultat bomo
potrdili v naslednjem primeru. Slika potrjuje visoko stopnjo natan¢nosti ze
za sorazmerno majhne vrednosti N. Govorimo o spektralni natancnosti teh
metod. Medtem ko sta Galerkinova metoda in kolokacija povsem primerljivi,
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se Tau metoda obnaSa za odtenek slabse. Konvergenca metod koné¢nih raz-

lik je bistveno slabsa, saj sta metodi drugega (¢rna ¢rta), oz. Cetrtega reda
(roza ¢rta).

Primer 3.2 Drugi modelni primer je linearni robni problem z nekonstant-
nimi koeficienti. ReSujemo enacbo

Y + xy' — 22%y = Twcos (mx) — (7 + 22%)sin (7x), —-1<x <1,
skupaj s homogenimi Dirichletovimi robnimi pogoji
y(=1) =y(1) =0,
ki ima enoli¢no nepolinomsko analiti¢no resitev

y(x) = sin (7).

Napake v odvisnosti od N
10 ‘ ‘

g
g10°
©
=
107
—e— Galerkin
107 —s—Tau B
Kolokacija
14 —+—FD2 n
0 ——FD4 \ g
10716 L L L L L ’
0 5 10 15 20 25 30

Slika 3.6: Primerjava maksimalne absolutne vrednosti napake v odvisnosti
od N za Galerkinovo metodo (modra ¢rta), Tau metodo (rdec¢a ¢rta), metodo
kolokacije (zelena ¢rta) ter dve metodi konénih razlik drugega (¢rna ¢rta) in
Cetrtega reda (roza ¢rta) za primer 3.2.

Na sliki 3.6 je prikazana primerjava med razli¢nimi metodami: Galerki-
novo metodo (modra ¢rta), Tau metodo (rdeca ¢rta), kolokacijo (zelena
¢rta), metodo konénih razlik drugega reda (¢érna ¢rta) ter metodo konénih
razlik Cetrtega reda (roza ¢rta). Slika kaze na enako stopnjo konvergence kot

v primeru 3.1, tj. eksponentno za vse tri spektralne metode ter polinomsko
za obe metodi konénih razlik.
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Eksponentna konvergenca metode pomeni, da maksimalna absolutna
vrednost napake ey = |y — yn| pada glede na N po formuli

ey =Ce N, (3.73)

kjer sta C' > 0 in a > 0 konstanti. Polinomska konvergenca metode pa
pomeni, da maksimalna absolutna vrednost napake ey = |y — yn| pada
glede na N po formuli

en=CN™", (3.74)

kjer sta C' > 0 in r > 0 konstanti. Koeficient r pomeni red metode.

V tabeli 3.1 so v drugem stolpcu prikazane maksimalne absolutne vred-
nosti napake ef\?l za kolokacijsko spektralno metodo za pripadajoca Stevila
¢lenov vrste N iz prvega stolpca. V tretjem stolpcu pa so prikazane vred-
nosti za koeficient a...;, ki ga v vsaki vrstici izra¢unamo iz dveh zaporednih
napak

o = log (ex, feny) /(N2 — Ny). (3.75)
Vrednosti za a., se z naraSc¢ajoc¢im N blizajo neki konstantni vrednosti,
kar potrjuje eksponentno padanje napake za to metodo. Podoben rezultat
dobimo tudi za Galerkinovo in Tau metodo, ki pa sta iz tabele izpusceni.

N ef\‘,’l Qleol e{\;l 2 T fd2 eJ]i[d 4 T fda
4 | 2.4435e-01 8.6603e-01 8.6603e-01

6 | 1.8443e-02 | 1.2920 || 1.3204e-01 | 4.6387 || 7.0577e-02 | 6.1835
8 || 4.3896e-04 | 1.8690 || 6.5936e-02 | 2.4137 || 2.4387e-03 | 11.6978
10 || 6.0129e-06 | 2.1453 || 4.0543e-02 | 2.1795 || 4.2485e-03 | -2.4877
12 || 7.8660e-08 | 2.1683 || 2.6789¢e-02 | 2.2727 || 2.4330e-03 | 3.0575
14 || 8.0537e-10 | 2.2908 || 1.9389e-02 | 2.0970 | 1.3103e-03 | 4.0148
16 || 6.4300e-12 | 2.4148 || 1.4429e-02 | 2.2130 || 7.2692e-04 | 4.4121
18 || 5.0000e-14 | 2.4406 || 1.1325e-02 | 2.0563 | 4.2181e-04 | 4.6209

Tabela 3.1: Maksimalne absolutne vrednosti napake ter koeficienti v in r v
odvisnosti od N za metodo kolokacije ter metodi kon¢nih razlik drugega in
Cetrtega reda.

Poleg tega so v tabeli 3.1 v ¢etrtem in Sestem stolpcu prikazane mak-
simalne absolutne vrednosti napake e{\fl 2 in e{\;l 1 za metodi konénih razlik
drugega in cetrtega reda za pripadajoca Stevila ¢lenov vrste N iz prvega
stolpca. V petem in sedmem stolpcu pa so prikazane vrednosti za koe-
ficienta rpgo in rpqe, ki ju v vsaki vrstici izracunamo iz dveh zaporednih
napak

T‘:1Og(6N1/€N2)/10g(N1/N2). (376)
Vrednosti za 742 in 7744 se z naras¢ajocim N blizajo konstantnim vrednos-
tim, ki so blizu 2 in 4, kar potrjuje polinomsko padanje napake za ti dve
metodi, ki sta torej drugega in cetrtega reda.
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3.6 Osnovna orodja za analizo napake

V prejsnjih razdelkih tega poglavja smo opisali osnovna nacela spektralnih
metod, predvsem izbiro baznih funkcij ter shem za prostorsko diskretizacijo
robnih problemov glede na metodo utezenega residuala. V tem razdelku pa
bomo obravnavali nekatera osnovna orodja za analizo stabilnosti in konver-
gence za numericne sheme iz razreda spektralnih metod. Podrobno teorijo
najdemo npr. v monografijah C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni in
T. A. Zang [11] ter J. Shen, T. Tang in L. Wang [51]. Kot vselej v tem
poglavju nas zanima modelni linearni dvotockovni robni problem (3.1 — 3.2)

Lu(z) = f(z), =x=e€[-1,1], Bu(x)=0, ze{-1,1},

kjer sta £ in B linearna diferencialna operatorja in f dana funkcija na in-
tervalu [—1,1]. Problem (3.1 — 3.2) zapisemo v $ibki formulaciji

Poisci tak u € X, da velja a(u,v) = F(v) za vsak v € Y, (3.77)

kjer je X linearna ogrinjaca mnozice baznih funkcij, ¥ mnozica testnih
funkeij, F' linearni funkcional na Y, a(-,-) pa bilinearna forma na X x Y.
Obicajno privzamemo, da sta X in Y Hilbertova prostora.

V nadaljevanju potrebujemo nekaj osnovnih definicij iz funkcionalne
analize. Nekaj podrobnosti o ortogonalnosti smo opisali ze v razdelku 2.1.
Hilbertov prostor je Banachov prostor opremljen s skalarnim produktom in
pripadajoco normo. V njem velja Cauchy-Schwarzova neenakost (2.7).

Definicija 3.3 Linearen funkcional F' : X — R je zvezen oz. omejen, ce
obstaja taka konstanta ¢ > 0, za katero za vsak u € X velja

[F(u)] < ¢ lJul] (3.78)

Mnozica linearnih funkcionalov X’ na Hilbertovem prostoru X je Hil-
bertov prostor, ki ga imenujemo dualen prostor prostora X.

Definicija 3.4 Naj bo X Hilbertov prostor, ki je opremljen z normo || - ||.
Funkcional a(-,-) : X x X — R je bilinearna forma, ée za vsak u,v,w € X
n o, B € R velja

aloau + pv,w) = aa(u,w) + Pa(v,w),
a(u,av + pw) = aa(u,w)+ Ba(u,w).
Z drugimi besedami to pomeni, da sta za fiksen u € X funkcionala a(u,-) :

X — Rina(-,u) : X — R linearna. Bilinearna forma je simetri¢na, ce je
a(u,v) = a(v,u) za vsak u,v € X.

Naslednji dve definiciji podajata potrebna pogoja za stabilnost in kon-
vergenco, ki nastopata v izrekih in lemah v nadaljevanju.
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Definicija 3.5 Bilinearna forma a(-,-) na Hilbertovem prostoru X je zve-
zna (ang. continuous), ¢e obstaja taka konstanta A > 0, da za vsak u,v € X
velja

la(u, v)] < Aflul[ f[o]- (3.79)

Definicija 3.6 Bilinearna forma a(-,-) na Hilbertovem prostoru X je pozi-
tivno definitna (ang. coercive) na X, ce obstaja taka konstanta o* > 0, da
za vsak u € X velja

a(u,u) > o ||lul?. (3.80)

Prvi osnovni rezultat za obstoj, enoli¢nost in stabilnost numeri¢ne
resitve je Lax-Milgramova lema (glej P. D. Lax in A. N. Milgram [41]), kjer v
(3.77) vzamemo X =Y. Posplositev tega izreka za X # Y z upoStevanjem
SibkejSega inf-sup pogoja namesto pogoja pozitivne definitnosti najdemo v
referencah [11] in [51].

Izrek 3.7 (Lax-Milgramova lema) Naj bo X Hilbertov prostor, naj bo
nadalje a(-,-) : X x X — R zvezna in pozitivno definitna bilinearna forma
ter naj bo F : X — R linearni funkcional iz X', kjer je X' dual prostora X.
Tedaj ima variacijski problem

Poisci tak v € X, da velja a(u,v) = F(v) za vsak v € X (3.81)
enolicno resitev. Poleg tega velja neenakost
1
Jull < 11 Fllx. (3:82)

Naj bo kot prej X =Y. Privzamemo, da je Xy C X in za vsak v € X
velja inf,  ex, [|[v — vn||x — 0, ko gre N — oo. Galerkinova aproksimacija
problema (3.81) je

Poisci tak uy € Xy, da veljaa(uy,vy) = F(vn) za vsak vy € Xpn. (3.83)

Stabilnost in konvergenca Galerkinove sheme sledita iz spodnjega izreka (glej

J. Céa [12]).

Izrek 3.8 (Céa lema) Pod pogoji Lax-Milgramove leme (izrek 3.7) ima
Galerkinova metoda (3.83) enoli¢no resitev uy € Xy, za katero velja

1
lunllx < — 1 1x- (3.84)
Ce je u resitev problema (3.81), velja neenakost
fu—unlx < 25 g fu oy (3.85)
u—1u — inf Jlu—wv .
L Nllx,

kjer sta konstanti A in o* podani z neenacbama (3.79) in (3.80).
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Dokaz: Ker je Xy podprostor prostora X, z uporabo Lax-Milgramove
leme za (3.83) sledi obstoj in enoli¢nost resitve uy ter ocena za stabilnost
(3.84). Za dokaz konvergence vzamemo v enacbi problema (3.81) v = vy in
odstejemo enac¢bo iz problema (3.83), da dobimo a(u — upn,vy) = 0 za vsak
vy € Xn. To, skupaj s pogojema zveznosti (3.79) in pozitivne definitnosti
(3.80), da za vsak vy € Xy

o llu—uylk < alu—uyn,u—uy)=alu—uy,u—vy)
<

Allu = un|[x[lu = onllx,

od koder sledi ocena (3.85). O

V analizi napake za spektralne metode obicajno vzamemo, da je vy
ortogonalna projekcija u na prostor Xy, ki jo ozna¢imo s Pyu. 1z neenacbe
(3.85) sledi ocena

A
lu —unlx < llu = Pyullx. (3.86)

Ocena napake numeri¢ne metode za reSevanje robnega problema tako sledi
iz ocene napake za aproksimacijo s projekcijo, ki je obic¢ajno oblike

lu — Pyullx < C N7 fuf o, (3.87)

kjer je C' > 0 pozitivna konstanta, ki je neodvisna od N, o(m) > 0 pa
funkcija, ki je odvisna od stopnje gladkosti m in jo imenujemo red konver-
gence. Prostor H™ je prostor Soboljeva (2.3) na intervalu [—1,1].

Pogosto je priporocljivo, da namesto zvezne bilinearne forme in zveznih
linearnih funkcionalov vzamemo pripadajoce aproksimacije le-teh. Problem
(3.83) v diskretni obliki zapisemo kot

Poisci tak uy € Xy, da velja ay(un,vny) = Fy(vy) za vsak vy € Xy,
(3.88)
kjer sta an(-,-) in Fy(-) primerni aproksimaciji za a(-,-) in F(-).
Spodnji izrek (glej G. Strang [52]), ki je uporaben tudi za dokaz sta-
bilnosti in konvergence kolokacijske sheme, je posploSitev izreka 3.8.

Izrek 3.9 (Strangova lema) Naj veljajo pogoji Laz-Milgramove leme (iz-
rek 3.7), kjer nadalje predpostavimo, da je an(-,-) : Xy X Xy — R zvezna
i pozitivno definitna bilinearna forma ter Fyy : Xy — R linearni funkcional
iz X}y, kjer je X dual prostora Xy in Xy C X, in naj obstaja tak o > 0,
neodvisen od N, za katerega za vsak v € Xy velja

an(v,v) > a* |Jv]/%. (3.89)
Tedaj ima problem (3.88) enoliéno resitev uy € Xy, za katero velja

1 F
lun|lx < —  sup [En(on)| (3.90)
« 0#£vnNeEX N ”UNHX

o7



Ce je u resitev problema (3.81), velja neenakost

) A
l—unlx < i {(H*) = wxllx
N N o

+— sup
O 0tuneXy lunlx
1 F - F

+— sup LCY n () , (3.91)
« 0A£vneX N HUNHX

1 la(wy,vN) — an(wN, vN)] }

kjer je konstanta A podana z neenacébo (3.79).

Dokaz: Obstoj in enoli¢nost resitve uy ter ocena za stabilnost (3.90) sledijo,
podobno kot pri Céa lemi, iz Lax-Milgramove leme. Dokaz neenakosti (3.91)
pa se nekoliko razlikuje od dokaza neenakosti (3.85). Naj bo za vsak wy €
Xy definiran ey = uy — wy. Z uporabo neenakosti (3.89) in enakosti v
(3.81) in (3.88) dobimo

a*llenlk < an(en,en)
= CL(U — wN,eN) + a(wN,eN) — aN(wN,eN) + FN(eN) — F(eN).

Ker je rezultat za ey = 0 trivialen, dobimo iz neenacbe (3.79) za ey # 0

la(wy,en) — an(wn, en)|
lenlx

lenllx < Allu —wn|x +

[F(en) — Fn(en)|
lenllx

la(wy,vn) — an(wn, vN)|

< A|lu—wy|x + sup
0AvNEXN HUNHX
F — F
b sup |F (o) — En(ow)|
0£vNEX N ol x

Iz definicije ey in trikotniske neenakosti sledi
lu —unlx < llu—wnllx + llexllx.

Neenakost (3.91) sledi z uporabo infimuma glede na vse wy € Xy na gornji
neenacbi. O

Izrek 3.9 bomo v nadaljevanju uporabili za dokaz konvergence in ana-
lizo napake novega razreda kolokacijskih Cebisev-Fourierovih spektralnih
metod.
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Poglavje 4

Spektralne metode za
linearne evolucijske enacbe

V tem poglavju bomo opisali konstrukcijo kolokacijskih metod Cebiseva za
resevanje (posplosenih) toplotnih ena¢b paraboli¢nega ter (posplosenih) va-
lovnih ena¢b hiperbolicnega tipa, tj. iS¢emo reSitev linearnih evolucijskih
problemov 1.4 in 1.5 skupaj z robnimi ter za¢etnimi pogoji. Opravka imamo
z eno ali veC prostorskimi ter ¢asovno spremenljivko katere diskretiziramo
loceno. Numeri¢no resitev tako iS¢emo v dveh korakih.

V tem delu se omejimo le na probleme v eni dimenziji, npr. porazdelitev
toplote na palici, valovanje na vpeti struni. Za diskretizacijo po prostorski
spremenljivki uporabimo kolokacijske (psevdo)spektralne metode, ki so po-
drobno opisane v poglavju 3.

Za diskretizacijo po Casovni spremenljivki pa uporabimo eno izmed
standardnih metod za reSevanje zacCetnih problemov za navadne diferen-
cialne enacbe (ODE): linearne eno- ali vecstopenjske metode, metode tipa
prediktor-korektor, najpogostejSa izbira pa so standardne metode Runge-
Kutta. Podrobnosti najdemo v vrsti monografij s tega podrocja, npr. v
M. Abramowitz in I. A. Stegun [1], W. Gautschi [22], E. Hairer, S. P. Ngrsett
in G. Wanner [33], E. Isaacson in H. B. Keller [36] ter A. Iserles [37].
Drugi primeren razred so metode geometrijske integracije, oz. metode Lieje-
vih grup, katerih pomemben predstavnik je Magnusova metoda. Le-te so
obsirno opisane npr. v monografijah E. Hairer, C. Lubich in G. Wanner [32],
E. Hairer, S. P. Norsett in G. Wanner [33] ter v preglednem ¢lanku A. Iserles,
H. Z. Munthe-Kaas, S. P. Ngrsett in A. Zanna [38]. Metode Liejevih grup so
podrobno obravnavane tudi v magistrskem delu A. Perne [47], z naslovom
Metode Liejevih grup in parcialne diferencialne enacbe.

Zanimajo nas samo linearni evolucijski problemi, kjer po diskretizaciji
prostorske spremenljivke dobimo zacetne probleme oblike

u = f(t,u), wu(ty) = uy, (4.1)
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kjer je t casovna spremenljivka, u pa bodisi skalarna (toplotna ena¢ba) bodisi
vektorska funkcija (valovna enac¢ba) odvisna od ¢, ter 1 pomeni odvod po ¢.
Nelinearnih problemov v tem delu ne bomo obravnavali.

Standardna eksplicitna 4-stopenjska metoda Runge-Kutta cetrtega re-
da za reSevanje zaCetnih problemov oblike (4.1) je:

k1 = f(tn,un),
ks £(tn + 2h,u, + Lhk;),

ks := f(tn + %h, u, + %hkg) s
ks = f(tn_H, u, + hkg),
Wy = Uy + gh(ky +2ko + 2ks + ky) (4.2)

kjer je t, = to+nh, torej tp41 =t +h, u, = u(t,), n € N, in h > 0 ¢asovni
korak.

Zacetni problemi (4.1) so linearni, za nase potrebe pa tudi homogeni,
zato jih lahko za potrebe metod Liejevih grup zapiSsemo v obliki

u=A(t)u, u(ty) = uy, (4.3)
kjer je A matrika koeficientov sistema navadnih diferencialnih enacb. Eks-

plicitna Magnusova metoda Cetrtega reda za reSevanje zacetnih problemov
oblike (4.3) je:

Ay = Aty +ch),
Ay = A(t, + c2h),
o = %h(Al + Az) + ghQ[AQ,Al],
Upt1 = exp(o)uy, (4.4)
1_ V3 V3

kjer sta c; = 5 — % in ¢y = % + %> Gauss-Legendreova vozla. Kot prej je
tn = to+nh, torej tpr1 = tn+h, up = u(ty), n € N, in h > 0 ¢asovni korak.
Pri tem je [A2,A1] = A3A; — A1 As matriéni komutator in exp matri¢na
eksponentna funkcija.

A% nadaljevaglju poglavja uporableamo okrajSave za parcialne odvode:

— Ou — O0%u — Ou : — O%u
ul‘:afz,U.rI:W”LLt:manttzw.

4.1 Kolokacijska metoda CebiSeva za posplosene
toplotne enacbe

Linearni evolucijski problemi paraboli¢nega tipa (problem 1.4) so oblike
up = a(x, ) ugy + Bz, t)ug + y(x, )u + d(z,t), (4.5)
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kjer je x € [—1,1] in ¢t > 0, koeficientne funkcije «, 3, v in § pa so v splosnem
odvisne tako od prostorske x, kot tudi od casovne spremenljivke £. Poleg
enacbe je podan zacetni pogoj

u(z,0) = f(z), zel[-1,1] (4.6)
ter Dirichletovi robni pogoji
u(=1,t) = g(t), w(l,t)=h(t), t=0, (4.7)

ki naj bodo konsistentni: ¢(0) = f(—1), h(0) = f(1).

Resevanje problema (4.5 — 4.7) razdelimo na dva dela. V prvem ko-
raku z uporabo (psevdo)spektralne metode diskretiziramo interval [—1, 1], v
drugem koraku pa uporabimo bodisi standardno Runge-Kutta (4.2), bodisi
Magnusovo metodo Cetrtega reda (4.4) za diskretizacijo po ¢asovni spre-
menljivki (reSevanje linearne ODE). V primeru, ko so koeficientne funkcije
«, (B in v neodvisne od t, je matrika o, ki nastopa v Magnusovi metodi, kon-
stantna, od koder sledi, da zadoS¢a napraviti en sam korak po Casu, saj je ta
metoda tofna za konstantne matrike. S podobnimi posploSenimi problemi
paraboli¢nega tipa se je ukvarjal A. Y. Suhov v ¢lanku [53].

Tocno resitev u diferencialne enacbe (4.5) aproksimiramo z odrezano
vrsto Cebiseva PV (2.55)

N

u(a,t) & PN (x,t) = > up(t) Ti(z), (4.8)

k=0

kjer so koeficienti Cebiseva uy, funkcije ¢asovne spremenljivke ¢ in kjer je N
odrezno Stevilo vrste, ki je povezano s Stevilom iskanih spektralnih koeficien-
tov. Za odrezno Stevilo N imamo tako N 4+ 1 koeficientov. Parcialne odvode
v enacbi (4.5) prav tako aproksimiramo z odrezanimi vrstami Cebiseva tako,
da odvajamo vrsto (4.8)

N
u(z, )~ PN (2, t) = > i(t)Ti(x), (4.9)
Aot
ug(z,t) = Py (2,1) = we(6) T (), (4.10)
N
Ugy ~ PN (2,1) = up (t) T () (4.11)
k=0

Pri tem so koeficienti 7 odvodi osnovnih koeficientov u; po spremenljivki
t, koeficiente uy, uj, in uj pa povezujeta matriéni enacbi

W=Du in u =D?u, (4.12)
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kjer je D operatorska matrika odvajanja (3.59), ki jo dobimo kot inverz
matrike definirane z enac¢bo (3.13). Spektralne koeficiente odrezanih vrst

Cebiseva PV, PN in PN po vrsti oznac¢imo z

ut) = (uo(t),ur(t),...,un(®)’,
w(t) = (uplt), i (t),... un(t)",
wt) = (uft), (1), ... k)",

. . . I // . ,/ .
kjer so koeficienti uy;, u’y_; in u N konstantno enaki 0.
Nato z odrezanimi vrstami CebiSeva aproksimiramo tudi koeficientne
funkcije «, 3 ter y

N

a(zt) man(zt) = > ap(t)Ti(z), (4.13)
k;o

Bz, t) m Bn(x,t) = Y be(t)Th(z), (4.14)
k;o

Y, t) =y (,t) = Y ar(t)Ti(@), (4.15)
k=0

kjer z

a(t) = (ao(t),ai(t),...,an(®)",

b(t) = (bo(t),bi(t),...,bx()",

c(t) = (co(t),cl(t),...,cN(t))T

ozna¢imo pripadajoce spektralne koeficiente. Poleg tega z

a(t) = (ao(t),a(t),...,an®)",
~ - ~ - T
b(t) = (bg(t),bl(t),...,bN(t)> ,
c(t) = (Go(t),éu(t),...,en()

ves BN Py in yn P, ki nasto-
pajo v aproksimaciji enacbe (4.5) z odrezanimi vrstami Cebiseva. Povezava
med koeficienti a, b, € in u, v/, u” je podana z matri¢nimi enac¢bami

po vrsti ozna¢imo koeficiente produktov ay P,

a=F,u’, b=Fu in ¢=F,u, (4.16)

kjer so Fy,, Fj in F, operatorske multiplikacijske matrike (3.65), ki pripadajo
posameznim koeficientnim funkcijam.
Nadalje razvijemo tudi nehomogeni del enacbe & v odrezano vrsto
Cebiseva
N
5($at) ~ 5N('T7t) = de(t)Tk(x)7 (417)
k=0
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kjer z
d(t) = (do(t), dr(t), ..., dn(t)"

ozna¢imo vektor pripadajocih spektralnih koeficientov.

Za izra¢un spektralnih koeficientov u, uporabimo metodo kolokacije,
kjer za kolokacijske vozle izberemo tocke Cebiseva (3.11) 2; = — cos (%),
1=0,1,..., N, da dobimo sistem navadnih diferencialnih enacb prvega reda

N N
D an(OTi(w) = 3 (@) + Bult) + () + du(0) Thlws)  (418)
k=0

k=0

za notranje kolokacijske tocke x;, ¢« = 1,2,...,N — 1. Naj bo nadalje
C e RWHDx(N+1) kolokacijska matrika vrednosti polinomov Cebiseva v
kolokacijskih vozlih

To(xo) Ti(wo) --- Tn(xo)
oo | HE T e |
Toay) Tiley) - Tn(ew)

in naj bo L € RIW+DX(N+1) Jiferencialna operatorska matrika
L=F,D*+F3D+F, (4.20)

ki pripada diferencialni enacbi (4.5). Vse operatorske matrike D, Fi,, Fj3 in
F,soreda (N+1)x (N+1). Sistem (4.18) lahko zapisemo v matri¢ni obliki

Cu=CLu+Cd, (4.21)

kjer z
u(t) = (ao(t), w(t),. .. an(t)"

oznacéimo vektor spektralnih koeficientov odrezane vrste Cebigeva PY in je
C e RV-Dx(N+1) matrika C brez prve in zadnje vrstice.

Nazadnje upostevamo Se Dirichletove robne pogoje tako, da sistemu
(4.18) dodamo enacbi

PY(-1t) = (—1)Pur(t) = g(t), (4.22)

PV = S wlt) = h(t). (4.23)

Na ta nacin iz sistema linearnih diferencialnih ena¢b dobimo sistem linearnih
diferencialno-algebrai¢nih ena¢b (DAE), ki ga lahko resimo z uporabo katere
izmed metod za reSevanje sistemov DAE. Druga moznost, ki pa ne deluje
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vedno, zagotovo pa v primeru homogenih robnih pogojev, je, da enacbi (4.22)
in (4.23) odvajamo po ¢asovni spremenljivki:

N N
SO(DRug(t) = g(t), Y w(t) = h(t), (4.24)
k=0 k=0

in sistemu (4.18) dodamo enacbi (4.24). Sistem (4.21) tako zapisemo v obliki

u(t) = U u(t) +d(t), (4.25)

kjer je matrika U dobljena kot produkt inverzne kolokacijske matrike C~! z
matriko C' L iz sistema (4.21), ki ji dodamo zgoraj in spodaj po eno vrstico
samih nicel, vektor d pa je dobljen tako, da matriko C~! pomnozimo z
nehomogenim delom €' d sistema (4.21), ki mu zgoraj in spodaj dodamo
odvoda robnih pogojev, ki sta podana z enacbo (4.24).

Koeficientne funkcije u; izra¢unamo kot resitev sistema linearnih dife-
rencialnih enacb prvega reda (4.25), kjer prvi (homogeni) del sistema resimo
z Magnusovo metodo (4.4) ali z Runge-Kutta metodo (4.2) Cetrtega reda.
Vektor zacetnih vrednosti dobimo iz zacetnega pogoja (4.6), ko funkcijo f
razvijemo v odrezano vrsto Cebiseva

N
fl) =Y MTi(w), (4.26)
k=0

kjer z up = (Ao, A1, ... A N)T oznac¢imo vektor pripadajocih spektralnih koe-
ficientov.

Primer 4.1 Kot zgled vzemimo toplotno enacbo na intervalu [—1, 1]
Ut = Uy, —1< <1, 20,

skupaj s homogenimi Dirichletovimi robnimi pogoji g(t) = h(t) = 0 in
zaCetnim pogojem f(z) = sin (7x), ki ima enoli¢no analiti¢no resitev

—tm

u(z,t) =e * sin (mz).

Na sliki 4.1 je prikazano padanje maksimalne absolutne vrednosti na-
pake v odvisnosti od odreznega Stevila N ob ¢asu t = 1. Napaka eks-
ponentno hitro pada, kar kaze na spektralno natan¢nost kolokacijske spek-
tralne metode Cebiseva (CC). To potjujejo tudi podatki v tabeli 4.1, kjer so v
drugem stolpcu prikazane maksimalne absolutne vrednosti napake ef\?l za CC
metodo za pripadajoce vrednosti za IV, ki so podane v prvem stolpcu. V tret-
jem stolpcu pa so prikazane vrednosti za koeficient .., ki ga v vsaki vrstici
izracunamo iz dveh zaporednih napak (3.75). Te vrednosti se z naras¢ajo¢im
N blizajo neki konstantni vrednosti, kar potrjuje eksponentno padanje na-
pake za CC metodo. Dejstvo, da sta dve zaporedni napaki skoraj povsem
enaki, lahko pripiSemo temu, da je resitev liha funkcija glede na prostorsko
spremenljivko.
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Napaka CC metode v odvisnosti od N pri t=1

Oo [

I I
10 15

I I
20 25 30

Slika 4.1: Padanje maksimalne absolutne vrednosti napake v odvisnosti
od odreznega Stevila N ob c¢asu t = 1 za kolokacijsko spektralno metodo

Cebiseva za toplotno enacbo.

N ef\‘;l Qeol
4 || 5.1723e-05

5 || 6.6883e-05 | -0.1285
8 || 5.8076e-06 | 1.2219
10 || 3.1660e-07 | 1.4546
12 || 8.9140e-09 | 1.7850
14 || 1.7994e-10 | 1.9514
16 || 2.5700e-12 | 2.1235
18 || 3.0000e-14 | 2.3054

Tabela 4.1: Maksimalne absolutne vrednosti napake ter koeficienti o v odvi-
snosti od N za kolokacijsko spektralno metodo Cebigeva (CC).

4.2 Kolokacijska metoda CebiSeva za posplosene

valovne enacbe

Linearni evolucijski problemi hiperboli¢nega tipa (problem 1.5) so oblike

U = o2, t)Ugy + Bz, t)uy + y(z, t)u + §(x, t), (4.27)

kjer je x € [—1,1] in ¢t > 0, koeficientne funkcije «, 3, v in § pa so v splonem
odvisne tako od prostorske x, kot tudi od casovne spremenljivke £. Poleg
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enacbe sta podana zacetna pogoja
u(@,0) = fi(2), w(2,0) = fola), @€ [-1,1] (4.28)
ter Dirichletovi robni pogoji
u(—=1,t) = g(t), wu(l,t) =h(t), t=>0. (4.29)

ki naj bodo konsistentni: ¢(0) = fi(=1), h(0) = fi(1), ¢'(0) = fa(-1),
W(0) = fa(1).

Resevanje problema (4.27 — 4.29) razdelimo na dva dela. V prvem ko-
raku z uporabo (psevdo)spektralne metode diskretiziramo interval [—1,1] z
enakim postopkom kot za probleme parabolicnega tipa. V drugem koraku
pa za diskretizacijo po ¢asovni spremenljivki najprej uvedemo novo spre-
menljivko, da (linearno) diferencialno enacbo drugega reda prevedemo na
sistem dveh (linearnih) diferencialnih enacb prvega reda, ki ga resimo bo-
disi s standardno Runge-Kutta (4.2), bodisi z Magnusovo metodo cetrtega
reda (4.4).

Konstrukcijo psevdospektralne metode Cebiseva (CC) za resevanje po-
splosenih valovnih enacb (4.27) hiperboli¢nega tipa izvedemo podobno kot
za reSevanje posplosenih toplotnih ena¢b (4.5) paraboli¢nega tipa v razdelku
4.1. Tocno resitev u diferencialne enacbe (4.27) aproksimiramo z odrezano
vrsto Cebiseva PV (4.8)

N

u(z,t) ~ PN (x,t) = Zuk(t)Tk(:c),

k=0

kjer je N odrezno Stevilo. Parcialne odvode v enacbi (4.27) prav tako
aproksimiramo z odrezanimi vrstami CebiSeva (4.9 — 4.11), kjer poleg naste-
tih potrebujemo Se drugi odvod po ¢

N

u(@,t) ~ Py (2,) = Y iip () Ti(). (4.30)
k=0

Pri tem so koeficienti 4 drugi odvodi osnovnih koeficientov up po spre-
menljivki ¢t. Koeficientne funkcije o, 8 in + aproksimiramo z odrezanimi
vrstami Cebiseva (4.13 — 4.15), nehomogeni del enacbe & pa z vrsto (4.17).
Za izracun spektralnih koeficientov u; uporabimo metodo kolokacije,
kjer za kolokacijske vozle izberemo tocke Cebiseva (3.11) x; = — cos (%),
1=0,1,...,N, da dobimo sistem diferencialnih ena¢b drugega reda

N N
> (8 T(zi) =Y <5Lk(t) + bi(t) + E(t) + dk(ﬂ) T () (4.31)
k=0

k=0

za notranje kolokacijske tocke z;, i =1,2,..., N —1. Naj bodo C kolokacij-
ska matrika (4.19), C' njena podmatrika brez prve in zadnje vrstice ter
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L diferencialna operatorska matrika (4.20), ki pripada diferencialni enacbi
(4.27) in kjer so D, Fy, Fp in F, matrike dane z enacbami (4.12) in (4.16).
Sistem (4.31) lahko zapisemo v matri¢ni obliki

Ci=CLu+Cd, (4.32)

kjer z
w(t) = (iig(t), i (t), . .. iin ()"

oznacimo vektor spektralnih koeficientov odrezane vrste Cebiseva P .

Nazadnje upostevamo Se Dirichletove robne pogoje tako, da sistemu
(4.31) dodamo enachi (4.22) in (4.23) in dobimo sistem DAE, katerega
resitev obravnavamo enako kot v razdelku 4.1, da dobimo sistem (4.32)
v obliki

i(t) = U u(t) +d(t). (4.33)

Resitev tega sistema so iskane koeficientne funkcije ug. Prvi (homogeni) del
sistema (4.33) z uvedbo novih spremenljivk y; = u in y, = 0 za katere velja

yi = u =Yy,
yo = u = Uyy,

prevedemo na sistem linearnih diferencialnih enacb prvega reda

Y1 0 I } [ Yi ]
1| _ : , 4.34
[ Y2 ] [ u o Y2 ( )
Sistem (4.34) resimo z Magnusovo metodo (4.4) ali z Runge-Kutta metodo

(4.2) cetrtega reda. Vektor zacetnih vrednosti dobimo iz zaetnih pogojev
(4.28), ko funkciji f1 in fy razvijemo v odrezani vrsti Cebiseva

N N
)= NTk(@),  folz) = > mTi(), (4.35)
k=0 k=0
kjer z ug = (/\0,)\17---)\N7H0,M1,~--MN)T ozna¢imo zdruzen vektor pri-

padajocih spektralnih koeficientov.

Primer 4.2 Kot zgled vzemimo valovno ena¢bo na intervalu [—1, 1]
Ut = Uz, —1§CCS1, t207

skupaj s homogenimi Dirichletovimi robnimi pogoji g(t) = h(t) = 0 in
zatetnima pogojema fi(z) = —sin(mz) in fa(z) = 0, ki ima enoliéno
analiti¢no reSitev

u(z,t) = — 25 cos (mt) sin (rz).
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Na sliki 4.2 je prikazano padanje maksimalne absolutne vrednosti na-
pake v odvisnosti od odreznega Stevila N ob ¢asu t = 1. Napaka eks-
ponentno hitro pada, kar kaze na spektralno natan¢nost kolokacijske spek-
tralne metode Cebigeva (CC). Podobno kot v primeru 4.1 bi lahko preverili
red konvergence s tabeliranjem vrednosti za maksimalne absolutne napake
v odvisnosti od N in uporabo enacbe (3.75). Postopek je enak, zato ta
izra¢un na tem mestu izpustimo. Dejstvo, da sta dve zaporedni napaki sko-
raj povsem enaki, lahko ponovno pripiS§emo temu, da je resitev liha funkcija
glede na prostorsko spremenljivko.

Napaka CC metode v odvisnosti od N pri t=1
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

107 1) ]

107 1

10° + ° 1

napaka
o

10° - ° 1
_10 o

12 o

-14 L L

10

Slika 4.2: Padanje maksimalne absolutne vrednosti napake v odvisnosti
od odreznega Stevila N ob ¢asu t = 1 za kolokacijsko spektralno metodo
Cebiseva za valovno enacbo.
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Poglavje 5

Poldomenski polinomi
Cebiseva

5.1 Tric¢lenska rekurzivna formula

Ortogonalne polinome 7, ki so ortogonalni na intervalu (a,b) glede na
nenegativno utez w, obic¢ajno konstruiramo z uporabo tric¢lenske rekurzivne
formule

m_1(x) 0,
mo(z) = const.,
frk+1(x) = (.T - Oék)ﬂ'k(l’) - ﬁkwk_l(a:), k > 07 (51)
re(w) = @ (5.2)
[ 7k1 ()|

kjer so za vsak k > 0 rekurzivni koeficienti ay, in Gy enaki
b
a = / x i (x) w(z) dz, (5.3)

b
B = / & me(z) T (2) w(z) da. (5.4)

Na zalost je racunanje rekurzivnih koeficientov «aj in O s formulami
(5.3) in (5.4) numeri¢no nestabilno. Z uporabo standardne aritmetike v
plavajoci vejici (IEEE) izgubimo vso natanénost Ze za zelo majhne vrednosti
k (npr. k = 12). Na voljo imamo vsaj dva pristopa, da se izognemo tezavam
z nestabilnostjo. Prva moznost je uporaba orodij za simbolno ra¢unanje,
npr. programskih paketov Mathematica [62] ali Maple, kjer povecamo stevilo
decimalnih mest (Stevk) in posledi¢no ra¢unamo z ve¢jo natancénostjo. Ta
pristop ni priporocljiv, saj ze za sorazmerno majhne vrednosti k potre-
bujemo nesorazmerno veliko Stevilo dodatnih Stevk, ki zelo hitro raste s
k. Druga moznost je implementacija stabilnega modificiranega algoritma
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Cebiseva za izracun rekurzivnih koeficientov, ki deluje v standardni arit-
metiki s plavajoco vejico.

5.2 Modificiran algoritem Cebiseva

Modificiran algoritem Cebiseva sta leta 1972 najprej opisala R. A. Sack in
A. F. Donovan v ¢lanku [50]. Neodvisno pa je J. C. Wheeler leta 1974 v
¢lanku [61] predstavil alternativen, u¢inkovit algoritem s ¢asovno zahtevno-
stjo O(N?), ki je ekvivalenten algoritmu, vpeljanem v [50]. V nadaljevanju
bomo opisali in uporabili Wheelerjev pristop. Podroben opis tega algo-
ritma najdemo v razliénih ¢lankih in knjigah avtorja W. Gautschi [20], [21],
[22], [23], [24] ter [25], v ¢lanku B. Fisher in G. H. Golub [17] ter v knjigi
W. H. Press, B. P. Flannery, S. A. Teukolsky in W. T. Vetterling [48].

Cilj, ki ga zasledujemo z uporabo modificiranega algoritma Cebiseva,
je izracun prvih N koeficientov «; in 3;, ki dolo¢ajo tric¢lensko rekurzivno
formulo

mi(z) = 0,
mo(z) = 1,
mit1(z) = (v —oj)mi(x) — Bimi—1(z), j=0,1,2,...

za druzino moni¢nih ortogonalnih polinomov 7;, ki so definirani na intervalu
(a,b) in zados¢ajo pogojem ortogonalnosti

b
/ mg(x) me(x) w(z)de =0, k#L. (5.5)

Tako dobimo prvih N ortogonalnih polinomov. Glavna ideja je, da namesto
prvih 2N potencnih momentov

b
,Mj:/ ) w(z)de, 7=0,1,...,2N — 1, (5.6)
a

ki nastopajo v izracunu po formulah (5.3 — 5.4), izratunamo in uporabimo
prvih 2N modificiranih momentov

b
vj = / pj(x) w(z)de, j=0,1,...,2N — 1, (5.7)

kjer je w utez za ortogonalno druzino, za katero is¢emo rekurzivne koefi-
ciente. Polinomi p; so znani in ortogonalni na istem intervalu (a,b) kot
druzina iskanih polinomov 7;, ki jih Zelimo konstruirati, vendar z drugacno
utezjo. Zadoscajo rekurzivni relaciji

p_l(x) = 0,
po(z) = 1,
pj+1<l') = (ZL'—CL])pJ((L‘) _bjpj—l(x)a j:071a2a"-7
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kjer so koeficienti a; in b; znani eksplicitno.

Pristop k izvedbi modificiranega algoritma Cebiseva, ki ga je razvil
Wheeler v [61], temelji na izra¢unu vmesnih vrednosti, oz. mesanih momen-
tov

b
Oke = / 7 (z) pe(x) w(z) dz, k0> —1. (5.8)

Te vrednosti nato uporabimo za izra¢un rekurzivnih koeficientov. Iz pogojev
ortogonalnosti sledi, da je o1 ¢ = 0 za £ < k. Vhodni parametri za algoritem
so znani rekurzivni koeficienti a; in b; ter modificirani momenti v;, ki pa
morajo biti izracunani natan¢no. Izhodni parametri so rekurzivni koeficienti
aj in B;.

Algoritem: Inicializacija:

141
ap =ag + —, o= o,
0
o_10=0, (=12 2N-2

00,0 = Vg, =0,1,...,2N — 1.

Zak=1,2,..., N — 1 izracunaj

Okt = Ok—1,041 — (k1 — Ap)Ok—14¢ — Bi—10k—2,0 + beot—1,0-1,
(=Fkk+1,...,2N —k—1,
Ok, k+1 Ok—1,k
ap = ap+ - ;
Ok, k Ok—1,k—1
Ok,k

B = —.
Ok—1,k—1

Shemati¢no lahko modificiran algoritem Cebiseva predstavimo kot je
prikazano na sliki 5.1. Vmesne vrednosti o, ¢ izracunamo s pomocjo pettock-
ovne sheme (na sliki desno zgoraj), kjer racunamo obkroZeni element iz
preostalih Stirih elementov. Za doloc¢itev vseh potrebnih vmesnih vrednosti
zadoSca izracunati le tiste vmesne vrednosti oy, ¢, ki so oznacene s ¢rno piko,
rekurzivne koeficiente o; in 3; pa izra¢unamo zgolj z uporabo tistih vmesnih
vrednosti, ki so obértane s kvadratkom.

Modificiran algoritem Cebiseva deluje za moniéne ortogonalne poli-
nome. Obic¢ajno pa ti polinomi niso moni¢ni, zato potrebujemo norma-
lizacijske faktorje, tj. norme polinomov

Imoll> = w, (5.9)
Imili* = Billmi—al®,  i=12.... (5.10)

Ker nas v nadaljevanju poglavja zanimata dve druzini nestandardnih orto-
gonalnih polinomov, ki nista monié¢ni, je potrebno iz rekurzivnih koeficientov
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0 o o o

Slika 5.1: Shema za izracun vmesnih vrednosti oy, v modificiranem algo-
ritmu CebiSeva.

aj in 3; za moni¢ne polinome izracunati rekurzivne koeficiente oz;f in ﬁ]’-‘ za,
pripadajoc¢e normalizirane polinome

o = a;,  j=0,1,..., (5.11)

751l

Il

B = B =1,2,.... (5.12)

Formuli (5.11) in (5.12) direktno sledita iz enostavne primerjave tri¢lenskih
rekurzivnih formul za moniéne in normalizirane polinome.

5.3 Poldomenski polinomi Cebiseva

Glavni cilj doktorske disertacije je konstrukcija spektralnih metod, kjer
numeri¢no reSitev danega linearnega dvotockovnega ali evolucijskega rob-
nega problema aproksimiramo z neperiodi¢nimi trigonometriénimi vrstami
na danem intervalu [—1,1]. Z drugimi besedami to pomeni, da numeri¢no
reSitev zapiSemo v obliki funkcijske vrste, ki je periodi¢na na SirSem in-
tervalu, v konkretnem primeru na intervalu [—2,2]. V tako zapisani vrsti
nastopajo tako sinusne in kosinusne funkcije, kot tudi sinusne in kosinusne
funkcije polovi¢nih kotov, ki so organizirane kot ortogonalni polinomi. Te
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nestandardne polinome, ki so ortogonalni na intervalu [0, 1] in ki jih imenu-
jemo poldomenski polinomi Cebiseva prve in druge vrste (ang. half-range
Chebyshev polynomials of the first and second kind), je prvi vpeljal D. Huy-
brechs v ¢lanku [35]. Poleg tega je predlagal tudi uporabo funkcijske vrste, ki
jo imenujemo poldomenska Cebisev-Fourierova (HCF') vrsta (ang. half-range
Chebyshev-Fourier series).

Huybrechs je v svojem delu obravnaval problem aproksimacije 1.1
oz. 1.2, nas pa bodo v nadaljevanju tega dela zanimali robni problemi 1.3,
1.4 in 1.5, kjer numeri¢no resitev aproksimiramo v obliki HCF vrste. Kon-
strukcija poldomenskih polinomov Cebigeva prve in druge vrste z uporabo
modificiranega algoritma CebiSeva ter njihove lastnosti, vkljuéno z nekate-
rimi lastnostmi HCF vrste so podrobno obravnavane v ¢lanku B. Orel in
A. Perne [46].

Definicija 5.1 Naj bo T,? tisto normalizirano zaporedje ortogonalnih poli-
nomov, ki zadoSca pogojema

1
1
Th(z)at——=dz = 0, £=0,....k—1, 5.13
/Ok() -2 ( )

i/gl (Tg(w)y%ﬂ dez = 1. (5.14)

Tedaj se elementi mnoZice {T,f}},;“;o imenujejo poldomenski polinomi Cebi-
Seva prve vrste.

Definicija 5.2 Naj bo U,? tisto normalizirano zaporedje ortogonalnih poli-
nomov, ki zadosca pogojema

1
/U,?(az)val—aﬂdm =0, ¢(=0,...,k—1, (5.15)

0

j:/ol (U,?(@fﬂdx = 1 (5.16)

Tedaj se elementi mnozice {U, ,?}Z":O imenujejo poldomenski polinomi Cebi-
Seva druge vrste.

Zgornji druzini ortogonalnih polinomov imata enaki utezi kot klasi¢ni
druzini polinomov Cebiseva prve in druge vrste, le da so ortogonalni na
krajsem intervalu [0, 1] namesto na intervalu [—1,1]. Tako definirani poli-
nomi obstajajo in so enoli¢no doloceni, saj sta obe utezi, ki nastopata v
definicijah, pozitivni in integrabilni. Za podrobnosti glej K. Atkinson in

W. Han [6] ali T. S. Chihara [13]. Norma je v obeh primerih enaka
7r
TP = Wb =7

za vsak k > 0.
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5.3.1 Poldomenski polinomi Cebiseva prve vrste

Poldomenski polinomi Cebiseva prve vrste so ortogonalni na intervalu [0, 1]
z utezjo w(z) = 1/4/1 — x2. Pripadajo¢i momentni funkcional za to druzino
ortogonalnih polinomov je podan z integralom

1
L) = /0 7r(:,;)\/11_i$2 dz, (5.17)

zaporedje potenénih momentov py, := L (z*) pa je karakterizirano s spodnjo
lemo.

Lema 5.3 Potencéni momenti momentnega zaporedja za poldomenske poli-
nome Cebiseva prve vrste so

(215)7T
o = W, k:071,..., (518)
T
H2k+1 = m, kf = 0717.... (519)

Dokaz: Elemente momentnega zaporedja izra¢unamo iz formule (5.17) za
m(x) = z™, kjer uvedemo novo spremenljivko = = cost, dz = —sintdt,

V1 —22 =sint

1 2" 5
fy = / ———dx = cos" tdt.
0o V1—a? 0

Pri izracunu gornjega integrala loc¢imo dva primera, in sicer za sode in lihe
potence.

i) Zan =2k, k>0:

us 2k
- 2 2%k _ﬁr(k—f—%)_(k)ﬂ'
M2k—/0 cos“"tdt = 0k +1) = 92kf1-

ii) Zan=2k+1,k>0:

™

H2k+1 = /2 cosZ 1l dt = Vrl(k+1) (2K
0

o(k+3)  (2k+1)!

V obeh primerih upostevamo lastnosti gama funkcije: I'(n + 1) = n I'(n) in
r(3) - v 0

Za konstrukcijo rekurzivnih koeficientov (5.3) in (5.4) z modificiranim
algoritmom Cebiseva uporabimo kot znano druzino ortogonalnih polinomov
pr Legendreove polinome Ly preslikane na interval [0,1]. Ker morajo biti
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polinomi, ki jih Zelimo uporabiti za modificiran algoritem CebiSeva, monié¢ni,
je mnozica polinomov p; podana s predpisom

(k)?
(2k)!

pe(z) = Lip(2z —1). (5.20)

Rekurzivni koeficienti za triclensko rekurzivno formulo za preslikane moniéne
Legendreove polinome so

ar = k=0,1,..., (5.21)

Modificirane momente vy, ki so definirani z enacbo (5.7), izratunamo z
uporabo orodij za simbolno rac¢unanje (Mathematica) iz potenénih momen-
tov pg, ki so podani z enacbama (5.18 — 5.19) ter prikazani na sliki 5.2.

Vk
1t

108 ¢

1076 ¢

107+

10790

1072 ¢

L . . | . . . | . . . | . , , .‘oé k
20 40 60 80

Slika 5.2: Vrednosti modificiranih momentov v;, za poldomenske polinome
CebiSeva prve vrste.

Modificiran algoritem CebiSeva vrne rekurzivne koeficiente &, in Bk
za moni¢ne poldomenske polinome CebiSeva 7, prve vrste ter po potrebi
norme teh polinomov. To nam omogoca izrac¢un rekurzivnih koeficientov oy,
in B, za poldomenske polinome Cebiseva T, ,? prve vrste, ki so definirani s
formulama (5.11) in (5.12).
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Prvi stirje poldomenski polinomi Cebigeva prve vrste so:

T(z) = %,
) = J%%,
Tzh(a:) _  (67*—48)z>—dma+32-3n°

VIr4—-160724+704 ’

Th(z) = (54073 —52807) 23 4-(6144—64872) 2%+ (40327 —4057 )m+4147r274096
3 V1822576 —477576m4 4410688072 — 11534336

grafi prvih petih polinomov pa so prikazani na sliki 5.3.

Slika 5.3: Grafi prvih petih poldomenskih polinomov Cebieva prve vrste
TP TP érna érta, T vijoliéna, T modra, T4 rdeca in TJ zelena érta.

5.3.2 Poldomenski polinomi CebiSeva druge vrste

Poldomenski polinomi Cebiseva druge vrste so prav tako ortogonalni na
intervalu [0, 1] z utezjo w(x) = V1 — 22. Pripadajo¢i momentni funkcional
za to druzino ortogonalnih polinomov je podan z integralom

1
Ly(m) = /0 m(x)V1 — 22 dux, (5.23)

zaporedje potenénih momentov uy := Ly (2*) pa je karakterizirano s spodnjo
lemo.

Lema 5.4 Potencni momenti momentnega zaporedja za poldomenske poli-
nome Cebiseva druge vrste so

2k
(i)
= —/— k=0,1,... .24
M2k 22k+2(k + 1)7 07 ) ) (5 )
(2h)!
= ————  k=0,1,.... .2
H2k+1 (2k +3)”a 07 ) (5 5)
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Dokaz: Elemente momentnega zaporedja izrac¢unamo iz formule (5.23) za
m(x) = 2™, kjer uvedemo novo spremenljivko z = cost, dv = —sintdt,

V1— 22 =sint
1 2
fn :/ "1 —1‘2dx:/ cos™(t)(1 — cos? t) dt.
0 0

Pri izracunu gornjega integrala lo¢imo dva primera, in sicer za sode in lihe
potence.
i) Zan=2k, k> 0:

_ (Qkk)”
4(k+1D(k+1)  22+2(k 4+ 1)

cos® (t)(1 — cos? t) dt =

/’5 VrT(k+ 1)
M2k =
0

ii) Zan=2k+1, k>0:

Jus

2 ml(k+1 2k)!
Hakt1 = /0 cos” (1) (1—cos 1) di = 2(2{+ 3()r(/<: +) N (2; +)3)!!'

V obeh primerih upostevamo lastnosti gama funkcije: I'(n + 1) = n I'(n) in
L) = v =
Za konstrukcijo rekurzivnih koeficientov (5.3) in (5.4) z modificiranim
algoritmom Cebiseva ponovno uporabimo kot znano druzino ortogonalnih
polinomov p; moni¢éne Legendreove polinome (5.20) preslikane na inter-
val [0,1] z rekurzivnimi koeficienti (5.21) in (5.22). Modificirane momente
Vg, ki so definirani z enacbo (5.7), izracunamo z uporabo orodij za sim-
bolno ra¢unanje (Mathematica) iz potenénih momentov py, ki so podani z
enacbama (5.24 — 5.25) ter prikazani na sliki 5.4. N
Modificiran algoritem Cebiseva vrne rekurzivne koeficiente &y, in [
za moni¢ne poldomenske polinome Cebiseva 7, druge vrste ter po potrebi
norme teh polinomov. To nam omogoca izra¢un rekurzivnih koeficientov ay
in (i, za poldomenske polinome Cebiseva U, ,? druge vrste, ki so definirani s
formulama (5.11) in (5.12).
Prvi stirje poldomenski polinomi Cebigeva druge vrste so:

Ul(z) = 1,
Ul (w) = Szt

h (18072 —1280)2% — 1447z +512— 4572
U2 (%’) = ) D) )
V202571 —3398472+139264

Uh (l‘) __ (6300073 —609280m)3 + (655360 —7200072) 2% 4+ (3174407 —3150073) 2+ 2640072 — 262144
3 /6201562576 — 159408000074 +1339105280072 — 36507222016

)

grafi prvih petih polinomov pa so prikazani na sliki 5.5.
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Slika 5.4: Absolutne vrednosti modificiranih momentov |v| za poldomenske
polinome Cebiseva druge vrste.

Slika 5.5: Grafi prvih petih poldomenskih polinomov Cebiseva druge vrste
Ul: Up éma érta, U vijolicna, U} modra, U} rdeca in U} zelena érta.

5.4 Lastnosti poldomenskih polinomov Cebiseva

V tem razdelku bomo obravnavali nekatere osnovne lastnosti poldomenskih
polinomov Cebiseva prve in druge vrste, ki smo jih definirali in konstruirali
v razdelku 5.3. Najprej bomo zapisali pomozen rezultat, nato pa Se dva
pomembnejsa izreka.
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Lema 5.5 Naj bo p, dana druZina ortogonalnih polinomov glede na utez
w(z) = h(2)(1 — 2)*(1 — 2)? na intervalu [—1,1], kjer je h strogo pozitivna
realna analiticna funkcija na intervalu [—1, 1] in naj bosta a, § > —1 realni
vrednosti. Tedaj velja

pn(l) -~ na+1/2? pn(—l) ~ nﬂ+1/2’ n — oo,

Dokaz: Dokaz leme je podan v ¢lanku D. Huybrechs [35]. Omejimo se na
krajisce intervala z = 1. Dokaz za krajisce z = —1 sledi zaradi simetrije. Iz
izreka 1.13 v ¢lanku A. B. J. Kuijlaars, K. T. -R. McLaughlin, W. Van Assche
in M. Vanlessen [40], dobimo asimptotsko obnasanje moni¢nih ortogonalnih
polinomov 7, za z € (1 —4,1), kjer je 6 dovolj majhen

nl/2

m(2) ~ on

(2) ( cos (az(z))Ja(n arccos z)
+sin (ag(z))J} (narccos z) + O (1) )

Tu so funkcije a;, j = 1,2, 3, znane eksplicitno in neodvisne od n, J, pa je
standardna Besselova funkcija reda . Iz izreka 1.6 v [40] dobimo asimptot-
sko relacijo med moni¢nimi in ortogonalnimi polinomi

pn(2) ~ 2", (2), n — oo.

Iz opazanja, da je J,(z) ~ 2%, ko gre n — oo (glej enacbo (9.1.7) v [1]),
sledi rezultat leme. U

Izrek 5.6 Poldomenski polinomi Cebiseva prve in druge vrste zadoscajo
relacijam

TRO) ~ (D" TR(1) ~ 1, UR0) ~ (~1)Ek, Up(1) ~k,

za k — o0.

Dokaz: Dokaz izreka je podan v ¢lanku D. Huybrechs [35]. Utezi za poldo-
menske polinome CebiSeva prve in druge vrste imata obliko

w(z) = h(z)(1 - 2)*(1 - 2)7,

ki je dolo¢ena do linearne preslikave z = 2z — 1, ki interval [0, 1] preslika na

interval [—1,1], natan¢no. Sedaj uporabimo izrek 5.5 z o = —5 in3=0
za poldomenske polinome CebiSeva prve vrste ter z a = § in 8 =0 za
poldomenske polinome CebiSeva druge vrste. O

Izrek 5.7 Rekurzivni koeficienti oy in By v triclenski rekurzivni formuli
(5.1) za poldomenske polinome Cebiseva T,? prve in U,? druge vrste zadoscajo

relacijam
1 1

a5 Pe— g, koo
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Dokaz: Dokaz tega izreka sledi direktno iz izreka 12.7.1 in enacb (3.2.1) in
(3.2.2) v knjigi G. Szegd [54] (str. 307-308), ko interval [—1,1] s primerno
uvedbo nove spremenljivke ¢ = (x + 1)/2 preslikamo na interval [0,1]. O

Iz formul (5.21) in (5.22) opazimo, da za moni¢ne preslikane Legen-
dreove polinome velja, da je ap = % in B — %, k — oo. Po normalizaciji
dobimo podoben rezultat za preslikane Legendreove polinome kot v izreku
5.7, tj. ayp, = % in B — %, k — oo. Podobno za rekurzivne koeficiente
preslikanih polinomov Cebiseva prve in druge vrste velja, da je aj = % in
O = i, k — oo z izjemo (.

Na sliki 5.6 je prikazano asimptotsko obnaSanje rekurzivnih koeficien-
tov za obe neklasi¢ni druzini ortogonalnih polinomov definiranih v podraz-

delkih 5.3.1 in 5.3.2.

Tk Tk
ag B
0.5005} 0.2506
0.2505 .
0.5000¢ 0000000000000000000000 0.2504
0.2503 °
0.4995] . 0.2502 .
. 0.2501
L L L \k L ?- k
* 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Uk Uk
[0 B
05000 F ..........0.!.0.......
0.4998¢ 0.2505
0.4996 ¢ o 0.2504 .
0.4994 0.2503 .
0.4992} 0.2502 ‘s
0.4990 | 0.2501
: : : - Kk = k
10 20 30 40 0 10 20 30 40

Slika 5.6: Rekurzivni koeficienti «, (zgornja leva slika) in (), (zgornja desna
slika) za poldomenske polinome Cebiseva Tk}} prve vrste ter rekurzivni koe-
ficienti ay, (spodnja leva slika) in (5 (spodnja desna slika) za poldomenske
polinome Cebiseva U,i‘ druge vrste.
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Poglavje 6

Aproksimacija s
poldomensko
Cebisev-Fourierovo vrsto

6.1 Ortonormalna baza

V tem razdelku bomo konstruirali ortonormalno bazo prostora funkcij na in-
tervalu [—1, 1], ki jo predlaga Huybrechs v [35] in jo sestavljajo trigonometri-
¢ne funkcije, ki so organizirane kot poldomenski polinomi Cebigeva prve in
druge vrste.

Za dano s kvadratom integrabilno funkcijo f € L?(—1,1) is§¢éemo Four-
ierovo vrsto gy na intervalu [—2, 2] oblike

N
_ap wkx . wkx
gn(z) = 5 + kgl (ak cos — + by sin 5 > . (6.1)

Pri tem Zelimo vse izracune izvesti na intervalu [—1,1]. Funkcijski prostor
Gn C L?(—1,1) naj bo linearna ogrinja¢a mnozice

Dy :=CnyUSy, (6.2)
kjer je
S SR

Opazimo, da mnozico C'y sestavljajo sode, mnozico Sy pa lihe funkcije.
Mnozici imata pomembno vlogo v analizi konvergence. Dokaz spodnje leme
dobimo v [35].

Lema 6.1 MnoZica Dy je sestavljena iz vseh lastnih funkcij Laplaceovega
operatorja na intervalu [—1,1], kjer imamo bodisi homogene Dirichletove,
bodisi homogene Neumannove robne pogoje.
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Dokaz: Z upostevanjem razlike med sodimi in lihimi vrednostmi indeksa k
v (6.3) lahko mnozico D razbijemo na dve podmnozici

LN = {%} U {cos (mk ) }724 U {sin (7 (k + 3) )}zozl (6.4)

in

o0 .

LY = {cos (n (k+3) *) oy U dsin (7k ) 3Rz, (6.5)
Mnozica LY je sestavljena iz vseh lastnih funkcij Laplaceovega operatorja
na intervalu [—1, 1] glede na homogene Neumannove robne pogoje, mnozica
LP pa iz vseh lastnih funkcij Laplaceovega operatorja na intervalu [—1,1]
glede na homogene Dirichletove robne pogoje. O

Mnozici LYV in LP sta ortonormalni bazi prostora L?(—1,1). Sledi, da
je mnozica D, ogrodje prostora L?(—1,1). Velja spodnja posledica.

Posledica 6.2 Mnozica Dy je prilegajoce se ogrodje (ang. tight frame)
prostora L*(—1,1) z ogrodno mejo (ang. frame bound) 2. To pomeni, da
ogrodje zadoséa posploseni Parsevalovi enakosti

Z ‘(fa ¢k)’2 - 2”f”? e LQ(_L 1)7 (6'6)
k

kjer so ¢y elementi mnoZice Dyo.

Ceprav mnozica Dy ni baza prostora L?(—1,1), pa¢ pa le prilegajoce
se ogrodje, je za vsak kon¢en N mnozica Dy baza konénorazseznega pod-
prostora v L2(—1, 1), kar pomeni, da so vse funkcije iz mnozice Dy linearno
neodvisne. Zanima nas ortonormalna baza na intervalu [—1,1]. Ker so sode
in lihe funkcije iz Cy in Sy medsebojno ortogonalne na simetriénem inter-
valu [—1, 1], iskanje ortonormalne baze naravno razpade na dva manjsa dela.
Linearni ogrinja¢i mnozic Cy in Sy oznacimo s

CN = Lin(CN) in SN = Lin(SN), (67)

kjer je Cny (N + 1)-razsezen prostor sodih in Sy N-razsezen prostor lihih
funkcij. Znano dejstvo je, da je cos (kz) = Ty (cos z) polinom v cos z stopnje
k. Podobno opazimo, da velja

cos Wgﬁ Ty (cos BF) | (6.8)

Lk;l)x = Up (cos ) sin T (6.9)

sin
Dokaza spodnjih dveh izrekov lahko najdemo v [35].

Izrek 6.3 Naj bo {T,f}, k > 0, mnozica poldomenskih polinomov Cebiseva
prve vrste opisanih v definiciji 5.1. Tedaj je mnoZica

{T,?(cos %)}

ortonormalna baza prostora Cn na intervalu [—1,1].

N

k=0
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Dokaz: Naj bo g € Cy \ Cn—1. Ker je g soda funkcija na [—1,1], se lahko

omejimo na interval [0,1]. Preslikava y = cos &f slika interval [0, 1] vase

in je obrnljiva s predpisom z = %cos_1 y. Iz lastnosti (6.8) sledi, da je

g(% cos™1y) polinom v y na [0,1], ki ga ozna¢imo s P,. Poleg tega vsak
polinom p stopnje kvecjemu N ustreza funkciji p(cos &) € Cn, saj poli-
nomi CebiSeva prve vrste stopnje manjse ali enake N tvorijo bazo prostora
polinomov stopnje kvecjemu N.

Ugotovimo, da je funkcija g ortogonalna na poljubno funkcijo g € Cn_1,

ker je

1 0
/ g(@)j(x)dr = 2 /1 9(Feos™9) g (Feos™ y) (=3) s Wy

-1
! 1
= / By(y)Fy(y) ——=—= dr =0
0 1—-y

Ce je g(x) = Th(cos L), je Py(y) = Th(y) in g je ortogonalna na vse
funkcije v prostoru Cy_1. Normalizacija, podana z enac¢bama (5.13 —5.14) v
definiciji 5.1, natanéno ustreza normalizaciji funkcije T} (cos %*) iz prostora
L?(—1,1). Izrek je s tem dokazan. O

Izrek 6.4 Naj bo {U,?}, k > 0, mnoZica poldomenskih polinomov Cebiseva
druge vrste opisanih v definiciji 5.2. Tedaj je mnoZica

Uh TN e T N-1
COS &) SINl -
{ k( 2) 2}k:0

ortonormalna baza prostora Sy na intervalu [—1,1].

Dokaz: Naj bo g € Sy \ Sy—1. Ker je g liha funkcija, je g(z)/sin %F dobro
definirana in soda funkcija na [—1, 1], zato se lahko ponovno omejimo na
interval [0, 1] in uporabimo substitucijo y = cos TFf. Iz lastnosti (6.9) sledi,
da je

g(Zcos'y) _ g(Zcos'y)
sin (32 cos™!y) V1 —y2

polinom v y na [0,1], ki ga oznac¢imo s ()y. Poleg tega vsak polinom ¢
stopnje kvecjemu N ustreza funkciji q(cos &5F)sin i € Sy, saj polinomi
Cebiseva druge vrste stopnje manjse ali enake N — 1 tvorijo bazo prostora
polinomov stopnje kvecjemu N — 1.

Ugotovimo, da je funkcija g ortogonalna na poljubno funkcijo g €

SN_1, ker je

1 0 2 cog~ ! G (2 cos™ !
[ swatras =2 [ 9o v) g Geosu) ey 2y g,

. NN -
1
%/0 Qy(¥)Qs(y) V1 —y?dz =0
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Ce je g(x) = Ul _ (cos Z)sin ZZ, je Qqu(y) = Uk _,(y) in g je ortogonalna
na vse funkcije iz prostora Sy_j. Normalizacija, podana z enacbama (5.15
~ 5.16) v definiciji 5.2, natanéno ustreza normalizaciji U}'(cos Z*)sin%* v

prostoru L?(—1,1). Izrek je s tem dokazan. O

6.2 Poldomenska Cebisev-Fourierova vrsta

D. Huybrechs je v ¢lanku [35] obravnaval optimizacijski problem 1.2. Za
izbiro T = 2 je za vsako s kvadratom integrabilno funkcijo f € L?(—1,1)
dokazal obstoj in enoli¢nost resitve, ki jo je karakteriziral z uporabo ortonor-
malne baze iz razdelka 6.1 in ortogonalne projekcije v obliki poldomenske
Cebisev-Fourierove (HCF) vrste

Zaka cos 5 +Zkak cos 75" ) sin 7F, (6.10)
k=0 k=0

kjer koeficiente ay in by izracunamo s formulama
a = / f(z)T} (cos &) dx, (6.11)
by, = / f(2)U}(cos =2 5F) sin 5 da. (6.12)
-1

Resitev problema 1.2 je podana s spodnjim izrekom, ki je dokazan v [35].

Izrek 6.5 Za dano funkcijo f € L*(—1,1), je resitev problema 1.2 odrezana
poldomenska Cebisev-Fourierova vrsta

N N-1
x) = Zaka cos ') + Z kak cos 75 ) sin 7. (6.13)

= k=0
Dokaz: Trditev izreka sledi direktno iz ortogonalne projekcije na ortonor-
malni bazi, ki sta opisani v izrekih 6.3 in 6.4. U
Poldomenska Cebisev-Fourierova vrsta (6.10) je sestavljena iz trigono-
metriénih funkcij cos 75 in sin @, ki so z uporabo enakosti (6.8) in

(6.9) razvite po poldomenskih polinomih Cebigeva prve in druge vrste defini-
ranih in opisanih v razdelku 5.3. Ti polinomi so razviti po funkciji cos %
in nekateri pomnozeni s funkcijo sin %*. To pomeni, da je vrsta (6.10) reor-
ganizirana Fourierova vrsta, zato lahko pri analizi konvergence uporabimo
mnoga orodja iz analize konvergence Fourierovih vrst za periodi¢ne pro-
bleme, ¢eprav v osnovi obravnavamo neperiodi¢ne probleme.

V nadaljevanju bomo obravnavali konvergenco poldomenske Cebisev-
Fourierove vrste (6.10). Le-ta konvergira za vsako funkcijo, hitrost kon-
vergence pa je odvisna od stopnje gladkosti oz. analiti¢nosti funkcije in
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je v ve€ini primerov eksponentna in ne zgolj polinomska. Ta lastnost je
znacilna tudi za konvergenco Fourierove vrste za periodi¢ne funkcije ter vrste
Cebiseva za neperiodi¢ne funkcije. Za dokaz konvergence se omejimo le na
analiti¢ne funkcije f. Spodnje leme in izrek so dokazane v [35].

Lema 6.6 Naj bo funkcija f soda in analiticna. Tedaj je f periodiéna na in-
tervalu [—2, 2] natanko tedaj, ko je f soda glede na Stevilo 2, tj. graf funkcije
f je zrcalen glede na premico x = 2.

Lema 6.7 Naj bo funkcija f liha in analiticna. Tedaj je f periodicna na
intervalu [—2, 2] natanko tedaj, ko je f liha glede na Stevilo 2, tj. graf funkcije
f je zrcalen glede na tocko (2,0).

Vsako funkcijo f lahko zapiSemo kot vsoto sode in lihe funkcije

f(@) = fo(x) + folz), (6.14)
kjer je denimo
iy = HEEIED 4y S0 = Soa)
Definirajmo funkciji
fily) = fs (2cos™ty) = fs(x) (6.15)

n

_fe(ReosTly)  fulw)

= 6.16
ter konstanto
E=3+2V2 (6.17)

Lema 6.8 Naj bo funkcija f soda in analiticna na okolici intervala [—1,1]
mn naj bo

Fly)=f (2costy).

Ce je f analitiéna na obmodju omejenem z elipso, ki ima gorisci v tockah 0
i 1, vsota glavnih polosi elipse pa je enaka g, potem velja

p<E,
razen v primeru, ko je f analiticna in periodiéna na intervalu [—2,2].
Izrek 6.9 Naj bo f(y) = f(x), kjer je x = %cos*1 y analiticna funkcija na

obmocju omejenem z elipso z vecjo polosjo dolZine R in goriséema v tockah
0 in 1. Pripadajoco domeno, na kateri je analiticna funkcija f, oznacimo z
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D(R). Ce je f analiticna na domeni D(R), kjer je R > %, tedaj resitev gn
problema 1.2 zadoséa
If=gnllgz ~p~", (6.18)

kjer je
p=min(E, 2R+ /4R? — 1), (6.19)

razen v primeru, ko je f analiticna in periodiéna na intervalu [—2,2].

Dokaz: Najprej uporabimo lemo 6.8 za funkciji f, in f;/sin %-. Obe izbrani
funkciji sta sodi. Funkcija fs je na domeni D(R) analiti¢na po konstrukeiji,
medtem ko ima lahko funkcija fy/sin %5 pole v tockah x = 42n za n > 0.

Ce je f; periodi¢na na intervalu [—2,2], potem sledi po lemi 6.6, da
je enaka 0 v vseh moznih polih. Torej je funkcija fy/sin % analiticna
na domeni D(R). V nasprotnem primeru, ko funkcija f; ni periodi¢na,
je fo/sin Z* analitiéna samo na obmo¢ju D = D(R) N D(3).

Naj bosta f in fs funkciji definirani z ena¢bama (6.15) in (6.16). Ozna-
¢imo s py polinom stopnje N, ki je najboljsa aproksimacija fi po metodi
najmanjsih kvadratov glede na utez % 1 ter s g polinom stopnje N —1,

ki je najboljsa aproksimacija fo po metodi najmanjsih kvadratov glede na
utez %\/1 — y2. Ker so sode in lihe funkcije na intervalu [—1, 1] ortogonalne,
velja zveza

If = gnllZ> = IIfs — pwv(cos BTz + |l fe — qu(cos 5F) sin |7 (6.20)
Naj bo p definiran z enacbo (6.19). Iz izreka 2.8 sledi

4

™

1

N

1
/0 (A1) — oy ()’ dy ~ o2 (6.21)

n

™

1
4/0 (f2(y) —an(¥))* V1 —y2dy ~ p~2V. (6.22)

Opazimo, da sta integrala v relacijah (6.21) in (6.22) natan¢no normi desne
strani enacbe (6.20), kjer upostevamo y = cos . Izrek je s tem dokazan.
O

Posledica 6.10 Pod pogoji izreka 6.9, koeficienti ay, in by, ki so definirani z
enacbama (6.11) in (6.12), v razvoju poldomenske Cebisev-Fourierove vrste
gn (6.13), zadoscajo pogoju

-N
ag, b ~ p~ 7.

Slika 6.1 prikazuje padanje absolutnih vrednosti koeficientov ax in by
v razvoju dane funkcije v poldomensko Cebisev-Foureirovo vrsto za dve
funkciji pri fiksni izbiri odreznega stevila N. Funkcija f(z) = 222 + 3z + 1
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je cela, toda ni periodi¢na, medtem ko je funkcija f(x) = cos(cos %F) +
sin (sin %7) cela in periodicna na intervalu [—2,2]. V obeh izbranih primerih
je N = 24. Na obeh slikah je vidna stopnja konvergence E~%, ki je
napovedana v posledici 6.10, kjer je E definiran z enacbo (6.17). Hitrost
konvergence poldomenske Cebisev-Fourierove vrste je v obeh primerih ek-
sponentna.

a) f(x) = 2x%+3x+1, N=24

10 ‘
+ |ak|
— 10° o Iply
£ —c"
£ 10 1
© 0 0 .
10_20 | | | |
0 5 10 15 20 25
N
" b) f(x) = cos(cos(mix / 2)) + sin(sin(ttx / 2)), N=24
10 T T T T

Slika 6.1: Padanje absolutnih vrednosti spektralnih koeficientov aj (rdeci
plusi) in b; (modri krogci), 1 < k < N v HCF vrsti za funkciji a) f(z) =
202 + 3z + 1 in b) f(z) = cos (cos Z£) + sin (sin Z£). V obeh primerih je
N = 24, ¢rna ¢rta pa prikazuje napovedano stopnjo padanja E~V.

6.3 Primerjava spektralnih aproksimacij

Ce zelimo aproksimirati gladko, tj. neskonénokrat zvezno odvedljivo, in peri-
odi¢no funkcijo, je prava izbira, da to storimo z razvojem v trigonometri¢no
Fourierovo vrsto, kjer Fourierove koeficiente v razvoju vrste izra¢unamo
s hitro Fourierovo transformacijo (FFT). To lahko naredimo stabilno in
ucinkovito, saj potrebujemo le O(N log N) operacij za izra¢un prvih 2N + 1
Fourierovih koeficientov. Analiza konvergence, ki smo jo opisali v razdelku
2.2, kaze na to, da dobimo spektralno konvergenco, tj. eksponentno padanje
napake. Podoben rezultat smo dobili v razdelku 6.2 za aproksimacijo funkci-
je s poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto.
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Slika 6.2 prikazuje primerjavo natanc¢nosti aproksimacije, oz. hitrosti
konvergence, pri razvoju periodi¢ne funkcije f(z) = cos (cos %) v Fourierovo
in poldomensko CebiSev-Fourierovo vrsto. Primerjamo maksimalno abso-
lutno vrednost napake glede na Stevilo ¢lenov N v odrezani vrsti. V obeh
primerih opazimo spektralno konvergenco, tj. eksponentno padanje maksi-
malne napake.

0

10 I
+ o Fourier
* + HCF
+
+
o
10° F ‘e 1
_8 +
= +
il ° +
= +*
X
© +*
g o
c _ +
10 107 . i
o * 0000
0p009¢@o00O0O
oo
0co0o0?® + ot +*
+ .+ +
10_15 | | | |
0 10 20 30 40 50

Slika 6.2: Primerjava spektralne konvergence za gladko in periodi¢no
funkeijo f(z) = cos (cos %) pri aproksimaciji s Fourierovo (rdeci krogci) in
poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto (modri plusi) v odvisnosti od stevila
¢lenov N v odrezani vrsti.

Na sliki 6.2 opazimo tudi, da aproksimacija s Fourierovo vrsto v tem
primeru konvergira precej hitreje kot aproksimacija s poldomensko Cebisev-
Fourierovo vrsto, kar pomeni, da je za periodi¢ne funkcije prava izbira za
aproksimacijo Se vedno tista s Fourierovo vrsto.

Situacija se popolnoma spremeni, ¢e funkcija bodisi ni gladka, bodisi ni
periodi¢na. V tem primeru nastopi Gibbsov fenomen, ki se kaze v odsotnosti
konvergence po tockah, po¢asnem padanju koeficientov Fourierove vrste ter
oscilacijah v okolici to¢k nezveznosti in/ali robov intervala.

Tezavam v zvezi z Gibbsovim fenomenom se lahko izognemo, ¢e dano
funkcijo aproksimiramo bodisi z vrsto Cebiseva, bodisi s poldomensko Cebi-
sev-Fourierovo vrsto. Pri tem za diskretizacijo intervala [—1, 1], v nasprotju
s Fourierovo vrsto, kjer uporabimo ekvidistantne tocke, uporabimo tocke
Cebiseva, ki so gostejse v okolici robnih tock intervala. Gibbsovega fenomena
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v tem primeru ni.

Na sliki 6.3 je prikazana neperiodi¢na, toda gladka funkcija f(z) = 2e7,
ki jo aproksimiramo z vsemi tremi obravnavanimi vrstami. Aproksimacija
s Fourierovo vrsto in s poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto je narejena
za odrezno Stevilo N = 16, aproksimacija z vrsto Cebiseva pa za odrezno
Stevilo N = 32, kar pa v vseh treh primerih pomeni izra¢un 33 spektral-
nih koeficientov v razvoju vrste. Na sliki a) (aproksimacija s s Fourierovo
vrsto) opazimo oscilacije predvsem v okolici robov intervala, kar pomeni, da
v tem primeru dobimo Gibbsov fenomen. Povsem drugacna je situacija na
slikah b) (aproksimacija z vrsto Cebiseva) in ¢) (aproksimacija s poldomen-
sko Cebigev-Fourierovo vrsto), kjer oscilacije izginejo, torej tudi Gibbsovega
fenomena ni.

a) Aproksimacija s Fourierovo vrsto b) Aproksimacija z vrsto CebiSeva
6 6
4 4
> >
2 2
0 0
-1 -05 0 0.5 1 -1 -05 0 0.5 1
X X
¢) Aproksimacija s HCF vrsto
6
4
>
2

0
-1 -0.5 0 0.5 1

Slika 6.3: Gibbsov fenomen pri aproksimaciji funkcije f(x) = 2e* (modra
¢rta) s Fourierovo vrsto (rdeca ¢rta) za N = 16 na sliki a). Pri aproksimaciji
dane funkcije z vrsto CebiSeva (rde¢a prekinjena érta) za N = 32 na sliki
b) in s poldomensko Cebiev-Fourierovo vrsto (rdeca prekinjena crta) za
N = 16 na sliki ¢), Gibbsovega fenomena ni. Obe ¢rti se prekrivata.

Za funkcije, ki niso periodi¢ne, je tako primernejSa aproksimacija z
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vrsto Cebiseva ali s poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto. V obeh primerih
dobimo za neperiodi¢ne gladke funkcije spektralno konvergenco, tj. maksi-
malna absolutna vrednost napake glede na odrezno Stevilo N eksponentno
hitro pada. Seveda to velja samo za gladke oz. analiticne funkcije. Konver-
genca vrste Cebiseva je podrobno opisana v podrazdelku 2.3.4, konvergenca
poldomenske Cebisev-Fourierove vrste pa v razdelku 6.2.

Slika 6.4 prikazuje primerjavo natancénosti aproksimacije, oz. hitrosti
konvergence, pri razvoju funkcije f(z) = cos (2¢*) v vrsto Cebiseva in poldo-
mensko Cebisev-Fourierovo vrsto. Primerjamo maksimalno absolutno vred-
nost napake glede na Stevilo ¢lenov N v odrezani vrsti. V obeh primerih
opazimo spektralno konvergenco, tj. eksponentno padanje maksimalne na-
pake. Opazimo e, da sta aproksimaciji z vrsto CebiSeva in s poldomensko
Cebisev-Fourierovo vrsto v tem primeru povsem primerljivi, le da prva kon-
vergira nekoliko hitreje.

0

10 T
* . o Cebisev
o
o+ + HCF
O,
O,
s o
s 10" ;.,. b
= +
q" .
= +
g ° .,
©
107°% ° o+ 1
+
o +
o + +
+ +
++ + + +. 85 *50
° OOO ;°o°5°0° OQ°°+O
o oao
10_15 | | | I | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80
N

Slika 6.4: Primerjava spektralne konvergence za gladko in neperiodi¢no
funkcijo f(z) = cos (2e) pri aproksimaciji z vrsto Cebigeva (rdeci krogci)
in s poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto (modri plusi) v odvisnosti od
Stevila ¢lenov N v odrezani vrsti.

V primeru, ko funkcije niso gladke, ampak zgolj nekajkrat zvezno odve-
dljive, konvergenca ni eksponentna, ampak maksimalna absolutna vrednost
napake pada s stopnjo gladkosti dane funkcije glede na $tevilo ¢lenov N v
odrezani vrsti. To velja za aproksimacijo funkcije z vsemi tremi obravnava-
nimi vrstami.
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Na sliki 6.5 je prikazana primerjava padanja maksimalne absolutne
vrednosti napake glede na Stevilo ¢lenov N v odrezani vrsti za aproksimacijo
dane funkcije z vrsto Cebiseva in poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto.
Dane so §tiri neperiodi¢ne funkcije za katere narasca stopnja gladkosti: a)
funkcua f(x) = |23| ima tretji odvod z omejeno variacijo, b) funkcija f(z) =
e~*? je gladka, toda ni analiti¢na, c) funkcija f(z ) = 1/(1+2?) je analiti¢na
na okolici intervala [—1,1], d) funkcija f(z) = 2'° pa je polinom, ki je za
aproksimacijo s polinomi analogen funkciji z omejenim naborom frekvenc za
aproksimacijo s Fourierovo vrsto.

Opazimo zelo podobno obnaSanje za oba razreda aproksimacij, razen
v zadnjem primeru d) na sliki desno spodaj, kjer je aprok&macua z vrsto
Cebiseva bistveno boljsa. To ni presenetljivo, saJ je vrsta Cebiseva sestav-
ljena iz ortogonalnih polinomov, poldomenska Cebisev-Fourierova vrsta pa
iz trigonometri¢nih funkcij, kar pomeni, da lahko poljuben polinom to¢no
aproksimiramo z vrsto Cebigeva, ¢e je le N dovolj velik.

. a) f(x) = X’ . b) f(x) = exp(-x"?)
10 10
8 ° O Cebisev g & O Cebisev

= [o 4 =
= + HCF = & + HCF
o o
oL -5 o 0 %
= 10 =1 Qﬁg‘%
g g dg"‘-r
S S Qﬁ;g:
] ]
< <

10% 10% ° o

0 50 100 0 50 100
N N
¢) f(x) = 1/(1+x%) d) f(x) = x*°
10° 10°
8 O CebiSev 8 _\ O CebiSev

= + HCF = . + HCF
o 10 T *
= = 10—10 -H-*
Cxﬁ -10 Cxﬁ -
< 10 © M
o o
] ]
c c

10—15 10—20

0 50 100 0 50 100
N N

Slika 6.5: Primerjava hitrosti konvergence za S§tiri neperiodi¢ne funkcije
naraséajoce gladkosti: a) f(z) = 23], b) f(z) =e® ", ¢) f(z) = 1/(1+x?)
in d) f(x) = 21 Maksimalno absolutno vrednost napake pri aproksimaciji
z visto Cebiseva (rdeci krogei) in s poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto
(modri plusi) gledamo v odvisnosti od stevila ¢lenov N v odrezani vrsti.
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Na sliki 6.6 je prikazana primerjava padanja maksimalne absolutne
vrednosti napake glede na Stevilo ¢lenov NV v odrezani vrsti za aproksimacijo
dane funkcije s Fourierovo in poldomensko Cebigev-Fourierovo vrsto. Dane
so §tiri periodi¢ne funkcije za katere narasca stopnja gladkosti: a) funkcija
f(x) = |sinz|® ima tretji odvod z omejeno variacijo, b) funkcija f(x) =
e~sin"* (#/2) je gladka, toda ni analiti¢na, c) funkcija f(z) = 1/(1+sin? (2/2))
je analiti¢na na okolici intervala [—1,1] v kompleksni ravnini, d) funkcija
f(x) = sin (10x) pa je funkcija z omejenim naborom frekvenc.

Opazimo, da je aproksimacija s Fourierovo vrsto za periodi¢ne funkcije
boljsa kot aproksimacija s poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto, saj v vseh
primerih napaka pada hitreje. To je Se posebej vidno na zadnjem primeru d)
na sliki desno spodaj, kjer aproksimiramo bazno trigonometri¢no funkcijo,
ki nastopa v razvoju v Fourierovo vrsto. Kljub temu pa tudi napaka aproksi-
macije s poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto pada dovolj hitro.

a) f(x) = |sin(rmx)® . b f(x) = exp(-sin AT x/2))
10" & 10
3 * o Fourier 8 t o Fourier
= <D+-u-++ + HCF = + HCF
I EN .
= = 10
) )
X X
@ ]
Q. Q.
] ]
< <
10° 0%
0 50 100 0 50 100
N N
c) f(x) = 1/(1+sin2(n x/2)) 0 d) f(x) = sin(1011X)
100 = 10
g O Fourier g O Fourier
= + HCF = + HCF
%Z 10—5 DI_Z 100
) S
% 107 % 10
Q. Q.
g |
+
10—15 10—20

o
A
o
=
o
o
o
an
o

100

Slika 6.6: Primerjava hitrosti konvergence za stiri periodi¢ne funkcije
naraséajoce gladkosti: a) f(z) = [sinz[3, b) f(z) = e s " (@2 )
f(z) = 1/(1 + sin? (z/2)) in d) f(x) = sin(10z). Maksimalno absolutno
vrednost napake pri aproksimaciji s Fourierovo (rdeci krogci) in s poldomen-
sko Cebisev-Fourierovo vrsto (modri plusi) gledamo v odvisnosti od stevila
¢lenov N v odrezani vrsti.
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Poglavje 7

Linearni dvotockovni robni

problemi v eni dimenzi

V tretjem poglavju smo opisali kratek uvod v teorijo spektralnih metod, kjer
smo obravnavali tako konstrukcijo Fourierovih kot tudi metod Cebiseva.
Poleg tega smo opisali osnovna orodja za analizo konvergence in napake.
V tem poglavju pa bomo konstruirali nov razred kolokacijskih spektralnih
metod za linearne dvotockovne robne probleme v eni dimenziji, ki jih imenu-
jemo Cebisev-Fourierove spektralne metode (ang. Chebyshev-Fourier spectral
methods). Problemi tipa 1.3 so podrobno obravnavani v razli¢cnih monografi-
jah, npr. v U. M. Ascher, R. M. M. Mattheij in R. D. Russell [4] in [5], in
so oblike

Lu(zx) = f(z), x € [-1,1], (7.1)

z robnimi pogoji

Bu(y) =0, y € {-1,1}, (7.2)

kjer je L linearni diferencialni operator (1.6) in B par linearnih robnih dife-
rencialnih operatorjev, ki ustrezajo Dirichletovim, Neumannovim ali mesa-
nim (Robinovim) robnim pogojem. V nadaljevanju se omejimo na Dirich-
letove robne pogoje. Numeri¢no resitev danega problema iS¢emo v obliki
poldomenske Cebisev-Fourierove vrste (6.10)

= Zaka (cos &F) +Zkak (cos %) sin &, (7.3)

kjer za izracun spektralnih koeficientov uporabimo metodo kolokacije. Za
konstrukcijo metode potrebujemo dve operatorski matriki, in sicer matriko
odvajanja D in multiplikativno matriko F. Izra¢un elementov teh dveh
matrik je podrobno opisan v ¢lanku B. Orel in A. Perne [46]. Algoritem
za konstrukcijo iskane psevdospektralne metode, ki jo imenujemo Cebisev-
Fourierova kolokacijska metoda (CFC metoda), pa je opisan v porocilu
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B. Orel in A. Perne [45]. V nadaljevanju poglavja bomo obravnavali kon-
strukcijo te metode ter analizo konvergence in napake. Metodo bomo primer-
jali na numeri¢nih zgledih s standardnimi (psevdo)spektralnimi metodami,
npr. s kolokacijsko metodo Cebiseva (CC metoda).

7.1 Operatorske matrike

Za konstrukcijo iskanih spektralnih Cebisev-Fourierovih metod potrebujemo
dve operatorski matriki odvajanja in mnozenja, ki ju konstruiramo na podo-
ben nacin, kot smo to opisali pri obravnavi Fourierovih spektralnih metod
v podrazdelku 3.4.1 ter spektralnih metod CebiSeva v podrazdelku 3.4.2.
Numeri¢no resitev robnega problema (7.1 — 7.2) is¢emo v obliki odrezane
poldomenske Cebisev-Fourierove (HCF) vrste.

Matrika odvodov D je transformacijska matrika, ki pretvori spektralne
koeficiente ay in by odrezane HCF vrste (7.3) za funkcijo f, v spektralne
koeficiente a’; in b} odrezane HCF vrste za prvi odvod funkcije f. Spektralne

j
7 in b odrezane HCF vrste za drugi odvod dobimo z uporabo

koeficiente a J

matrike D2

Multiplikacijska matrika F' pa je transformacijska matrika, ki pretvori
spektralne koeficiente ay in by odrezane HCF vrste (7.3) za funkcijo f, v
spektralne koeficiente a; in Bj odrezane HCF vrste za produkt odrezane
HCF vrste neke znane funkcije g z znanimi koeficienti in odrezane HCF
vrste za funkcijo f. V primeru, da je g konstantna funkcija, je ta matrika
skalarna, tj. identi¢na matrika pomnozena z nekim skalarjem, sicer pa je
polna. V konkretnem primeru je g ena izmed koeficientnih funkcij o, 3 ali
~, ki nastopajo v diferencialni enac¢bi (7.1).

7.1.1 Matrika odvodov

Zaénimo z odrezano poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto (7.3) za poljubno
funkcijo f € L?(—1,1)

N N—-1
fx) =~ fn(x) = ZakT,?(cos )+ Z brUJ (cos ) sin IF, (7.4)
k=0 k=0

kjer je N odrezno §tevilo, ki doloca stevilo ¢lenov vrste, tj. pri odreznem
Stevilu N ima HCF vrsta 2N 4 1 ¢lenov. Za dan N potrebujemo 2N + 1
ortogonalnih polinomov: N + 1 poldomenskih polinomov Cebiseva prve in
N poldomenskih polinomov Cebiseva druge vrste.

Najprej izratunamo prvi odvod % odrezane HCF vrste fy, ki je
definirana z enacbo (7.4)

94



Ay ) Ty

= —— E aka cos 75 ) sin 7¢

dm 2

2

kjer s Th( t) = dTh( t) in U,?( ) =

nalnih polinomov T; ,? in Uk po spremenljlvkl t = cos 7.
aproksimiramo z odrezano vrsto, sestavljeno iz polinomov Ujh,

—|—7T Z by (Uk (cos TF) cos ¥ — Uk (cos TF) (1 — cos? ”)) (7.5)

4 U,?( ) oznacimo prva odvoda ortogo-

Polinome T}(t)
polinome

U1 —t2) in Ul ()t pa z odrezano vrsto, sestavljeno iz polinomov Tjh

) = ZpkUh
k+1

Ure® = > i),
7=0
k—1

Uity = > rkTi)
7=0
k+1

Up(t = Y siTR(b),
j=0

Koeficiente p], qj ;T
mo iz pogojev ortogonalnostl
enak

dfn

k=0

—*Z&k (ZpkUh cos - sm)
J

j=0 k=max {j—1,0}

k=j+1

@(

N
Z (cos T5¢ +Zb'Uh cos 75 ) sin TF.

7=0

SN k41
E(:c) Z quTh cos 5F

Z P
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Ley (TROULD), (7.6)
iep (RPUPOTIY), (T7)
L7 (Uﬁ(t)T]h(t)) , (7.8)
L1 (tU,?(t)Tjh(t)) (7.9)

¥ in sk ki so definirani z enacbami (7.6 — 7.9), izracuna-
Prvi odvod (7.5) je z uporabo teh oznak

k41 k-1
ZS (cos TF) Zr Tjh cos 75
J=0 3=0
(7.10)
(¢F +s5 —r¥) by ) T} (cos %)
) Uh(cos ¢ sin TF (7.11)
(7.12)



Funkcionala L7 in Ly sta definirana z enacbama (5.17) in (5.23). V
vrstici (7 11) zamenjamo vrstni red seStevanja, kjer upostevamo da so koefi-

cienti r] in 7“; enaki 0. Poleg tega so tudi koeficienti qj enaki 0. Nazadnje

v vrstici (7.12) koeficiente odrezane HCF vrste f X oznagimo z a}; in b’
. N-1
r_ k k k s
G = 3 Z (qj +Sj—7“j)bk, j=0,1,....N, (7.13)
k=max {j—1,0}
o
b, = ) > phap, j=0,1,...,N-1L (7.14)
k=j+1

Enacbe (7.13) in (7.14) so linearne, zato jih lahko predstavimo v ma-
triéni obliki

u =D u, (7.15)
kjer je u = (ag,...,an,bo, ... ,bN_l)T vektor spektralnih koeficientov odre-
zane HFC vrste za funkcijo f in u' = (ap,...,d)y,bp,. .., ’Nfl)T vektor

spektralnih koeficientov odvoda odrezane HFC vrste za funkcijo f. Ker so
koeficienti a; odvisni samo od koeficientov by in podobno koeficienti b;- le
od koeficientov ay, je operatorska matrika odvajanja D € REN+x(2N+1)

blo¢no antidiagonalna

(7.16)

a5

Hy O

kjer je H; € RW+UXN iy f, ¢ RV*(V+1) | Elementi teh dveh matrik so

k—1 k—1 .
qjl—i-s]l—rjfl, k> j,
_ 1 1 _ k—1 . .
Hy = [k, hik =14 = + s, J—1<k<j(7.17)
0, k<j—1,
k—1 .
7p'_1a k > Js
Hy = [h2 ]k, h?, = J 7.18
12 L I (7.18)
Bloka Hp in Hy sta za primer N = 3 enaka
Q@ +s g5 +s6—T6 9§ +s5— 7o 0 —pb —p2 —pp
G+s)  al+st gst—? A
Hy = 1 1 2, .2 s Hy=10 0 —pi —py
0 g3 + 53 g3 + 53 3
2 2 0 0 0 —P2
0 0 q3 +83
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Operatorska matrika odvajanja D je za primer N = 3 enaka

0 0 0 0 1.4142 —2.2706 2.8824
0 0 0 0 0.6837 4.6970 —5.9625
0 0 0 0 0 1.3170  7.8416
D=0 0 0 0 0 0 1.9619
0 —3.6091 3.8474 —4.5910 0 0 0
0 0 —7.4942  7.3713 0 0 0
| 0 0 0 —11.3192 0 0 0 ]

Nato izracunamo Se drugi odvod fév odrezane HCF vrste fy, ki je

definirana z enacbo (7.4)

N-1
d2
da{g[ Za”Th cos i) + Z by Ujh(cos T5F) sin IF. (7.19)
j=0
Ce oznagimo u kot prej in z u” = (aff, ..., a%,bf, ...,b’](,_l)T vektor spek-

tralnih koeficientov drugega odvoda odrezane HFC vrste za funkcijo f, do-
bimo linearno zvezo
u’ = D?u. (7.20)

Operatorska matrika odvajanja D? je za primer N = 3 enaka

[0 51040 224577 —55.8569 0 0 0]

0 —2.4674 —32.5698 98.9745 0 0 0

0 0  -9.8696 -79.0531 0 0 0
D=0 0 0 -222066 0 0 0

0 0 0 0 —24674 —11.8849 42.6816

0 0 0 0 0 —9.8696 —44.3054

00 0 0 0 0 —22.2066

V naslednjih dveh primerih si oglejmo, kako se povecuje kvaliteta apro-
ksimacije odvoda dane funkcije z uporabo operatorskih matrik odvajanja za
Fourierovo vrsto (3.48), vrsto Cebiseva (3.59) in poldomensko Cebisev-Four-
ierovo vrsto (7.16). V prvem primeru primerjamo neperiodi¢ne funkcije, v
drugem pa periodi¢ne funkcije na intervalu [—1,1]. Oba primera sta vzeta
iz. knjige L. N. Trefethen [57].

Na sliki 7.1 primerjamo maksimalno absolutno vrednost napake za
spektralno odvajanje z matriko odvodov za vrsto Cebiseva in za poldo-
mensko Cebisev-Fourierovo vrsto v odvisnosti od stevila ¢lenov N za stiri
neperiodiéne funkcije: f(z) = |23|, f(z) = e ® °, f(z) = 1/(1 + #?) in
f(x) = 2'% Pri izbranih funkcijah naraséa stopnja gladkosti. Tako ima
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tretji odvod funkcije f(x) = |23| omejeno variacijo, funkcija f(z) = e " je

gladka, toda ni analiti¢na, funkcija f(x) = 1/(1+2?) je analiti¢na na okolici
intervala [—1, 1], funkcija f(z) = 2'° pa polinom, ki je v teoriji spektralnih
metod Cebiseva analogen funkciji z omejenim naborom frekvenc (ang. band-
limited function) za aproksimacijo s Fourierovo vrsto. Opazimo, da bolj kot
je dana funkcija gladka, hitrejsa je konvergenca. Poleg tega opazimo tudi,
da je natancnost spektralnega odvajanja za obe metodi primerljiva, razen
v primeru zadnje funkcije, saj je za polinome primernejsSa aproksimacija z
ortogonalnimi polinomi kot s trigonometri¢nimi funkcijami.

, a) f(x) = x| . b) f(x) = exp(-x"?)
10 10
+ HCF + HCF
@ O CebiSev Cebisev
s | O
X
8107 &
[
<
10
0 20 40 60 80
N
¢) f(x) = 1/(1+x3) d) f(x) = x*©
10°
+ HCF 10° % + HCF
O CebisSev 4 O Cebisev
-5 0_4 ﬁ
10 1
o] ©
@ B 108
Q o 10
g g
10 10_12
-16
- 10
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
N N

Slika 7.1: Primerjava spektralnega odvajanja funkcij z uporabo operatorskih
matrik odvajanja za vrsto Cebiseva (rdeci krogei) in poldomensko Cebisev-
Fourierovo vrsto (modri plusi) za $tiri neperiodiéne funkcije narascajoce
gladkosti: a) f(z) = |23, b) f(z) = e @ °, ¢) f(z) = 1/(1 + #2) in d)
f(z) = 2%, Primerjamo maksimalno absolutno vrednost napake glede na
Stevilo ¢lenov N.

Na sliki 7.2 primerjamo maksimalno absolutno vrednost napake za
spektralno odvajanje z matriko odvodov za Fourierovo in za poldomensko
Cebisev-Fourierovo vrsto v odvisnosti od stevila élenov N za §tiri periodi¢ne
funkcije: f(z) = [sinzf, f(z) = e 5™ °@/2) f(z) = 1/(1 + sin? (z/2)) in
f(z) = sin(10x). Pri izbranih funkcijah narasca stopnja gladkosti. Tako
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ima tretji odvod funkcije f(z) = |sin |3 omejeno variacijo, funkcija f(x) =
e~5n"% (#/2) je gladka, toda ni analiti¢na, funkcija f(z) = 1/(1+sin? (2/2)) je
analiticna na okolici intervala [—1, 1] v kompleksni ravnini, funkcija f(z) =
sin (10z) pa je funkcija z omejenim naborom frekvenc (ang. band-limited
function). Opazimo, da s stopnjo gladkosti narasca hitrost konvergence ter
da je natanc¢nost spektralnega odvajanja za obe metodi dokaj primerljiva,
¢eprav je Fourierova metoda vec¢inoma natancénejsa.

, a) f(x) = |sin(rx)[? b) f(x) = exp(-sin"3(1tx/2))
10 10°
+ HCF es + HCF
O Fourier % O Fourier
0 -2 +
10 ] 10 o
s , s Oyt
@© s © %} th%:‘:‘»
Q. = Q.
© © =8
S 2 PP %
10 10
10 10°
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
N N
o c) f(x) = 1/(1+sin2(r[ x/2)) d) f(x) = sin(101t x)
10 ‘.
+ HCF o + HCF
O Fourier 1 O Fourier
107 10™
© [o]
X X
8 S 10
g g
-10
10 10—12
10716
10—15
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
N N

Slika 7.2: Primerjava spektralnega odvajanja funkcij z uporabo operatorskih
matrik odvajanja za Fourierovo (rdeéi krogei) in poldomensko Cebisev-
Fourierovo vrsto (modri plusi) za Stiri periodi¢ne funkcije naraséajoce glad-
kosti: a) f(z) = |sinz[3, b) f(z) = e 50" @/ ¢) f(z) =1/(1 + sin? (z/2))
in d) f(z) = sin (10x). Primerjamo maksimalno absolutno vrednost napake
glede na Stevilo ¢lenov .

Podrazdelek zaklju¢imo z opisom numeri¢nega postopka za izracun ko-
eficientov p;‘? definiranih z enacbo (7.6). Koeficienti so izra¢unani delno
rekurzivno, kjer bazo rekurzije izracunamo z uporabo poten¢nih momen-
tov (5.18 — 5.19) in (5.24 — 5.25). Najprej za fiksno vrednost k& in izbiro
j=0,....k—=1in€=0,...,k—j — 1 definiramo koeficiente

D = 2Ly (tZT;?(t)U}L(t)) : (7.21)
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kjer je pg? = Op;?. Predpostavimo, da smo na k—tem nivoju, kjer izra¢unamo
in shranimo koeficiente

o= Ao (1TP)).
Pri tem uporabimo potenéne momente (5.24) in (5.25) ter primerno orodje
za simbolno ra¢unanje, npr. programski paket Mathematica. Vse preostale
koeficiente izrac¢unamo rekurzivno v standardni IEEE aritmetiki z uporabo

triclenske rekurzivne formule (5.1) za poldomenske polinome Cebiseva Ujh
drugega reda

h
Ut = 7 (= 0y DU () = B UR,0), (7.22)
kjer je
njo1 = ||t = ag )V () = Bl (0|
Nato z uporabo enacbe (7.22) dobimo rekurzivne formule
Y= L - 2ff, =0, k=2
S A Y &j—10,k Bi-1¢, k — ;
Py = ”J71+p3* _njipjl TLZip] 27 6_07--'a]€_]_1-

Podoben postopek uporabimo za izracun koeficientov q}“, r}“ in sf, ki
so definirani z enacbami (7.7 — 7.9). Izrac¢un teh koeficientov je tehni¢ne
narave, zato v tem delu ni podrobneje opisan. Podrobnosti so opisane v
programskih kodah, s katerimi so narejeni numeri¢ni zgledi. Opazimo, da je

dovolj, da te koeficiente izra¢unamo samo enkrat in shranimo za vselej.

7.1.2 Multiplikacijska matrika

Zacnimo 7 odrezano poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto (7.4) s spek-
tralnimi koeficienti ay, in by, za poljubno funkcijo f € L?(—1,1). Sledimo
oznakam iz podrazdelka 7.1.1, kjer smo z u = (ag,...,an,bg,...,bn— 1)T
oznacili vektor spektralnih koeﬁmentov HCF vrste. Iscemo spektralne ko-
eficiente a; in b odrezane poldomenske Cebisev-Fourierove vrste za pro-
dukt odrezanih HCF vrst fy za funkcijo f in gy za neko znano funkcijo
g € L?(—1,1), ki ima znane spektralne koeficiente ¢; in d;

N N-1
g(x) = gn(z) = Z clTh(cos Z d;U"(cos T5F) sin &F. (7.23)
=0 =0

Najprej zmnozimo odrezani HCF vrsti (7.4) in (7.23) ter produkt odre-
zemo pri istem odreznem Stevilu N kot obe osnovni vrsti

N
In(z)gn(z) = (Z%Tk cos ') + Zkak cos 57 ) sin If )

N N-1
<chTzh cos 75 ) + ZdUh cos 75 ) sin ”) (7.24)

% =0
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Pri tem uporabimo enakost sin® T=1- cos? T ter oznacimo t = cos .

Polinome T ()T (t) in UF(t)UMt)(1 — t2) aproksmnramo z odrezano
HCF vrsto, sestavljeno iz polinomov Th polinome T (1)U (t) in T} (t)UR(¢)

pa z odrezano HCF vrsto, sestavljeno iz polinomov Ujh

min {k+i,N}
‘0 =3 PTG, P = 2o (TROTMOTI))
=0 (7.25)
min {k+i,N—1}
TEOUND) = > QU Q) = Loy (TROUFURWY),
§=0 (7.26)
min {k+i,N}
VUM = > RETHD), R = Ao (UROUMOTID),
j=0 (7.27)
m1n{k+z+2N}
UROUIOE = 3 ST Si = er (PUROULOTI() .
(7.28)

Koeficiente P;“', ?i, R;-“ in Sfi, ki so definirani z ena¢bami (7.25 — 7.28),
dolo¢imo iz pogojev ortogonalnosti. Za numericen izraéun teh koeficientov
uporabimo podoben postopek kot za izracun koeficientov p], q] , k in sf ki
nastopajo v matriki odvodov in so definirani z enac¢bami (7.6 — 7. 9). Pred-
lagan postopek predstavlja kombinacijo direktnega in rekuzivnega pristopa,
kjer bazo rekurzije dolo¢imo direktno z uporabo potenénih momentov za pol-
domenske polinome Cebiseva prve in druge vrste, ki so podani z enac¢bami
(5.18 — 5.19) in (5.24 — 5.25), ter primernega orodja za simbolno ra¢unanje,
npr. programskega paketa Mathematica. Postopek je ponovno zelo tehni¢ne
narave, rekurzivne formule pa precej bolj komplicirane kot v primeru ko-
eficientov za matriko odvodov, zato v tem delu niso podrobneje opisane.
Podrobnosti najdemo v implementciji programskih kod. Tudi za te koefi-
ciente je dovolj, da jih izracunamo enkrat za vselej.
Z uporabo oznak iz enacb (7.25 — 7.28) je produkt (7.24) enak

min {k+1i,N} N— min {k+i,N

fn(@)gn ZZaka Z P’”Th (cos TF) + bkdz ’“Th (cos TF)
k=0 i=0 k=0 i=0 7=0
N—1N—-1 min{k+i4+2,N}

- Z brd; Z SfiTjh(cos =)
k=0 §=0

min {k+i,N—1}

N
+Z ard; Z Q?iUh(cos 57 ) sin F
k=

0 i=0 =0

2

min {k+i,N—1}

N
+ Zbkci Z QékUh(cos 5 ) sin ¢ (7.29)

=0

b
Il
o
~
Il
=]
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fn@)gn(z) = Z(Zak( Z cipjki)

j=0 \ k=0 i=max {j—k,0}

i=max {j—k,0} i=max {j—k—2,0}

([ 5 )

i=max {j—k,0}

N-1 N-1 N-1
+ b Z dini — Z d; S’ﬂ h(cos =)

N-1 N
+ by, ( Z czQ’k)) " (cos Z2) sin =2 (7.30)

k=0 i=max {j—k,0}
N N-1
Z (cos 75F b;U (cos 5 ) sin TF. (7.31)
=0 §=0

Funkcionala L7 in Ly sta definirana z enacbama (5.17) in (5.23). V
vrstici (7.30) zamenjamo vrstni red seStevanja. Nazadnje v vrstici (7.31)
koeficiente odrezane HCF vrste za produkt fy gy oznac¢imo z a; in b;

i=max {j—k,0} k=0 i=max {j—k,0} i=max {j—k—2,0}
j:0717"'7N7 (7.32)

N N N-1 N-1 N—-1
aj = Y a ( > cini) + ) b ( S diRY - Y disj’?f‘) :

N

B N N—-1 ) N—-1 )
b= | Y Q|+ | Y Q.
i=max {j—k,0} k=0 i=max {j—k,0}
j=0,1,...,N—1. (7.33)

Enacbe (7.32) in (7.33) so linearne, zato jih lahko predstavimo v ma-
tricni obliki
i=Fu, (7.34)
kjer je u kot prej vektor spektralnih koeficientov odrezane HFC vrste za
- - T
funkcijo f in u = (&0, ...,an,bo, ... ,bN_1> vektor spektralnih koeficien-

tov a; in Ej produkta odrezanih HFC vrst za funkeciji f in g. Multiplikacijska
matrika F € REN+TDXEN+D) je bloéna matrika

| G1 Go
F= [ ey } : (7.35)
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kjer je G; € RW+DX(N+D "Gy, ¢ RVFDXN Go ¢ RNXVHD iy Gy € RVXN,

Elementi teh matrik so

G = [gjl'k]j,kv

G2 = [Fljks

Gy = [g?k]j,k‘a

N

> el
i=max {j—k,0}
j=1....N+1, k=1,...

N-1

> AR - Z d; ;7 (7.37)
t=max {j—k,0}  i=max{j—k— 20}
j=1,....N+1, k=1,...,N,

N-1
k—1,i
> A

gjr = (7.36)

7N+]‘7

2 _
95k =

ol = (7.39)
i=max {j—k,0}
j=1,...,N, k=1,...,N+1,
R ) 739

i=max {j—k,0}
j=1,....N, k=1,....N.

Bloki Gy, G2, G3 in G4 so za primer N = 2 enaki

Gi=

Go=

Gs=

Gi=

Copgo + Clp(?l + CQP(?Q C()POlO + Clpoll + CQP012 Copgo + C1P021 + CQP022
clpl()l + 0213102 CoPllo + Clplll + 02P112 COP120 + 01P121 + CQPIQQ

L CQPSQ 61P211 +CQP212 C()P220+01P221+CQP222
do(RY® — S5°) +da(RY — S§Y)  do(R® — S5°) + da(Rg' — Sp')
—doS7° + di (RY* — S7') do(Ry° — S1°) + di(Ry' = SiY) |,

—dOSSO — d1581 —dOSQm + dy (R%l — 5211)
doQ3° + d1 Q3!

doQF + d1 QT

[ doQY° + d1QY"
d Q¢!

doQq" + d1Qp’
doQ1° + d1Q1*

[ QY + c1Q° + c2Q3°
1Q1° + 2Q7°

Q8 + c1Q¢t + Q3
QY + 1 Q1! + QY .

V primeru, da je funkcija f soda, sta bloka G5 in G5 ni¢elna, v primeru,

da je funkcija f liha, pa sta bloka (7 in G4 nicelna.

Ce je funkcija f

konstantna, je multiplikacijska matrika F' skalarna, sicer pa je polna. Ope-

ratorska multiplikacijska matrika F' je za primer N = 3 in f(z)

= z (liha
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funkcija) enaka

0 0 0 0 0.5733 —0.0672 0.0127
0 0 0 0 —0.4530 0.5356 —0.0612
0 0 0 0 —0.0315 —0.4437  0.5258
F= 0 0 0 0 0.0010 —0.0316 —0.4425
0.5733 —0.4530 —0.0315 0.0010 0 0 0
—-0.0672 0.5356 —0.4437 —0.0316 0 0 0
| 0.0127  —-0.0612 0.5258  —0.4425 0 0 0 ]

7.2 Konstrukcija Cebisev-Fourierove kolokacijske
metode

V tem razdelku bomo konstruirali nov razred Cebisev-Fourierovih spektral-
nih metod za resevanje linearnih dvotockovnih robnih problemov v eni di-
menziji (7.1 - 7.2). Numeri¢no resitev is¢emo v obliki odrezane poldomenske
Cebisev-Fourierove vrste (7.4), ki je sestavljena iz trigonometriénih funkcij,
ki so reorganizirane v dve neklasi¢ni druzini ortogonalnih polinomov, tj. pol-
domenske polinome Cebigeva prve (5.13 — 5.14) in druge vrste (5.15 — 5.16).
Spektralne koeficiente bomo izracunali z metodo kolokacije. Konstrukcija
metode je podrobno opisana v porocilu B. Orel in A. Perne [45].

Resujemo torej problem 1.3, ki ga zapiSemo kot linearni dvotockovni
robni problem (3.1)

2U u
o(a) Lo+ Be) T @ = (o), @ e [1,1),

z Dirichletovimi (3.2) robnimi pogoji u(—1) = Ain u(1) = B, kjer numeri¢no
resitev iséemo v obliki odrezane poldomenske Cebisev-Fourierove vrste (7.4)

N N-1
u(x) = uy(x) = Zaka (cos &) + Z brUJ (cos T5F) sin IF. (7.40)
k=0 k=0

V odrezano HCF vrsto razvijemo tudi prvi in drugi odvod resitve

= Zaka (cos TF) + bLUR (cos T2)sin T2, (7.41)

=

dun
el C)

il
Ll

d2
%(:c) = Za (cos TF) + bUR (cos T2)sin T, (7.42)
k=0

7 drugimi besedami, iS¢emo spektralne koeficiente ay in by, tako da bo
numeri¢na resitev uy zapisana z odrezano vrsto (7.40) ¢im boljsa, tj. zelimo,
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da bo norma razlike med to¢no in numeri¢no resitvijo ||u —uy|| ¢im manjsa.
Pri tem z N oznac¢imo odrezno Stevilo, kar pomeni, da imamo 2N + 1 spek-
tralnih koeficientov. Za dano vrednost N uporabimo 2N + 1 ortogonalnih
polinomov: N + 1 poldomenskih polinomov Cebigeva prve in N poldomen-
skih polinomov Cebiseva druge vrste.

Zveza med spektralnimi koeficienti aj, in bj, za aproksimacijo prvega
odvoda, oz. a} in b} za aproksimacijo drugega odvoda, ter aj, in by je podana
z linearnimi zvezami (7.13) in (7.14), oz. v matri¢ni obliki z ena¢bama (7.15)
n (7.20), kjer je

u = (ao,...,aN,bg,...,bN_l)T
vektor iskanih spektralnih koeficientov in D operatorska matrika odvajanja,
ki je podana z enacbo (7.16). Konstrukcija matrike odvodov je podrobno
opisana v podrazdelku 7.1.1.

Zacnemo z delitvijo danega intervala [—1,1] z 2N + 1 kolokacijskimi
vozli, za katere uporabimo tocke Cebiseva druge vrste (3.11)

i .
J]i——COS<2]V>7 7':0717"'72N7 (743)

na 2N podintervalov
—l=xp<z1 < - <298 = 1.

Pri resevanju robnih problemov z metodo kolokacije privzamemo, da
numeri¢na reSitev robnega problema tocno zadoS¢a diferencialni enacbi v
notranjih kolokacijskih toékah Ti, 1 = 1 2 ,2N — 1. Ko vstavimo izraze
za odrezane HCF vrste za S5 (7. 40) (7 41) in u (7.42) v diferencialno
enacbo (3.1), dobimo 51stem hnearmh enacb ki mu pravimo kolokacijski
sistem

dQ’U,]\] duN
o) T )+ Bl) S ) + () = flw), (744
kjer je i = 1,2,...,2N — 1. Dodatno imamo Se dve enacbi, ki izvirata iz

Dirichletovih robnih pogojev (3.2)

N N-1

> apT0) = > bUR0) = A, (7.45)

: o

> apT0)+ > bUR(0) = B. (7.46)
k=0

Nadalje ozna¢imo s C € REN+TDXEN+) kolokacijsko matriko. Ele-
menti te matrike so vrednosti baznih funkcij, tj poldomenskih polinomov

A1 . h T o
CebiSeva prve in druge vrste, T}'(cos %) in U}'(cos %) sin %', izratunane

2

105



v kolokacijskih tockah. Ce mnozico baznih funkcij ozna¢imo s {gb]

2N+1
i,j=1

Jj= 0’
enaki

cij = b5(xs). (7.47)
Poleg vektorja iskanih spektralnih koeficientov u ozna¢imo z
V= (A7 f(xl)a .. 7f($2N71)a B)T

vektor funkcijskih vrednosti funkcije desne strani f enacbe (3.1) v notranjih
kolokacijskih tockah z1, 332, .oy T N-1- Prviin Zadnji element vektorja v sta

elementi matrike C' = [c¢;;];

Koeficientne funkcije «, ﬁ in v diferencialne enacbe (3.1) v splosnem
niso konstantne, pa¢ pa so funkcije neodvisne spremenljivke x. Zato je
potrebno te koeficiente aproksimirati z odrezanimi poldomenskimi Cebigev-
Fourierovimi vrstami

N N-1

a(z) may(z) = Y afTf(cosZE) + Y brUJ (cos %) sin 2,
k=0 k=0 (7.48)
N N-1

B(x) =~ On(x) = ZagT,?(cos )+ bZUk (cos &) sin 7,
k=0 k=0 (7.49)
N N-1

y(x) = yn(x) = ZCLZT,?(COS )+ b U (cos ™2) sin L.
k=0 k=0 (7.50)

Mnozenje odrezanih HCF vrst ay, Oy in vx z odrezanimi HCF vrstami
za numeric¢no resitev uy (7.40) ter prvi d“—mN (7.41) in drugi odvod d on
(7.42) izvedemo z operatorsko multiplikacijsko matriko, katere konstrukcua
je podrobno opisana v podrazdelku 7.1.2.

7 u kot prej oznacimo vektor iskanih spektralnih koeficientov ay in bg,

nato pa z

T
« (0%
u, = (ao,...,aN, 0y~ )
T
_ B
ug = (ao, aN,b .
_ y o v
u, = (ao,.. caj,b), .. b, 1)

ozna¢imo Se vektorje spektralnih koeficientov za odrezane HCF vrste ay,
By in vy (7.48 — 7.50). Nadalje oznac¢imo z

~ ~ T
nd — ~Q ~ (03 (%
Uy = (ao,...,aN,bO,...,bN_l)

vektor spektralnih koeficientov odrezane poldomenske Cebisev-Fourierove

d2upn
vrste za produkt ay “73%, z
- T
iy = (ag,.. b B, ...,b/f\,fl)
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vektor spektralnih koeficientov za produkt Gy dé‘—;’ ter z

- - T
R % =Y 7Y o
u, = (%v"-va]\hbm--wijq)

vektor spektralnih koeficientov za produkt vy un. Zveze med koeficienti so
podane z ena¢bami

U, =F,u’, ug=Fzu, u,=F,u, (7.51)

kjer so Iy, Fjg in F, multiplikacijske matrike, ki so definirane z linearno zvezo
(7.35). Nazadnje oznacimo z L € RN+1)x(2N+1) diferencialno operatorsko
matriko

L =F,D?+ FsD + F,, (7.52)

ki pripada diferencialni enacbi (3.1), kjer je D matrika odvodov (7.16), Fy,
Fg in F, pa so multiplikacijske matrike (7.35).
Linearni sistem enacb (7.44 — 7.46) lahko tedaj zapiSsemo v matri¢ni
obliki
Uu=v, (7.53)

kjer je matrika U € RENTDX(2N+1) konstruirana takole. Najprej zmnozimo
kolokacijsko matriko C' in operatorsko matriko L, da dobimo produkt C' L,
ki v matri¢ni obliki predstavlja matriko koeficientov sistema linearnih enacb
(7.44), nato pa zamenjamo prvo in zadnjo vrstico tako dobljene matrike s
prvo in zadnjo vrstico kolokacijske matrike C, da zadostimo Dirichletovima
robnima pogojema (7.45) in (7.46).

Resitev linearnega sistema (7.53) je vektor iskanih spektralnih koefi-
cientov odrezane poldomenske Cebigev-Fourierove vrste za numeri¢no resitev
linearnega dvotockovnega robnega problema (3.1) in (3.2). Mnozenje s
kolokacijsko matriko C' vrne vektor vrednosti numeri¢ne resitve v kolokacij-
skih vozlih, tj. tockah Cebiseva.

7.3 Analiza napake

V tem razdelku bomo obravnavali analizo napake in red konvergence za
nov razred Cebisev-Fourierovih kolokacijskih spektralnih metod, ki smo jih
konstruirali v razdelku 7.2. Za dokaz konvergence metode in oceno na-
pake za numeri¢no resitev se opremo na tehnike za oceno napake, ki jih
najdemo v C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni in T. A. Zang [11]
ter v J. Shen, T. Tang in L. Wang [51] in smo jih na kratko predstavili
v razdelku 3.6. Ker je poldomenska Cebisev-Fourierova vrsta posplosena
trigonometri¢na vrsta, ki je reorganizirana po (ortogonalnih) poldomenskih
polinomih Cebiseva prve in druge vrste, sledimo korakom za oceno napake
za Fourierove kolokacijske spektralne metode. Analiza napake in reda kon-
vergence je podrobno opisana v poroc¢ilu B. Orel in A. Perne [45].
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Omejimo se na reSevanje linearnih dvotockovnih robnih problemov s
homogenimi Dirichletovimi robnimi pogoji na intervalu [—1, 1]

Lu = f, (7.54)
w(=1) =u(l) = 0, (7.55)

kjer je, kot obi¢ajno, £ linearni diferencialni operator (1.6).

Primeren Hilbertov prostor za analizo napake je L?(—1,1), tj. prostor
vseh s kvadratom integrabilnih funkcij na intervalu [—1,1]. V tem prostoru
je operator £ neomejen. Oznacimo z

1
(u, v) = / w(@)o(z) da (7.56)

primeren skalarni produkt v prostoru L?(—1,1) in z |jul|2 = (u,u)/? pri-

padajo¢o normo. Poleg tega naj bo Ty C L?(—1,1) podprostor vseh trigo-
nometri¢nih polinomov stopnje kve¢jemu N, ki zados¢ajo homogenim rob-
nim pogojem (7.55). Nadalje ozna¢imo z (u, v)n primeren diskretni skalarni
produkt s pripadajoco diskretno normo ||u||y = (u, u)}f Numeri¢na resitev
uy € Tx robnega problema (7.54 — 7.55), kjer spektralne koeficiente izracu-

namo z metodo kolokacije, zado§ca enachbam

Lyun(xg) = f(zk), (7.57)
un(zo) = un(xany) = 0, (7.58)

kjer so vozli zx, k = 1,...,2N — 1, notranje kolokacijske tocke (7.43), opera-
tor Ly pa je aproksimacija operatorja L, ki jo dobimo tako, da nadomestimo
to¢ne odvode z interpoliranimi odvodi glede na enacbi (7.15) in (7.20) ter da
razvijemo koeficiente diferencialne enacbe «, § in v v pripadajoce odrezane
poldomenske Cebisev-Fourierove vrste.

Enacbe (7.54) in (7.55) lahko ekvivalentno zapisemo v §ibki obliki kot
bilinearno formo

(Lu,v) = (f,v), Yo € L*(—1,1), (7.59)

kjer u zados¢a homogenim robnim pogojem (7.55). Kolokacijsko metodo
(7.57 — 7.58) lahko tedaj zapisemo kot

(Lnun,v)N = (f,v)n,  vETN, (7.60)

kjer je uy € Twn. Analiza konvergenénih lastnosti zahteva obstoj gostega
Hilbertovega podprostora v L?(—1,1). Primerna izbira je prostor Soboljeva
(2.3)zam=1
d
HY(-1,1) = {v € L*(—1,1); d”

X

€ LQ(—l,l)}, (7.61)
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kjer sibki odvod 2 pripada prostoru L?(—1,1). Ta prostor je opremljen z
normo Soboljeva (2 5)zam =1

w2 )12
loller = (vl +11§2072) (7.62)

za katero velja |[ul| ;2 < ||u|| g1 za vse u € HY(—1,1). Opazimo, da je za vsak
N > 0, prostor Ty vsebovan v prostoru H'(—1,1). Poleg tega za analizo
konvergence potrebujemo, da operator £, oz. natanéneje bilinearna forma
(Lu,v), zadosca pogoju pozitivne definitnosti (3.80)

Ja* > 0: (Lu,u) > o |ul?pn, u€ Ty, (7.63)
in pogoju zveznosti (3.79)
JA > 0 |(Lu,v)| < A|lul|gr||v]|gr, u,v € T (7.64)

Lema 7.1 Naj bo L diferencialni operator (1.6), ki pripada enacbi (7.54),
kjer u zadoSéa homogenim robnim pogojem (7.55). Nadalje privzemimo, da
so koeficientne funkcije diferencialne enacbe o, B in v omejene in strogo
pozitivne funkcije na intervalu [—1,1].

Tedaj bilinearna forma (Lu,v), ki je doloéena z enacbo (7.59), zadosca
pogoju pozitivne definitnosti z

o' = min_{a(x), 3x),y(x)}. (7.65)
z€[—1,1]
1N pogoju zveznosti z
A =3 max {a(x),[(x),v(x)}. (7.66)
z€[—1,1]

Dokaz: Ker je za vsak u € H'(—1,1)

1
(Lu,u) / (a(z)u” + B(z)u' + y(z)u) udx

—1

1 1
= / T)u udx—i—/ B(z)u udac+/ y(z)u"udz
-1 1

1 1 1
> rfmll ]{oz( x), B(x),y(x)} / (u’)2 d:z:+/ u’uder/ u? dz
faS 1 _ — —
1 1 0 1
= d
o [ e
= a Hu||H17
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kjer v drugi vrstici uporabimo integracijo po delih (per partes), je pogoj
pozitivne definitnosti (7.63) za bilinearno formo (7.59) izpolnjen z

o’ = min {a(z),6(z),7(r)}-

z€[—1,1]

Podobno, ker je

1
(o) = | [ (@ + o + 5oy v

1
+ ‘/ uvde
—1

)

1 1
< max {a(x),B(x),v(x)} <‘/ v vdr +’/ wvdz
z€[—1,1] -1 -1
A
1
+ ’/ wv' dz
-1

1 1
A (/ w'v' dx +’/ uvdx)
—1 —1

A (/|2 vl z2 + lullz2 10" 22 + llullzz (o] 22)

VANVAN

3A |[ull g o] a1,

z uporabo integracije po delih v drugi vrstici, Cauchy-Schwartzove neenako-
sti (2.7) v tretji vrstici ter neenakosti ||u|zz < ||ullgr in ||o/| 2 < [Jullgr v
Cetrti vrstici, je pogoj zveznosti (7.64) izpolnjen z

A=3 max {a(z),8(z),7(z)}.
z€[—1,1]

O
Nadalje ozna¢imo e = uy — Ryu, kjer je u € L?(—1,1) to¢na in
uy € Txn numeri¢na reSitev robnega problema (7.54 — 7.55). Pri tem je
Ry operator projekcije iz prostora L?(—1,1) na prostor Ty. Pod pogoji
Strangove leme (izrek 3.9), ki smo jim zadostili z dokazom leme 7.1, ima
robni problem (7.60) dopustno in enoli¢no numeri¢no resitev uy € Ty, ki

zadoS¢a neenacbi (3.90)

1 , U
lunllz < &+ sup 10N

. 7.67
P A o (7.67)

Poleg tega, ker sta pogoja pozitivne definitnosti in zveznosti izpolnjena,
ocena napake za numeri¢no reSitev uy po Strangovi lemi zadoS¢a neenacbi

(3.91)

lu—unllm < flu—Ryullm + el m
1 [(@nf,e)n — (f,e)l

A

<1 + *> ||U — RNuHHl + -
o @ lell
i |(£RN’LL, 6) — (QN,CNRN’LL,G)N|

ar lell e

IA

(7.68)
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Pri tem je Qx operator projekcije iz prostora L2(—1,1) na prostor Ty
glede na diskretni skalarni produkt in Qnv je tedaj trigonometri¢ni polinom
stopnje IV, ki se ujema z v v notranjih kolokacijskih tockah (7.43) in je enak
0 v robnih tockah. Metoda je konvergentna, ¢e vsi trije ¢leni v neenacbi
(7.68) konvergirajo proti 0, ko gre N proti co. Obe konstanti o in A iz
leme 7.1 sta neodvisni od odreznega stevila N.

Spodnji izrek doloca oceno napake in stopnjo konvergence za robne
probleme oblike (7.54), kjer so koeficientne funkcije «, 5 in -, funkcija desne
strani f ter resitev u zvezno odvedljive do nekega reda m.

Izrek 7.2 Naj bo u € L?(—1,1) tocna resitev robnega problema (7.54) 2
robnimi pogoji (7.55) ter naj bo uy € Tn numeriéna resitev dobljena z
uporabo razreda Cebisev-Fourierovih kolokacijskih (CFC) metod, ki smo jih
konstruirali v razdelku 7.2. Privzemimo, da so koeficientne funkcije o, B8 in
v, funkcija desne strani f ter resitev u m-krat zvezno odvedljive. Tedaj je
ocena napake za aproksimacijo resitve za razred CFC metod enaka

A
o=l < (14 2) €N ]
+Cy N2 [ul™ | g2 + D N [ £ 2, (7.69)

kjer so konstante Cp, Co in D neodvisne od N in m.

Dokaz: Po lemi 7.1 veljata pogoja pozitivne definitnosti (7.63) in zveznosti
(7.64). Za dokaz izreka je potrebno dokazati Se, da vsi trije ¢leni v neenacbi
(7.68) konvergirajo proti 0, ko gre N — oo. Ker velja neenacba (2.19)

lu — Ryull g < Cp N7 ul™]| 2,

kjer je m red gladkosti funkcije desne strani f v diferencialni ena¢bi (7.54)
in resitve u, in ker velja neenacba

(@Qnfie)n = (fre)l _ QNS = fllallellm

|
<
lell lell

< 3N e,

je gornja zahteva izpolnjena za prva dva Clena neenakosti (7.68). Za oceno
tretjega Clena uporabimo neenakost ||v||g1 < ||v| g2, ki velja za vsak v €
H?(—1,1), kjer je

H?*(-1,1) = {v € L*(-1,1);v/,v" € L*(-1,1) },
prostor Soboljeva opremljen z normo

1/2
lollaz = (Iloll72 + [1]1Z2 + 10"172)

i
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Diferencialni operator £ je v prostoru H?(—1,1) omejen (glej G. Leoni [42]
ali W. P. Ziemer [63]). Velja ocena

|(£RNU, 6) — (QNENRNU) €)N|
lell g
|LRNu — QNENRNul| g e] g

el g1
< ||LRyu — Lu| g1 + ||[Lu — QnLyu|| g + [|QNLvu — QN Ly Ryul| g1
< Lz 1Bvu = ullgz + If —@nfllm + |@nLEnl a2 [[u — Byul| e
< Oy NP7 |[ul™ | 2 4+ 5 N1 | f0m) . (7.70)
Vse konstante Cy, C5 in D so neodvisne od N in m. O

Ce so koeficientne funkcije o, 3 in =y, funkcija desne strani f ter resitev u
gladke ali analiti¢ne funkcije na neki domeni, ki vsebuje interval [—1, 1], tedaj
ima pod pogoji izreka 6.9 Cebisev-Fourierova kolokacijska (CFC) metoda
spektralno konvergenco. Dokaz spodnjega izreka, ki dolo¢a oceno napake
in stopnjo konvergence za robne probleme (7.54) z analiti¢nimi funkcijami,
sledi dokazu izreka 7.2 in ga ne bomo navedli.

Izrek 7.3 Naj bo u € L?(—1,1) to¢na resitev robnega problema (7.54) z
robnimi pogojgi (7.55) ter naj bo uy € Tn numericna resitev dobljena z
uporabo razreda Cebisev-Fourierovih kolokacijskih (CFC) metod, ki smo jih
konstruirali v razdelku 7.2. Privzemimo, da so koeficientne funkcije o, 8 in
v, funkcija desne strani f ter resitev u analiticne funkcije na domeni D(R),
ki je definirana v izreku 6.9. Tedaj je ocena napake za aproksimacijo resitve
za razred CFC metod enaka

lu—unll ~p~, (7.71)

kjer je p = min(3 + 2v/2,2R + V4R% — 1).

7.4 Numeric¢ni primeri

V naslednjih primerih bomo primerjali maksimalno absolutno vrednost na-
pake v odvisnosti od Stevila ¢lenov vrste za numericne resitve, ki jih dobimo z
novim razredom Cebisev-Fourierovih kolokacijskih (CFC) spektralnih metod
ter s standardnimi kolokacijskimi spektralnimi metodami Cebigeva (CC).
Splo$na ugotovitev je, da so rezultati, ki so dobljeni s CFC metodami,
vec¢inoma primerljivi z rezultati, ki so dobljeni s CC metodami, ¢eprav za
marsikateri problem napaka s CC metodo pada hitreje, tj. napaka za manjso
vrednost N doseze strojno natancénost, kot s CFC metodo. Predvsem v
primerih, ko je reSitev polinomska, je CC metoda zaradi narave aproksi-
macije bistveno boljsa. V primerih, kjer nastopajo gladke oz. analiti¢ne
funkcije, je vidna spektralna natanénost za oba tipa metod, tj. napaka pada
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eksponentno. V primerih, kjer funkcije niso gladke, ampak le nekajkrat
zvezno odvedljive, pa opazimo obnaSanje napake kot ga napoveduje izrek
7.2. Napaka s CC metodo pada nekoliko hitreje kot napaka s CFC metodo
le v nekaterih primerih, ko resitev ni gladka funkcija, pa¢ pa le nekajkrat
zvezno odvedljiva. Poleg tega dobimo boljse rezultate s CC metodo tudi v
primeru, ko je resitev problema hitro oscilirajo¢a funkcija.

Racunska zahtevnost pri CFC metodah pa je precej vecja kot pri CC
metodah, saj pri prvih nimamo na voljo podobnega orodja za doloc¢itev spek-
tralnih koeficientov kot je FFT oz. DCT pri Fourierovih metodah oz. meto-
dah Cebigeva.

Vsi prikazani primeri predstavljajo neperiodi¢ne robne probleme. Nu-
mericni zgledi (izra¢un numeri¢nih resitev ter izris slik) so izvedeni z uporabo
programskega paketa Matlab [43], kjer so ustrezne funkcijske m-datoteke in
skripte tako za CFC kot za CC metodo implementirane glede na opisane kon-
strukcije v razdelkih 7.2 in 3.4. Skozi celoten razdelek uporabljamo okrajsavi

;_ dy d?y

: !

Primer 7.4 Za prvi primer vzamemo §tiri linearne diferencialne enache
drugega reda, dve s konstantnimi in dve z nekonstantnimi koeficienti. Pri
vseh imamo Dirichletove robne pogoje.

(i) Robni problem s konstantnimi koeficienti
Yy =5y +6y=1x, y(—1)=ec 2423~ 3+, y(l)=e+2e3+ 4,
ki ima resitev
y(z) = +2e¥ + L 4 2.
(ii) Robni problem s konstantnimi koeficienti in s homogenimi robnimi
pogoji
vty 2y =a, y(=1)=0=y(),
ki ima resitev

e?(e2+3)

3et+1) o
4(eS—1) .

(-1 ©

1 2x e(
1 e+ 3

IR

y(z) =
(iii) Robni problem z nekonstantnimi koeficienti
'+ 2y +y=xcosx, y(—1)=—sinl, y(1)=sinl,

ki ima resitev
y(z) = sinz.
(iv) Robni problem z nekonstantnimi koeficienti
y' +xy =242} cosz, y(—1)=sinl, y(1)=sinl,
ki ima resitev

y(z) = xsinzx.
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Na sliki 7.3 je prikazana primerjava padanja najvecje absolutne vred-
nosti napake glede na odrezno stevilo N za numeri¢ni reSitvi, ki sta dobljeni
s CFC in CC metodo. Na levem zgornjem polju imamo primerjavo za robni
problem (i), na desnem zgornjem polju za problem (ii), na levem spodnjem
polju za problem (iii), na desnem spodnjem polju pa za problem (iv). Opa-
zimo, da za obe metodi dobimo spektralno konvergenco, saj pada napaka z
N eksponentno.

a) Maksimalna napaka glede na N b) Maksimalna napaka glede na N
0 + CebiSev-Fourier 0 + CebiSev-Fourier
10 %*+ O Cebisev | 10 O Cebisev
o+ &
_ - +
g 10 © g 10 0T
X X
© < o
& &
c 10—10 c 10—10
10715 10f15
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
N N
¢) Maksimalna napaka glede na N d) Maksimalna napaka glede na N
10° + CebiSev-Fourier | 10° + CebiSev-Fourier
n O Cebisev O CebiSev
+
g 10°
X
o
&
c 10—10
10—15
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70

N N

Slika 7.3: Primerjava najvecjih absolutnih napak numeri¢nih resitev glede
na stevilo ¢lenov vrste N s kolokacijsko metodo Cebiseva (rdeci krogei) in s
Cebisev-Fourierovo kolokacijsko metodo (modri plusi). a) Napake za robni
problem (i). b) Napake za problem (ii). c¢) Napake za problem (iii). d)
Napake za problem (iv).

Na vseh slikah pa je vidno, da napaka resitve s kolokacijsko metodo
Cebiseva pada precej hitreje kot napaka resitve s Cebisev-Fourierovo koloka-
cijsko metodo. To se odraza v tem, da doseze napaka strojno natancénost
s prvo metodo pri precej nizji vrednosti za odrezno Stevilo N kot napaka
z drugo metodo. Obravnavani robni problemi so precej enostavni, njihove
tocne resitve pa gladke neperiodi¢ne funkcije, katerih razvoj po potencah
hitro konvergira. V takih primerih je torej CC metoda ucinkovitejsa od
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CFC metode.

Primer 7.5 Za drugi primer vzamemo §tiri linearne diferencialne enache
drugega reda, prva je Eulerjeva, preostale tri so Airy-jeve, oz. Airy-jevega
tipa. Pri vseh imamo Dirichletove robne pogoje.

(i) Eulerjev robni problem
2’y —day' +6y =0, y(-1)=0, y(1)=2,

ki ima resitev
y(z) = 2% + 2°.

(ii) Airy-jev robni problem

y' —zy=0, y(=1) =1=y(1),

ki ima reSitev

Bi(—1)—Bi(1) Ai(z)

Ai(1)—Ai(—-1 .
y(%) = XmBI-D A DB S hEm Bi(®).

T A D=AI= DB

kjer sta Ai(z) in Bi(z) Airy-jevi funkciji prve in druge vrste (glej
M. Abramowitz in I. A. Stegun [1]).

(iii) Airy-jev robni problem
y" —4096zy =0,  y(-1)=1=y(1),

ki ima reSitev

_ Bi(—16)—Bi(16) : Ai(16)—Ai(—16) .
y(*) = xraeyBi(-10) AN~ 1o)B1(6) L (167) + ArTeyBi-16)- A T6)Bi(Te) B1(162)-

(iv) Airy-jev robni problem

ki ima reSitev

_ Bi(—1001)—Bi(—999) :
y(®) = Ai=o99)Bi(—1001)—Ax(—1001)Bi(=099) (% — 1000) +

Ai(—999)—Ai(—1001 .
Ai(7999)Bi((f1001))7Ai((71001))Bi(7999) Bi(z —1000).

Na sliki 7.4 je prikazana primerjava padanja najvecje absolutne vred-
nosti napake glede na odrezno Stevilo N za numeri¢ni resitvi, ki sta dobljeni
s CFC in CC metodo. Na levem zgornjem polju imamo primerjavo za robni
problem (i). V tem primeru opazimo, da je metoda CC bistveno boljsa,
kar pa ni presenetljivo, saj ima Eulerjeva diferencialna enacba, za katero
ima karakteristi¢ni polinom dve razliéni pozitivni realni nicli, polinomsko
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a) Maksimalna napaka glede na N b) Maksimalna napaka glede na N

10° + CebiSev-Fourier | 10° + CebiSev-Fourier
e, O Cebisev O Cebisev
+ +
+++ ; O
-5 + - +
g 10 +++ g 10 o Ty
g + [ +
% -10 +++ % -10 0 +++
< 10 + 1 < 10 +
B Tt +
oo 50 o oot S
10" 000 000 o 10" U
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
N N
¢) Maksimalna napaka glede na N d) Maksimalna napaka glede na N
+ CebiSev—-Fourier + CebiSev—Fourier
O Cebisev O CebiSev
s 10° s 10° Ny
8 10 S 10" | o estumsieny,
< < o)
o o O
< g 0,
c 10 5 = 10 5 +0
+ ©
+ %
-10 -10
10 10 o
" AP
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
N N

Slika 7.4: Primerjava najvecjih absolutnih napak numeri¢nih resitev glede
na stevilo ¢lenov vrste N s kolokacijsko metodo Cebiseva (rdeci krogei) in s
Cebisev-Fourierovo kolokacijsko metodo (modri plusi). a) Napake za robni
problem (i). b) Napake za problem (ii). c¢) Napake za problem (iii). d)
Napake za problem (iv).

reSitev. Z ortogonalnimi polinomi tako resitev zelo dobro aproksimiramo ze
za zelo majhne vrednosti za N, kar pa za aproksimacije s trigonometri¢nimi
funkcijami ne velja. Vseeno pa opazimo, da napaka s CFC metodo pada
eksponentno.

Na desnem zgornjem polju imamo primerjavo za robni problem (ii).
Podobno kot v zgledih primera 7.4 dobimo za obe metodi spektralno kon-
vergenco, s tem da zopet CC metoda konvergira hitreje od CFC metode. Na
levem spodnjem polju imamo primerjavo za robni problem (iii). Opazimo,
da za¢ne napaka padati Sele od nekega N dalje. Vzrok temu je, da tocna
reSitev tega problema oscilira. Napaka je za obe numeri¢ni resitvi povsem
primerljiva in od nekega N dalje pada eksponentno. Na desnem spodnjem
polju imamo primerjavo za robni problem (iv). Kot v prejsnjem primeru je
toCna resitev hitro oscilirajoca, kar ima za posledico, da napaka do nekega
N ne pada. Ko pa zatne padati, se zmanjSuje eksponentno. Opazimo,
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da doseze v tem primeru napaka numeri¢ne resitve s CFC metodo strojno
natancnost prej kot napaka numeric¢ne resitve s CC metodo.

Primer 7.6 Za tretji in zadnji primer vzamemo §tiri linearne diferencialne
enacbe drugega reda, katerih to¢ne resitve niso gladke, ampak so samo nekaj-
krat zvezno odvedljive. Pri vseh imamo Dirichletove robne pogoje.

(i) Robni problem
'+ laly +y =6z + 2% + 327, y(-1) =1, y(1)=1,
ki ima dvakrat zvezno odvedljivo resitev
y(z) = |2°].
(ii) Robni problem
Y —2lzly + 3y = 12z|x| + 323|x| — 82, y(—1)= -1, y(1)=1,
ki ima trikrat zvezno odvedljivo resitev

y(z) = 2°|a].

(iii) Robni problem
y'+20zly —y = 202%|2| — 2| +102°, y(-1)=1, y(1)=1,
ki ima stirikrat zvezno odvedljivo resitev

y(a) = a*zl.

(iv) Robni problem
y' = |zly’ + 2y = 302°|z| + 22°|x| - 62°, y(-1)= -1, y(1)=1,
ki ima petkrat zvezno odvedljivo resitev

y(z) = a°|a].

Na sliki 7.5 je prikazana primerjava padanja najvecje absolutne vred-
nosti napake glede na odrezno stevilo IV za numeri¢ni resitvi, ki sta dobljeni
s CFC in CC metodo. Koeficienti diferencialne enacbe, funkcija desne strani
ter tocna reSitev so v vseh primerih zgolj nekajkrat zvezno odvedljive, torej
niso gladke. Posledi¢no opazimo, da maksimalna absolutna napaka glede na
Stevilo ¢lenov N ne pada eksponentno, torej v tem primeru nimamo spek-
tralne natancénosti.
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a) Maksimalna napaka glede na N b) Maksimalna napaka glede na N

+ CebiSev-Fourier + CebiSev-Fourier
o Cebhisev o Cebhisev
— 1N? -1 & — 1N?
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]
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Slika 7.5: Primerjava najvecjih absolutnih napak numeriénih resitev glede
na stevilo ¢lenov vrste N s kolokacijsko metodo Cebiseva (rdeci krogei) in
s Cebigev-Fourierovo kolokacijsko metodo (modri plusi). Prikazana je tudi
referencna vrednost 1/N* za oceno napake. a) Napake za robni problem (i),
k = 2. b) Napake za problem (ii), £ = 3. c¢) Napake za problem (iii), k = 4.
d) Napake za problem (iv), k = 5.

Na levem zgornjem polju imamo primerjavo za robni problem (i). Opa-
zimo, da je napaka za obe metodi povsem primerljiva in je reda O (1 /N 2).
Na desnem zgornjem polju imamo primerjavo za problem (ii). Tudi tu do-
bimo primerljivo napako za obe metodi, ki je reda O (1/N3). Na levem
spodnjem polju imamo primerjavo za problem (iii). Povsem primerljiva na-
paka je reda O (1/N4). Na desnem spodnjem polju imamo primerjavo za
problem (iv). V tem primeru pa se izkaze, da napaka s CFC metodo pada
nekoliko hitreje kot napaka s CC metodo. Obe napaki sta reda O (1 /N 5).
Na primeru robnih problemov, kjer ne nastopajo gladke funkcije, opazimo,
da je CFC metoda vsaj tako dobra kot CC metoda, v nekaterih primerih pa
celo boljsa.
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Poglavje 8

Linearni evolucijski problemi

V tem poglavju bomo obravnavali konstrukcijo Cebigev-Fourierovih koloka-
cijskih spektralnih metod za resevanje (posplosenih) toplotnih enacb parabo-
licnega (problem 1.4) ter (posplosenih) valovnih enacb hiperboli¢nega tipa
(problem 1.5). Pri teh problemih nastopa ena prostorska in ena Casovna
spremenljivka, ki ju obravnavamo lo¢eno. Numeri¢no resitev problema (4.5
— 4.7) in problema (4.27 — 4.29) tako is¢emo v dveh korakih, kot smo to
naredili v ¢etrtem poglavju, kjer smo obravnavali konstrukcijo kolokacijskih
spektralnih metod Cebiseva.

Za diskretizacijo po prostorski spremenljivki na intervalu [—1, 1] upora-
bimo kolokacijske spektralne metode, ki smo jih konstruirali v sedmem
poglavju, da dobimo zacetni problem (4.1) oblike

u=f(t,u), u(ty) = uy,

ki ga resimo z uporabo bodisi standardne eksplicitne metode Runge-Kutta
Cetrtega reda (4.2), bodisi eksplicitne Magnusove metode ¢etrtega reda (4.4).
V primeru posplosenega hiperboli¢nega problema (4.27 — 4.29) najprej uve-
demo novo spremenljivko, da linearno diferencialno ena¢bo drugega reda
prevedemo na sistem dveh linearnih diferencialnih enacb prvega reda.

Obravnavali bomo zgolj konstrukeijo Cebisev-Fourierovih kolokacijskih
(CFC) metod, ne pa tudi analize napake in reda konvergence. To velja tako
za CFC metodo za posploSene toplotne enacbe kot tudi za CFC metodo
za posplosene valovne enacbe. V obeh primerih ostaja analiza konvergence
odprto vprasanje, kar je podlaga za nadaljnje raziskovalno delo na tem po-
droc¢ju. Kljub temu pa bomo za oba primera pokazali nekaj numeri¢nih zgle-
dov, ki potrjujejo spektralno natan¢nost za gladke oz. analiticne funkcije in
kazejo na primerljivost Cebisev-Fourierovih kolokacijskih spektralnih metod
in kolokacijskih spektralnih metod Cebiseva (CC).

V nadaljevanju poglavja uporabljamo okrajsave za parcialne odvode:
Up = 8 gy = B8y = iy gy, = S

T = gp Une = 5z2, Wt = g tt = o
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8.1 Konstrukcija Cebisev-Fourierove kolokacijske
metode za posplosene toplotne enacbe

Zanimajo nas linearni evolucijski problemi (4.5) v eni dimenziji oblike
Ut = Oé(:E, t)uxx + 6($7 t)ul + 7($a t)u + (S(l‘, t),

kjer je x € [—1,1], t > 0, koeficientne funkcije o, 3, v in 6 pa so v splosnem
odvisne od obeh spremenljivk. Poleg enacbe imamo podan tudi zacetni
pogoj (4.6)

U(LU,O):f(LU), (S [_171]

ter Dirichletove robne pogoje (4.7)
u(=1,t) =g(t), wu(l,t)="hn(t), t=>0,

ki naj bodo konsistentni: g(0) = f(—1), h(0) = f(1).

Konstrukcijo Cebisev-Fourierove kolokacijske (CFC) metode izvedemo
podobno kot konstrukcijo kolokacijske metode Cebiseva. Toéno resitev u
diferencialne enacbe (4.5) aproksimiramo z odrezano poldomensko Cebigev-
Fourierovo (HCF) vrsto PV (6 10), ki je razvita po poldomenskih polinomih
Cebiseva prve T[f in druge U i vrste

N-1
u(x,t) =~ PN (x,t) Zak )T} (cos Z2) + Zbk(t)Uk (cos &) sin &F, (8.1)
k=0

kjer so koeficienti ax in b; funkcije odvisne od ¢asovne spremenljivke ¢ in
kjer je N odrezno stevilo vrste, ki je povezano s §tevilom iskanih spektralnih
koeficientov. Za odrezno stevilo N imamo tako 2N + 1 koeficientov. Par-
cialne odvode v enacbi (4.5) prav tako aproksimiramo z odrezanimi HCF
vrstami tako, da odvajamo vrsto (8.1)

N N-1
up(z,t) = PN(x,t) = > an(®)T(cos )+ Y b(t)Up (cos I) sin ZF,
k=0

=0 (8.2)
N N—-1
ug(z,t) ~ PN(x,t) = Za;ﬂ(t)T,?(cos )+ Z b, () UL (cos T2 ) sin =2,
k=0 k=0
(8.3)
N N-1
Uy =~ PN (2,t) = Za”() (cos ) + Zb” YUP (cos =& ) sin 75F
k=0
(8.4)

Pri tem so koeficienti a, in b; odvodi osnovnih koeficientov a; in by po
spremenljivki ¢, koeficiente ay, by, a}, b}, aj in b} pa povezujeta matriéni
enacbi

W=Du in u =D?u, (8.5)
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kjer je D operatorska matrika odvajanja (7.16), ki je konstruirana in po-
drobno opisana v podrazdelku 7.1.1. Spektralne koeficiente odrezanih HCF

vist PN, PN in PN po vrsti oznagimo z

u(t) = (ao(t),al(t),...,aN(t),bo(t),bl(t),...,bN_l(t))T,
6 ,1t)v"'7a/N(t)ﬂb6(t)7bll(t)7"" IN*l(t))T7
w'(t) = (ag(t),af(t), ..., ax (1), b5, B (1), ..., br_1()"

Nato z odrezanimi HCF vrstami aproksimiramo tudi koeficientne funk-
cije a, (B in y

=

b2 () U (cos ) sin &F

(8.6)

N
alz,t) ~ an(z,t) = Zag(t)T,?(cos )+

I

B
Il
o

=

ap ()T (cos =) + 3 b7 (1)U (cos ™) sin =2,

WE

B(z,t) =~ Bn(z,t) =

i~

£
Il
o

(8.7)
N N-1
y(z,t) ~yy(z,t) = Zal(t)T,?(cos )+ b (t)U}(cos Z2) sin 22,
k=0 k=0
(8.8)
kjer z
wa(t) = (a§(t),. k() 05(8), . bR, ()",
ws(t) = (af(0)...ad (005005 (1) .

(t), - ade(£),b0(1), - bl (0) T

~ ~ T
() = (@50, aR (OB 0. By (0)
is() = (0, a0, o)
W) = (@0 0.5, By, 0)

po vrsti ozna¢imo koeficiente produktov ax P, BxPYN in vy P, ki nasto-
pajo v aproksimaciji enacbe (4.5) z odrezanimi poldomenskimi Cebisev-
Fourierovimi vrstami. Povezava med koeficienti u,, g, 0, in koeficienti
u, ', u” je podana z matri¢nimi zvezami

u, =F,u", ug=Fzu in u,=F,u, (8.9)
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kjer so Fy, Fj in F, operatorske multiplikacijske matrike (7.35), ki pripadajo
posameznim koeficientnim funkcijam. Konstrukcija teh matrik je podrobno
opisana v podrazdelku 7.1.2.

Nadalje razvijemo tudi nehomogeni del ena¢be § v odrezano HCF vrsto

d(z,t) = dn(z,t) = Zak )T ( cos &) —i—z:b‘S tup (cos %) sin 7,

(8.10)
kjer z

wst) = (a(0)....ak (0. 88(0). ...y 1 (1)

ozna¢imo vektor pripadajocih spektralnih koeficientov.

Za izracun spektralnih koeficientov a; in by uporabimo metodo koloka-
cije, kjer za kolokacijske vozle izberemo tocke Cebiseva x; = — cos (2 N)
i =0,1,...,2N, (3.11), da dobimo sistem navadnih diferencialnih enacb
prvega reda

N-1
()T (cos Z2) + > by(t)U} (cos 5t ) sin T
k=0

-0

(a0 + () + al(0) + al(t)) T (cos 752)

i

0

+Z<ba )+ () + B(t) + bi(1) ) Uf (cos 75 s

T2 (3.11)

za notranje kolokacijske tocke x;, ¢ = 1,2,...,2N — 1. Naj bo nadalje C €
REN+D)X(2N+1) kolokacijska matrika vrednosti poldomenskih polinomov Ce-
biseva v kolokacuslah vozlih, kjer ozna¢imo c(z;) = cos 5* in s(x;) = sin 5,

i=1,2,...,2N —

[ Ty(c(x0)) Ty (e(xr) -+ T3 (e(zan)) |
T _ T} (c(wo)) Ti(e(z)) -+ Ti(c(aan))
Ul (c(zo))s(xo)  Ug(c(zr))s(zr) -+ Uf(c(zan))s(zan)
| Up_y(e(wo))s(xo)  Up_y(c(x1))s(z1) -+ Up_y(c(wan))s(zan) |
(8.12)

in naj bo L € REN+DXEN+1) diferencialna operatorska matrika
L=F,D*+F3;D+F, (8.13)

ki pripada diferencialni enacbi (4.5). Kolokacijska matrika C' je obrnljiva.
Vse operatorske matrike D, F,, Fjg in F), so reda (2N +1) x (2N +1). Sistem
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(8.11) lahko zapiSemo v matri¢ni obliki

Cu=CLu+ C us, (8.14)
kjer z

. ) ) . . T

a(t) = (ao(t),..,an(t),bo(t), ... by (1))
oznacimo vektor spektralnih koeficientov odrezane HCF vrste PY in kjer je
C € RCN-DX(@N+1) matrika C brez prve in zadnje vrstice.

Nazadnje upostevamo Se Dirichletove robne pogoje tako, da sistemu
(8.11) dodamo enacbi

N N-1

PN(=1,t) = > ar(®T0) = > bk()UL0) = g(t),  (8.15)
Wy v

PN(Lt) = > ap@®T0)+ Y be(UL0) =h(t).  (8.16)
k=0 k=0

Na ta nacin iz sistema linearnih diferencialnih ena¢b dobimo sistem linearnih
diferencialno-algebrai¢nih ena¢b (DAE), ki ga lahko resimo z uporabo katere
izmed metod za reSevanje sistemov DAE. Druga moznost, ki pa ne deluje
vedno, zagotovo pa v primeru homogenih robnih pogojev, je, da enacbi (8.15)
in (8.16) odvajamo po ¢asovni spremenljivki

N N—-1
D a®T0) = Y b(UR0) = §(t), (8.17)
k=0 k=0

N N—-1
D arOTEO0) + Y be(OUL0) = h(t), (8.18)
k=0 k=0

in sistemu (8.11) dodamo enachi (8.17 — 8.18). Sistem (8.14) tako zapiSemo
v obliki
u(t) = U u(t) + as(t), (8.19)

kjer je matrika U dobljena kot produkt inverzne kolokacijske matrike C~! z
matriko C' L iz sistema (8.14), ki ji dodamo zgoraj in spodaj po eno vrstico
samih nicel, vektor d pa je dobljen tako, da matriko C~! pomnozimo z
nehomogenim delom C' d sistema (8.14), ki mu zgoraj in spodaj dodamo
odvoda robnih pogojev, ki sta podana z ena¢bama (8.17 — 8.18).

Koeficientne funkcije a in by nato izraCunamo tako, da resimo sistem
linearnih diferencialnih enacb prvega reda (8.19), kjer prvi (homogeni) del
sistema resimo z Magnusovo metodo (4.4) ali z Runge-Kutta metodo (4.2)
cetrtega reda. Vektor zacetnih vrednosti dobimo iz zacetnega pogoja (4.6),
ko funkcijo f razvijemo v odrezano HCF vrsto

N
%Z)\ka cos ) + Z.“kUk cos 75" ) sin 7f (8.20)
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kjer z ug = (Ao, A1, ..« AN, fo, (1, - - .,uN,l)T oznacimo vektor pripadajocih
spektralnih koeficientov.

Konstrukcijo Cebisev-Fourierove kolokacijske (CFC) metode bomo v
naslednjih numeriénih zgledih primerjali s kolokacijsko metodo Cebiseva
(CC) za nekatere preproste (posplosene) toplotne enacbe.

Primer 8.1 Pokazali bomo tri primere (posplosenih) toplotnih enacb.

(i) Prvi primer je toplotna enac¢ba s homogenimi Dirichletovimi robnimi
pogoji in sinusno zacetno porazdelitvijo toplote na intervalu [—1, 1]

Ut = Ugg,
u(z,0) = sin(7x), x € [—1,1],
u(—1,t) = wu(l,t) =0, t>0,
ki ima reSitev
2
u(z,t) = e ™ tsin (7).
(ii) Drugi primer je posploSena toplotna enacba (paraboli¢nega tipa) s

homogenimi Dirichletovimi robnimi pogoji in sinusno za¢etno porazde-
litvijo toplote na intervalu [—1, 1]

U = Ugg + U,
u(z,0) = sin(27z), x € [-1,1],
u(=1,t) = wu(l,t) =0, t>0,
ki ima resitev ,
u(z,t) = e~ "Dlgin (27a).

(iii) Tretji primer je toplotna enaéba s homogenimi Dirichletovimi robnimi
pogoji in sinusno zacetno porazdelitvijo toplote na intervalu [—1, 1]

uy = éumfza
u(z,0) = sin(87x), x € [—-1,1],
u(—1,t) = wu(l,t) =0, t>0,
ki ima reSitev
2
u(z,t) = e ™ 'sin (87z).

Tako zacetna porazdelitev toplote kot to¢na reSitev v tem primeru
hitreje oscilirata.

Robni in zagetni pogoji so konsistentni. Numeri¢no resitev is¢emo
s kolokacijsko metodo Cebiseva (CC) in s Cebisev-Fourierovo kolokacijsko
metodo (CFC). Enacbo resimo za razli¢ne vrednosti odreznega stevila N ter
primerjamo dobljene numericne resitve s tocno ob ¢asu ¢t = 1. Diskretizacijo
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po ¢asovni spremenljivki ¢ napravimo z Magnusovo metodo Cetrtega reda
(4.4). Vsi trije zgledi so zelo preprosti, saj so koeficientne funkcije v vseh
primerih konstantne, nehomogeni del je nicelen, robni pogoji pa homogeni.
Sistem 8.19 je tedaj homogen, matrika, ki nastopa v Magnusovi metodi,
pa konstantna, kar omogoca diskretizacijo po ¢asovni spremenljivki v enem
koraku.

a) Maksimalna napaka glede na N za primer (i): u=u.

0 T T T
g0 T + 4 +  Cebisev—Fourier |
-5 [ + + .
< 10 T+ O Cebisev b
g 10 ®o, T, Shs05658850 8 ]
S oL 6600000058508 85858 0900 |
| | | | | |
0 10 20 30 40 50 60
N
b) Maksimalna napaka glede na N za primer (ii): u=u +u
0 T T T
© 10 r Ty + CebiSev—Fourier |
8 .5 o+ 4 % 4
< 10 o + 4 O  Cebisev
_ o + o+
S 10701 o5 T+ +6+6+++ 4
Clo—157 Ooooooooooéeatb@o 0?2000 |
| | | | | |
0 10 20 30 40 50 60
N
¢) Maksimalna napaka glede na N za primer (iii): u = 1/64uxX
0 T T T T T T
61075’ @@®@®®E§5g++++++++++ + CebiSev-Fourier |
<10 f OOOOOOO +++++g Cebigev .
2 070L O06 e+
C107157 ©0000000000000 |
| | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70

N

Slika 8.1: Primerjava najvec¢jih absolutnih napak numeri¢nih resitev glede
na odrezno stevilo N s kolokacijsko metodo Cebiseva (rdeci krogci) in s
Cebisev-Fourierovo kolokacijsko metodo (modri plusi) pri resevanju a) os-
novne toplotne enacbe (i) uy = ugy, b) posplosene toplotne enacbe (ii)
Ut = Ugy + u in ¢) toplotne enacbe (iii) uy = 1/64uy,, ki ima hitreje os-
cilirajoco resitev.

Slika 8.1 prikazuje primerjavo najvecjih absolutnih napak numeri¢nih
resitev glede na odrezno §tevilo N z metodama CC in CFC za primer (i)
na sliki a) (zgoraj), za primer (ii) na sliki b) (na sredini) ter za primer (iii)
na sliki c¢) (spodaj). Opazimo, da pri obeh metodah maksimalna absolutna
vrednost napake pada eksponentno, tj. dobimo spektralno natanénost. V
vseh treh primerih, tudi ko to¢na resitev hitreje oscilira, napaka pada hitreje
z uporabo CC kot z uporabo CFC metode. V primeru (iii) na sliki ¢) za¢ne
napaka padati Sele od nekega N dalje za obe metodi.
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8.2 Konstrukcija Cebisev-Fourierove kolokacijske
metode za posplosene valovne enacbe

Zanimajo nas linearni evolucijski problemi (4.27) v eni dimenziji oblike
Ut = 04(1'7 t)um? + ,8(.%, t)um + 7(x7 t)u + (5(.%, t)7

kjer je z € [—1,1], t > 0, koeficientne funkcije o, 3, v in 0 pa so v splosnem
odvisne od obeh spremenljivk. Poleg enacbe imamo podana tudi zacetna
pogoja (4.28)

u(x70) :fl(a;)v ut(x,O) :f2<$), HAES [_171]
ter Dirichletove robne pogoje (4.29)
u(=1,t) =g(t), wu(l,t)="hn(t), t=>0,

ki naj bodo konsistentni: ¢(0) = fi(—1), h(0) = fi(1), ¢'(0) = fo(-1),
B(0) = fa(1).

Konstrukcijo psevdospektralne Cebisev-Fourierove (CFC) metode za
reSevanje posplosenih valovnih enac¢b (4.27) hiperboli¢nega tipa izvedemo na
podoben nacin kot za resevanje posplosenih toplotnih enach (4.5) paraboli-
¢nega tipa v razdelku 8.1. Totno resitev w diferencialne enacbe (4.27)

aproksimiramo z odrezano poldomensko Cebisev-Fourierovo (HCF) vrsto
PN (8.1)

N N-1
u(z,t) ~ PV (x,t) = Zak(t)T,?(cos )+ Z b (1)U (cos TF) sin IF,
k=0 k=0

kjer je N odrezno Stevilo. Parcialne odvode v enac¢bi (4.27) prav tako
aproksimiramo z odrezanimi HCF vrstami (8.2 — 8.4), kjer poleg nastetih
potrebujemo Se drugi odvod po t

N N-1
up(z,t) = PY(x,t) = Y an(t)T{ (cos ) + > bp(t)Uf (cos ) sin 7.
k=0 k=0

(8.21)

Pri tem so koeficienti dj, in bk drugi odvodi osnovnih koeficientov ag in by po
spremenljivki . Koeficientne funkcije «, 8 in v aproksimiramo z odrezanimi
HCF vrstami (8.6 — 8.8), nehomogeni del enacbe § pa z vrsto (8.10).

Za izracun spektralnih koeficientov a; in by uporabimo metodo koloka-
cije, kjer za kolokacijske vozle izberemo tocke Cebiseva z; = — cos (2’—]7(,),
i =0,1,...,2N, (3.11), da dobimo sistem navadnih diferencialnih enacb
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drugega reda

N-1
()T} (cos 1) + ) by()Uf (cos T4 sin T2
k=0

g a-

(@@ +agw) + ) +al(t)) T (cos 52)

il

0

+Z(ba 1) + (1) + B(1) + (1)) U (cos 754) sin ™

2 (8.22)

za notranje kolokacijske tocke z;, 1 = 1,2,...,2N —1. Naj bodo C kolokacij-
ska matrika (8.12), C' njena podmatrika brez prve in zadnje vrstice ter
L diferencialna operatorska matrika (8.13), ki pripada diferencialni enacbi
(4.27) in kjer so D, Fy, Fj in F, matrike dane z enacbami (8.5) in (8.9).
Sistem (8.23) lahko zapisemo v matri¢ni obliki

Ci=CLu+Cd, (8.23)
kjer z ,
i(t) = (do(t), L an(t), bo(D), .. .,BN,l(t))

oznaéimo vektor spektralnih koeficientov odrezane HCF vrste P/ .

Nazadnje upostevamo Se Dirichletove robne pogoje tako, da sistemu
(8.22) dodamo enacbi (8.15) in (8.16) in dobimo sistem DAE, katerega
refitev obravnavamo enako kot v razdelku 8.1, da dobimo sistem (8.23)
v obliki

u(t) = U u(t) + us(t). (8.24)

Resitev tega sistema so iskane koeficientne funkcije ag in bg. Prvi
(homogeni) del sistema (8.24) najprej z uvedbo novih spremenljivk y; = u
in y5 = u za katere velja

yi = u =y,
y = u="Uyy,
prevedemo na sistem linearnih diferencialnih enacb prvega reda
Vi 0 I } [ Y1 ]
! = . ) 8.25
HEEEIRE (8:25)

Sistem (8.25) resimo z Magnusovo metodo (4.4) ali z Runge-Kutta metodo
(4.2) cetrtega reda. Vektor zacetnih vrednosti dobimo iz zacetnih pogojev
(4.28), ko funkciji f1 in fy razvijemo v odrezani HCF vrsti

N N-1
Z)\ka cos 75 + Z Ul (cos =& ) sin 7, (8.26)
= k=0
Zl/ka cos 75°) + anUk cos 75" ) sin 75 (8.27)
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kjer z up = (Ao, -« - AN, 40y - - UN—15 V0« - - VN, 10, - - .nN,l)T oznac¢imo zdru-
zen vektor pripadajocih spektralnih koeficientov.

Konstrukcijo Cebisev-Fourierove kolokacijske (CFC) metode bomo v
naslednjih numeriénih zgledih primerjali s kolokacijsko metodo Cebiseva
(CC) za nekatere preproste (posplosene) valovne enacbe.

Primer 8.2 Pokazali bomo tri primere (posplosenih) valovnih enacb.

(i) Prvi primer je valovna enac¢ba s homogenimi Dirichletovimi robnimi
pogoji, sinusnim zacetnim valom ter nicelno zacetno hitrostjo na in-
tervalu [—1,1]

Ut = Ugg,
w(z,0) = —ysin(7z), z € [-1,1],
ut(xz,0) = 0, z e [—1,1],
u(=1,t) = wu(l,t) =0, t >0,
ki ima resitev
u(z,t) = —7%2 cos (mt) sin (7).

(ii) Drugi primer je posplosena valovna enacba s homogenimi Dirichle-
tovimi robnimi pogoji, sinusnim zaCetnim valom ter nic¢elno zacetno
hitrostjo na intervalu [—1, 1]

Uy = Uy + 3720,
u(z,0) = sin(27z), x € [-1,1],
ut(z,0) = 0, x € [-1,1],
u(=1,t) = wu(l,t) =0, t >0,
ki ima resitev
u(z,t) = cos (mt) sin (27z).
(iii) Tretji primer je valovna enacba s homogenimi Dirichletovimi robni-

mi pogoji, sinusnim zacetnim valom ter nicelno zacetno hitrostjo na
intervalu [—1,1]

Ut = 6L4U:c:ca
u(z,0) = sin(87x), x € [-1,1],
ut(z,0) = 0, x € [-1,1],
u(—1,t) = wu(l,t) =0, t>0,
ki ima reSitev

u(zx,t) = cos (mt) sin (87x).

Tako zacetni val kot toéna resitev v tem primeru hitreje oscilirata.
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Robni in zacetni pogoji so konsistentni. Numeri¢no reSitev is¢emo
s kolokacijsko metodo Cebiseva (CC) in s Cebisev-Fourierovo kolokacijsko
metodo (CFC). Enacbo resimo za razli¢ne vrednosti odreznega Stevila N ter
primerjamo dobljene numeri¢ne resitve s to¢no ob ¢asu ¢ = 1. Diskretizacijo
po ¢asovni spremenljivki ¢ napravimo z Magnusovo metodo Cetrtega reda
(4.4). Vsi trije zgledi so zelo preprosti, saj so koeficientne funkcije v vseh
primerih konstantne, nehomogeni del je nicelen, robni pogoji pa homogeni.
Sistem 8.24 je tedaj homogen, matrika, ki nastopa v Magnusovi metodi,
pa konstantna, kar omogoca diskretizacijo po ¢asovni spremenljivki v enem
koraku.

a) Maksimalna napaka glede na N za primer (i): u,=u.

0 T T T
g 0T + 4, +  Cebisev-Fourier |
® 10 OCo Tt 44, O Cebisev .
% 10_10 © O tot + + 35 6 6 a
ClO_lsf oooooooé@ééﬁééééé o} |
| | | | | |
0 10 20 30 40 50 60
N
b) Maksimalna napaka glede na N za primer (ii): U, =u + 3 u
0 T T T T
g 0T S5+ 44, . +  Cebigev—Fourier |
E 107107 SIS o T4, . O Cebisev 7
g 10 Cooo0p00bbooeddEdEdd i
-15
10 L ! 1 1 1 | | ]
0 10 20 30 40 50 60
N
¢) Maksimalna napaka glede na N za primer (jii): u, = l/64uxx
0 T T T T T T
g 0T @®®®@®®®665533++++ . + CebiSev-Fourier |
< 10 ©oq * 4+ 4+Q  Cebisev 7
& 10°F oo + +4t
g 15 000000000000
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | | i
0 10 20 30 40 50 60 70

N

Slika 8.2: Primerjava najvec¢jih absolutnih napak numeri¢nih resitev glede na
odrezno tevilo N s kolokacijsko metodo Cebiseva (rdeéi krogei) in s Cebigev-
Fourierovo kolokacijsko metodo (modri plusi) pri reSevanju a) osnovne va-
lovne enacbe (i) us = Ugze, b) posplosene valovne enacbe (i) uy = tgze+372u
in ¢) valovne enacbe (iii) uy = 1/64ugy,, ki ima hitreje oscilirajoco resitev.

Slika 8.2 prikazuje primerjavo najvecjih absolutnih napak numeri¢nih
resitev glede na odrezno §tevilo N z metodama CC in CFC za primer (i)
na sliki a) (zgoraj), za primer (ii) na sliki b) (na sredini) ter za primer (iii)
na sliki ¢) (spodaj). Opazimo, da pri obeh metodah maksimalna absolutna
vrednost napake pada eksponentno, tj. dobimo spektralno natan¢énost. V
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vseh treh primerih, tudi ko to¢na resitev hitreje oscilira, napaka pada hitreje
z uporabo CC kot z uporabo CFC metode. V primeru (iii) na sliki ¢) za¢ne
napaka padati Sele od nekega N dalje za obe metodi.

Primeri, ki so prikazani v tem poglaviju, kazejo na to, da se da Cebisev-
Fourierovo kolokacijsko metodo uporabiti tudi za reSevanje posplosenih to-
plotnih in valovnih enacb paraboliénega oz. hiperbolicnega tipa. Zal pa
raziskovalno delo za te tipe linearnih evolucijskih enacb Se ni prineslo rezul-
tatov za analizo napake in reda konvergence, kar ostaja odprto vprasanje
za v bodoce. Zgledi pa kazejo na spektralno konvergenco za probleme v
katerih nastopajo gladke oz. analiticne funkcije. V vseh prikazanih primerih
pa je hitrost konvergence za kolokacijsko metodo Cebiseva hitrejsa kot za
Cebisev-Fourierovo kolokacijsko metodo.
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Poglavje 9

Sklep

Spektralne metode so poleg metod koné¢nih razlik in metod konénih ele-
mentov eden izmed pomembnejsih razredov numeri¢nih metod za reSevanje
robnih problemov, tako pri navadnih kot tudi pri parcialnih diferencialnih
enacbah. Numeri¢no resitev aproksimiramo s konéno (odrezano) funkcij-
sko vrsto, kjer je potrebno dolociti spektralne koeficiente te vrste z eno
izmed ustreznih metod, npr. z Galerkinovo metodo, Tau metodo ali metodo
kolokacije.

Klasi¢na pristopa sta, da periodi¢ne probleme aproksimiramo s Fourier-
ovo vrsto, neperiodi¢ne probleme pa z vrsto Cebiseva. V prvem primeru
za mnozico baznih funkcij izberemo trigonometri¢ne funkcije, interval, na
katerem iS¢emo reSitev robnega problema, pa razdelimo z ekvidistantnimi
tockami. V drugem primeru za mnozico baznih funkcij izberemo ortogo-
nalne polinome (najpogosteje polinome Cebiseva prve vrste), interval pa
vala. S tem se izognemo tako Gibbsovemu kot tudi Rungejevemu fenomenu,
ki sta znacilna pri uporabi ekvidistantnih tock.

V prvem delu doktorske disertacije smo tako opisali osnovne, pred-
vsem konvergencne lastnosti Fourierove vrste ter nekaterih osnovnih druzin
ortogonalnih polinomov (Legendreovi polinomi ter polinomi Cebiseva prve in
druge vrste) skupaj s konvergenénimi lastnostmi vrste Cebiseva. Bistvenega
pomena je pojem ortogonalnosti baznih funkcij, kar posledi¢no omogoca
izracun spektralnih koeficientov. Poleg tega smo napravili kratek uvod v
teorijo spektralnih metod, kjer smo obravnavali tako konstrukcijo metod
kot analizo konvergence in napake za te metode. Teorijo smo osvetlili z
nekaterimi numeri¢nimi zgledi uporabe.

Predstavili smo dva standardna pristopa za konstrukcijo spektralnih
metod za resevanje modelnega linearnega dvotockovnega robnega problema
z Dirichletovimi robnimi pogoji v eni dimenziji. Ta modelni primer lahko
bolj ali manj preprosto posplosimo na Neumannove ali mesane (Robinove)
robne pogoje, na linearne diferencialne enacbe visjega reda ali na linearne
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robne probleme v dveh ali ve¢ dimenzijah. Vec¢ dela je s posplositvami na
zahtevnejse nelinearne robne probleme. S tovrstnimi posplogitvami se v tem
delu nismo ukvarjali, predstavljajo pa iztoc¢nico za nadaljnje raziskovalno
delo. Nekaj ¢asa pa smo posvetili reSevanju robnih problemov pri evolu-
cijskih parcialnih diferencialnih ena¢bah, npr. pri (posploseni) toplotni ali
(posploseni) valovni enacbi, ki sta paraboli¢nega oz. hiperboli¢nega tipa.
Opisali smo klasicni kolokacijski spektralni metodi Cebiseva (CC) za reseva-
nje teh dveh tipov evolucijskih enacb, kjer smo za diskretizacijo po ¢asovni
spremenljivki uporabili bodisi Magnusovo bodisi Runge-Kutta metodo ¢etr-
tega reda.

Obsirni pregled spektralnih metod presega okvirje te doktorske di-
sertacije, zato so predstavljene zgolj osnovne ideje in nekaj rezultatov za
njihovo konstrukcijo. Bralec, ki ga tematika spektralnih metod podrobneje
zanima, je vabljen, da prebere podrobnosti v Sirokem spektru literature, ki
pokriva to podrocje, npr. v preglednem ¢lanku B. Fornberg in D. M. Sloan
[19] ter knjigah J. P. Boyd [7], C. Canuto, M. Y. Hussaini, A. Quarteroni in
T. A. Zang [10] in [11], B. Fornberg [18], D. Gottlieb in S. A. Orszag [28],
B. Mercier [44], J. Shen, T. Tang in L. Wang [51] ter L. N. Trefethen [56]
in [57]. Seveda pa je na voljo tudi vrsta originalnih ¢lankov in prispevkov s
tega podrocja.

V drugem delu doktorske disertacije smo najprej definirali in opisali
dve neklasi¢ni druzini ortogonalnih polinomov, tj. poldomenske polinome
Cebiseva prve in druge vrste, skupaj s pripadajoco poldomensko Cebigev-
Fourierovo (HCF) vrsto. Te polinome je prvi vpeljal D. Huybrechs v ¢lanku
[35] in so sorodni klasi¢nim polinomom Cebieva prve in druge vrste, saj
imajo enaki utezi, so pa ortogonalni na krajSem intervalu. Koeficiente v
triclenski rekurzivni formuli, ki predstavlja osnovo za doloCitev ortogonalnih
polinomov, smo izra¢unali z uporabo stabilnega modificiranega algoritma
Cebiseva. Le-ta je v nasprotju z direktnim izra¢unom rekurzivnih koeficien-
tov stabilen v standardni aritmetiki s plavajoco vejico v dvojni natanénosti
(IEEE).

Z uporabo tako definirane poldomenske Cebisev-Fourierove vrste smo
nato obravnavali probleme 1.1 — 1.5, ki smo jih zastavili v uvodnem poglavju.
Problem 1.1 predstavlja aproksimacijo dane (s kvadratom integrabilne) funk-
cije z razlicnimi vrstami (Fourierova vrsta, vrsta Cebiseva, HCF vrsta).
Videli smo, da lahko z uporabo HCF vrste aproksimiramo neperiodi¢ne
funkcije s trigonometri¢no vrsto, ki je sestavljena iz trigonometri¢nih si-
nusnih in kosinusnih funkcij ter sinusnih in kosinusnih funkcij poloviénih
kotov. Le-te so organizirane v obliki ortogonalnih poldomenskih polinomov
Cebiseva prve in druge vrste. To pomeni, da lahko s primerno reorgani-
zacijo resujemo neperiodi¢ne probleme z orodji, ki so znacilna za periodi¢ne
probleme. Rezultati numeri¢nih zgledov kazejo na primerljivo padanje na-
pake aproksimacije s poldomensko Cebisev-Fourierovo vrsto glede na napako
aproksimacije s Fourierovo vrsto ali z vrsto CebiSeva. Kljub temu pa je iz

132



primerov razvidno, da je za periodi¢ne probleme aproksimacija s Fourierovo
vrsto Se vedno boljsa izbira.

Osrednji del doktorske disertacije pa predstavlja obravnava konstruk-
cije novega razreda kolokacijskih spektralnih metod za reSevanje tako li-
nearnih dvotockovnih robnih problemov z Dirichletovimi robnimi pogoji v
eni dimenziji (problem 1.3), kot tudi linearnih evolucijskih parcialnih dife-
rencialnih enacb, kjer obravnavamo posplosene toplotne enacbe paraboli¢ne-
ga tipa (problem 1.4) in posplosene valovne enacbe hiperboli¢nega tipa (pro-
blem 1.5). Numeri¢no resitev danih problemov is¢emo v obliki HCF vrste,
kjer za izracun spektralnih koeficientov uporabimo metodo kolokacije. Bazne
funkcije so Se vedno trigonometri¢ne sinusne in kosinusne funkcije ter sinusne
in kosinusne funkcije polovi¢nih kotov, ki so organizirane v obliki ortogonal-
nih poldomenskih polinomov Cebiseva prve in druge vrste.

Podobno kot v primeru aproksimacije se izkaze, da lahko neperiodi¢ne
probleme resujemo z uporabo orodij za periodi¢ne probleme. Pri reSevanju
evolucijskih robnih problemov uporabimo spektralne metode samo za diskre-
tizacijo po prostorski spremenljivki, da dobimo sistem navadnih diferencial-
nih enacb, v katerem kot neodvisna spremenljivka nastopa ¢asovna spre-
menljivka ¢. Ta sistem resimo z uporabo ene izmed metod za reSevanje
zacetnih problemov, npr. s klasi¢cno Runge-Kutta metodo cetrtega reda,
ali z eno izmed metod geometrijske integracije, npr. z Magnusovo metodo
cetrtega reda.

Poleg konstrukcije razreda kolokacijskih Cebisev-Fourierovih (CFC)
spektralnih metod za probleme 1.3 — 1.5 nas zanima tudi analiza konver-
gence in napake za obravnavane metode. Analizo konvergence smo napra-
vili samo v primeru linearnih dvotockovnih robnih problemov, ne pa tudi v
primeru evolucijskih robnih problemov, kar predstavlja izto¢nico za bodoce
raziskovalno delo na podro¢ju Cebisev-Fourierovih spektralnih metod.

Teoreticni izsledki iz analize konvergence za dvotockovne robne pro-
bleme so podkrepljeni s Stevilnimi numeri¢nimi zgledi, ki kazejo na primer-
ljivo hitrost konvergence za standardni razred CC metod in konstruirani
razred CFC metod. V vecini prikazanih primerov pada napaka s CC metodo
hitreje kot s CFC metodo, kar pa se spremeni v primerih, ko je resitev
robnega problema hitro oscilirajoca ali pa ni gladka. V primeru evolucijskih
robnih problemov smo predstavili zgolj nekaj numeri¢nih zgledov.

Vsi numericni zgledi so bili narejeni z uporabo programskega paketa
Matlab [43], vendar delujejo tudi v okolju Octave [16], nekateri izrac¢uni
pa zahtevajo uporabo programskega paketa Chebfun [59], ki je zdruzljiv le s
prvim od omenjenih orodij. Implementacija primerov je zgrajena na podlagi
algoritmov in konstrukcijskih metod, ki so opisane v tem delu. Programska
orodja vkljucujejo tako funkcijske m-datoteke kot tudi skripte. Oboje je
bilo uporabljeno za potrebe te doktorske disertacije ter ¢lanka in porocila,
ki sta podlaga tega dela. Vecina slik, ki so vkljuéene v doktorsko disertacijo,
je prav tako izrisanih v Matlabu, razen nekaterih, ki so izrisane z uporabo
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programskega paketa Mathematica [62]. Vecina programskih kod je delo
avtorja, nekatere pa so vzete iz paketov, ki sodijo k uporabljeni literaturi:
J. Shen, T. Tang in L. Wang [51] ter L. N. Trefethen [57].

Glavna ugotovitev doktorske disertacije na podlagi konvergenénih re-
zultatov in numeri¢nih zgledov je, da so novi razredi spektralnih metod,
ki smo jih konstruirali na podlagi poldomenske Cebisev-Fourierove vrste,
vsaj kar zadeva kvaliteto aproksimacije, primerljivi z obstojec¢imi klasi¢nimi
razredi metod. V primerih, kjer kot koeficienti nastopajo gladke oz. anali-
ticne funkcije in je tudi reSitev problema gladka oz. analiti¢na, dobimo
spektralno konvergenco, tj. maksimalna absolutna napaka pada eksponentno
glede na stevilo ¢lenov. To velja tako za kolokacijsko metodo Cebiseva kot
za kolokacijsko Cebisev-Fourierovo metodo, vendar je prva v takih primerih
praviloma hitrejsa. Ko koeficienti in resitev niso gladke funkcije oz. so samo
nekajkrat zvezno odvedljive, se prav tako izkaze, da sta hitrosti konvergence
za CC in CFC metodo povsem primerljivi. V nekaterih primerih, npr. pri
reSevanju Airy-jeve diferencialne enacbe, ki ima hitro oscilirajo¢o to¢no
resSitev, ter pri nekaterih enac¢bah, ki imajo le nekajkrat zvezno odvedljivo
reSitev, pa se CFC metoda izkaze za uspesnejso, saj napaka pada hitreje.

Racunska zahtevnost razreda CFC metod pa je bistveno slabsa, saj za
izracun spektralnih koeficientov v poldomenski Cebisev-Fourierovi vrsti ni-
mamo na voljo tako u¢inkovitega orodja, kot je hitra Fourierova transforma-
cija za izracun spektralnih koeficientov Fourierove vrste ali vrste Cebiseva.
Ta tema prav tako predstavlja izziv za bodoce raziskovalno delo.

Nekateri rezultati iz doktorske disertacije so bili objavljeni v ¢lanku
B. Orel in A. Perne [46], z naslovom Computations with half-range Cheby-
shev polynomials (slo. Racunanje s poldomenskimi polinomi C'ebz'éeva) ter
v porocilu B. Orel in A. Perne [45], z naslovom Chebyshev-Fourier Spectral
Methods for Non-Periodic Boundary Value Problems (slo. Cebisev-Fourier-
ove spektralne metode za neperiodiéne robne probleme). Rezultati v prvem
¢lanku obsegajo konstrukcijo in lastnosti poldomenskih polinomov Cebiseva
ter rac¢unanje s poldomenskimi Cebisev-Fourierovimi vrstami (konstrukcija
operatorskih matrik odvajanja in mnozenja), v drugem pa konstrukcijo in
analizo spektralnih metod za linearne dvotockovne robne probleme v eni
dimenziji.

V doktorski disertaciji ostaja odprto marsikatero vprasanje, ki bo pod-
laga za nadaljnje raziskovalno delo na podroc¢ju Cebisev-Fourierovih spek-
tralnih metod. Eno izmed odprtih vprasanj je, ali se da konstruirati orodje
za ucinkovit izracun spektralnih koeficientov v HCF vrsti, ki bi zmanjsalo
racunsko zahtevnost tega razreda metod in bi bilo vsaj nekoliko primerljivo
s FFT. Poleg tega bo nadaljnje delo osredototeno na natancnejSo in bolj
poglobljeno obravnavo in analizo metod za reSevanje nekaterih tipov li-
nearnih evolucijskih robnih problemov paraboli¢nega in hiperboli¢nega tipa.
Prav tako ostaja odprto vprasanje, kako uc¢inkovito konstruirati metode za
stacionarne in evolucijske linearne robne probleme v dveh ali ve¢ dimenzijah.
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