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Program dela

V diplomskem delu obravnavajte racionalne priblizke iracionalnih stevil. Pomagajte
si tudi s teorijo veriznih ulomkov. Nato obravnavajte Se posplositev na kompleksna ira-
cionalna Stevila. Za osnovno literaturo uporabite knjigo I. Niven: [rrational Numbers,
The Mathematical Association of America, 1956.

Ljubljana, marec 2010
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Povzetek

V diplomskem delu obravnavamo racionalne priblizke iracionalnih stevil. Videli bomo,
da lahko za poljubno iracionalno stevilo a pois¢éemo tako celo stevilo k, da bo njun produkt
poljubno blizu najblizjemu celemu stevilu. Pri preverjanju bomo uporabili Dirichletovo
nacelo. Nato bomo zapisali nekatera dejstva, ki veljajo za verizne ulomke. Spoznali
bomo preproste verizne ulomke in neskonc¢ne preproste verizne ulomke, ki jih bomo kas-
neje uporabili pri bolj natancni omejitvi konstante za aproksimacijo iracionalnih stevil.
Na koncu bomo vse rezultate posplosili Se na kompleksna stevila. Ker verizni ulomki
za kompleksna iracionalna stevila niso dovolj dobro definirani, bomo rezultate preverili
geometrijsko.

Math. Subj. Class. (2010): 30E10, 11A05, 11J70, 11A55

Kljucne besede: aproksimacija na kompleksni ravnini, evklidov algoritem, verizni ulo-
mki

Keywords: Approximation in the complex domain, Euclidean algorithm, Continued
fractions






Uvod

V prvem poglavju se bomo ukvarjali z aproksimacijo realnih iracionalnih stevil z
racionalnimi stevili. To pomeni, da bomo iskali racionalna stevila, ki so zelo blizu danemu
iracionalnemu stevilu. Pri tem nas bo zanimalo, kako blizu iracionalnemu stevilu je
posamezno racionalno stevilo. Vemo ze, da so iracionalna stevila tista, ki jih ne moremo
predstaviti z ulomkom ¢, kjer je a € Z in b € N. Najbolj znana iracionalna stevila so
zagotovo 7,1/2, itn. Skoraj vsa iracionalna Stevila so transcendentna. Transcendentno
stevilo je vsako (kompleksno) stevilo, ki ni algebraiéno, torej ni resitev nobene polinomske
enacbe oblike a,2™ + ap_ 12" + - - - + agz® = 0 z racionalnimi koeficienti, kjer je n > 1.
Rezultate, ki jih bomo dobili v R, bomo posplosili tudi na R™. Absolutna vrednost raz-
like med iracionalnim in racionalnim stevilom je groba ocena o tem kako dober priblizek
iracionalnemu stevilu je neko racionalno Stevilo. Ker so racionalna stevila gosta v ob-
segu realnih stevil, lahko vedno najdemo tako racionalno stevilo, ki bo poljubno blizu
izbranemu iracionalnemu Stevilu. Ta ocena nam torej pove kako kakovostna je dolocena
aproksimacija.

V drugem poglavju bomo zapisali nekaj bistvenih lastnosti za verizne ulomke. S
preucevanjem veriznih ulomkov so se zaceli ukvarjati zaradi zelje po “Cisti” predstavitvi
realnih Stevil. Najprej povejmo, da je verizni ulomek oblike

1
ag + - 1
ar+ ——1—
a2+a3+...
ki ga krajse zapisemo [ag, a1, G, . ..]. Pritem je ag € Z, vsi a; > 1 zai > 1. Verizni ulomek
oblike [ag, a1, ag, . ..] imenujemo neskoné¢ni verizni ulomek in predstavlja iracionalno Ste-
vilo, izraz |ag,ai, ..., a,;,| pa imenujemo koné¢ni verizni ulomek in prestavlja racionalno

Stevilo. Izbrano realno stevilo lahko v verizni ulomek razvijemo s pomocjo Evklidovega
algoritma.

V teoriji stevil se z aproksimacijo realnih Stevil z racionalnimi stevili ukvarja Dio-
fantska aproksimacija, ki si jo bomo ogledali v tretjem poglavju. Pokazali bomo, da za
dani imenovalec najboljsi priblizek poiS¢emo prav s pomocjo veriznega ulomka in, da velja
c

<_

h
f_E ]{327

. . o 1
kjer je c = Vi

V zadnjem, cetrtem, poglavju pa se bomo posvetili posplositvam rezultatov na kom-
pleksna iracionalna stevila. Ker si tu ne bomo mogli pomagati z veriznimi ulomki, bomo
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12 UVOD

rezultate predstavili geometrijsko. Spoznali bomo dejstva o sferah inverzije, ki v R? slikajo
kroznice in premice v kroznice in premice, v R? pa sfere in ravnine slikajo v sfere in rav-
nine. Pokazali bomo, da lahko kompleksna iracionalna Stevila najbolje aproksimiramo
z

w —

P c
— < _’
q’ |q|?

pri Cemer je ¢ =

-



POGLAVIJE 1

Aproksimacija iracionalnih Stevil z racionalnimi stevili

1. Problem

Za dano iracionalno stevilo « obstajajo racionalna stevila h/k, ki so zelo blizu «, torej
je razlika ’a — %} majhna. Zanima nas, kako majhna je lahko ta razlika.
Ker so tako racionalna stevila, kot tudi iracionalna stevila gosta povsod na realni osi,
lahko za poljuben € > 0 izberemo tak h/k, da velja }a — %} < €. Ce predpostavimo e, da
je k> 0, to lahko zapiSemo tudi kot |ka — h| < ke.
Problem zapisimo Se z drugimi besedami:
Dano imamo iracionalno stevilo a. Ali lahko najdemo tak & > 0, da je ka poljubno blizu
najblizjemu celemu stevilu? Odgovor je DA.

TRDITEV 1.1. Za vsako iracionalno stevilo «, obstaja neskoncéno mnogo takih racio-
nalnih stevil h/k, da veljo o — 2| < .

Ta in podobni problemi so resljivi z metodo, ki jo poznamo pod imenom Dirichletovo
nacelo oziroma princip, ki pravi:

Ce imamo n + 1 predmetov in n predalov,
ter zelimo vse predmete pospraviti v predale,
potem bosta vsaj v enem predalu vsaj dva
predmeta.

Dokaz TRDITVE 1.1. Naj bo n neko pozitivno celo stevilo in a dano iracionalno
Stevilo. Vzemimo n + 1 realnih Stevil oblike
(1) 0,a — |a],2a — |2a],...,na — [na|

in njihovo porazdelitev v n podintervalov % <z< %, zaj=0,1,...,n—1, ki pokrivajo
polodprt enotski interval 0 < x < 1. Celoten enotski interval vsebuje n+1 vrednosti oblike
ia — i), za i = 0,1,...,n in je razdeljen v n podintervalov, zato po prej omenjenem
Dirichletovem nacelu najmanj dve tocki te oblike lezita v istem intervalu. Recimo, da
sta ti dve tocki: njov — |nja| in mea — |naar], kjer je ny < ny. Ker je dolzina vsakega
podintervala % in je vsak podinterval na podoben nacin polodprt, je razlika dveh stevil,
ki lezita v istem intervalu, manjsa od %:

1
Insc — |ngar] — npa+ |npa| < ~
Vzamemo za k pozitivno celo stevilo

k::ng—nl
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14 1. APROKSIMACIJA TRACIONALNIH STEVIL Z RACIONALNIMI STEVILI

n
h:= |noa| — [mia],
da konc¢no dobimo

1 h 1
(2) |k —h| < —; k<mn  oziroma,ker k>0: |a——|<—.
n k nk
Ker pa je se k < n, velja tudi
h - 1
a— 2

Zdaj moramo pokazati Se, da je taksnih parov stevil (h, k) neskonéno mnogo. Recimo, da
je takih parov stevil le konéno mnogo; naj bodo

(hfb k1)7 (h’27 k?)a ceey (hra kr)
vsi taksni pari. Dokazati zelimo, da je zgornja predpostavka napacna. To bomo storili
tako, da bomo poiskali Se en par (h, k), ki zadosca (2).
Definirajmo ¢ kot minimum naslednjih stevil
hy hs h,
—,la——=|,...,|la——].
ki|’ kol 7 k,
Ker je a iracionalno stevilo, je € > 0, saj je € najmanjse Stevilo izmed zgoraj zapisanih
razlik.
Izberimo n tako, da je % < €. Po prvem delu dokaza lahko najdemo par (h, k), za katerega
velja (2), torej

o —

o — E < i < l < €.
k nk — n
Iz definicije € sledi, da % Z—, 1 =1,2,...,r. Ker smo nasli Se vsaj en par, ki ustreza
pogoju, smo pokazali, da je takih parov neskonéno mnogo. O

PosLEDICA 1.2. Za vsako iracionalno stevilo o in vsako pozitivno celo Stevilo n, ob-
stajata taki celi $tevili h in k, da velja 0 < k <n in |ka —h| < %

DokAz. Ta rezultat sledi iz dokaza trditve 1.1 in prve zveze (2). O

TRDITEV 1.3. Realno stevilo a je iracionalno, ce in samo ce za vsak € > 0 obstaja
neskoncéno mnogo parov celih stevil (z,y), da je 0 < |ax — y| < €.

Dokaz. Najprej: ze v dokazu trditve 1.1 smo pokazali, da e je « iracionalno stevilo,
potem lahko dobimo neskonéno mnogo parov (z,y) izmed parov (h, k), tako da uporabimo
le tiste za katere velja % < e.

Obrat bomo dokazali s protisloviem. Ce je «v racionalno stevilo, na primer o = 7inb >0,
potem je |ax — y| spet racionalno stevilo za vsak par celih stevil (z,y). Poglejmo si:

| | ‘a ‘ ax — yb U

ar—y|l= |-z —y|l= = —
A PR b b

torej

u

7, kjer je u = |axz — yb| € NU {0}.

lax —y| =



2. POSPLOSITEV 15

Ce izberemo € < %, ugotovimo, da noben od parov celih stevil ne more zadostiti neenacbi,
navedeni v trditvi. Res, ¢e za par celih tevil (z,y) velja |ax — y| > 0, potem velja tudi
laz —y| =% > ¢ > e Dobili smo protislovje in tako dokazali, da v mora biti iracionalno
Stevilo. ([l

2. Posplositev

V prejsnjem razdelku smo pokazali, da za dano iracionalno Stevilo o obstaja tak
k € Z, da je ka poljubno blizu celemu stevilu. To idejo zelimo posplositi na dve ali vec
iracionalnih stevil. Poglejmo si primer dveh iracionalnih stevil a; in as.

Torej: ali za dani a; in as lahko najdemo nek k, da sta kay in kay obe poljubno blizu
celemu stevilu.
In Se: ali lahko najdemo taki celi stevili k1 in ks, da bo linearna kombinacija kiaq + koao
poljubno blizu celemu stevilu?
Problem bomo postavili Se bolj splosno.

DEFINICUIIA 1.1. Podmnozico Z™ tock s celostevilskimi koordinatami v R™ imenujemo
(celostevilska) mreza.

Izberimo matriko realnih stevil A = (ay;)'=h "

J:
m
E Oéijkj, za i = 1,2,...,71.
j=1

Zanima nas ali lahko tocko na mrezi s koordinatami (kq,...,k,,) izberemo tako, da je
vsak od n linearnih funkcionalov poljubno blizu celemu stevilu.

Torej, ce pogledamo na n linearnih funkcionalov kot na koordinate tock v prostoru, je ta
tocka lokalizirana poljubno blizu tocke na mrezi (hq, ..., h,) v n-prostoru. Zahtevamo se,
da niso vse k; enake nic¢, torej > |k;| # 0. Zapisimo to bolj formalno.

Opazujmo n linearnih kombinacij

IZREK 1.4. Za naravni Stevili m in n naj bo A = (ozzj);zll" matrika mn realnih
stevil. Naj bo T > 1 neko realno Stevilo. Definirajmo Se T = [1]. Potem obstajata taki

tocki (ki,...,km) € Z™ in (hy,..., h,) € Z", da velja |kj| < T, za vsak j = 1,2,...,m,

> Ikl #0in

J=1

1 .
<— zawvsaki=1,2,...,n.
T

zm: Odl'jkj — hl
j=1

DoxkAZ. Izberimo neko naravno Stevilo ¢. Za izbrani ¢ imamo (q + 1)™ tock (y1, ya,
< Ym) € Z™ z lastnostjo 0 < y; < ¢ in (¢ + 1)™ ustrezajocih tock (wq,ws,...,wy),
m

katerih koordinate so: w; = Z a;;y5. Naj bo x; tako celo stevilo, da je 0 < x; —w; < 1,
j=1

za vsak i = 1,...,n, torej ; = [w;]. Na tak nacin pridobimo iz (¢ + 1)™ tock v R"

nabor @, ki sestoji iz tock oblike (z1 — wy, 2 — wo, ..., x, —w,). Te tocke lezijo v enotski
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kocki v n-dimenzionalnem prostoru. Glede na to, kako smo izbrali z;, je ta enotska kocka

polodprta. Zdaj jo z mrezo hiperravnin, vzporednih stranskim ploskvam, razdelimo v T™
manjsih kock s stranico % Vsaka od nastalih podkock je na podoben nacin polodprta.
Nastavimo ¢ = |T |, da velja (¢ + 1)™ = (|T# ] +1)™ > (T=)™ = T™. Imamo torej
(¢ + 1)™ tock v @, ki so razdeljene po podkockah s stranico % Ker je tock vec, kot

podkock, ne morejo vse lezati v razlicnih podkockah. Po Dirichletovem principu morata
torej najmanj dve tocki lezati v isti podkocki. Recimo, da sta to tocki (x;—wy, ..., T, —wy)

in (2 —wi,...,2), —w); W = Zozijy; in (Y1, 90) # (W1, Um), 0 <yl < q. Ker

sta tocki v isti podkocki, se poljubni koordinati razlikujeta za manj kot % Zato velja:
F > |z —wi — 2 +wi = | Yoy — ;) — (2 — 2;)], za vsak @ = 1,...,n. Vzemimo

Y; —y; za kj in 2} — x; za h;, ter uporabimo dejstvo, da je 7 < T

> iy — ) — (@) —w)| = ’Z ik — hi

Zdaj samo Se preverimo ali k; res zadosca neenacbam navedenim v izreku. Ker 0 < y; <gq
n

in podobno tudi 0 < ¢} < ¢, sledi |k;| = |y} —y;] < ¢ = |Tw| < Tw. Nato uporabimo

1
< —
T

dejstvo, da sta tocki na mrezi (y1,...,¥m) in (Y, ...,y,,) razlicni. To dejstvo nam pove,
da je k; # 0 za vsaj en j in je zato ) |k;| # 0. O
PosLEDICA 1.5. Za vsak nabor realnih stevil oy, s, . . ., a,y, tn vsako celo Stevilot > 1,

obstaja taka tocka (ki,....km,h) € Z, s |kj| <t zawvsak j =1,...,m inY_|k;j| #0, da
je |kron + koog + -+ + ke, — B| < 7.

DokAz. Zamenjajmo 7 iz izreka 1.4 s t"*, n zamenjajmo z 1. Ker je n = 1 zamenjajmo
a;j 7z o in hy zamenjajmo s h, da dobimo 1" = ¢™ oziroma Tw =t in rezultat sledi. O

TRDITEV 1.6. Za poljubna realna stevila oy, s, . .., a, obstaja neskoncéno mnogo na-
borov celih stevil k,q1,qs, ..., qn, kjer je k > 0, da velja
qi 1 .
3 a——| < zavsetr=1,2,...,n.
) ko kVk

Dokaz. V izreku 1.4 zamenjajmo m z 1, ay; 7z «; in uporabimo 7 samo kot pozitivno
celo stevilo, da je 7 = T. Ugotovimo, da imamo za vsako pozitivno stevilo T" tocko na

mrezi (ki, hy, he, ... hy) 2 0 < k| < T7", da velja |a;ky — hi| < % zavse i = 1,...,n.
Zgornje neenacbe prav tako veljajo za tocko (—ky, —hy, —hs, ..., —h,); izberimo torej tisto
tocko od teh dveh, ki ima pozitiven prvi élen in jo dolo¢imo za (k,q1,q2,...,qn). Zdaj
vemo, da za vsako celo stevilo T obstaja tocka na mrezi (k, q1, s, ..., qn), za katero velja
0<k<T"in

(4) |ozik—qi|<%zavsei:1,2,...,n.

Od tod sledi neenacba (3), saj iz k < T™ sledi % < "L\/E Ostane nam se, da dokazemo, da
neskoncno mnogo naborov celih stevil zadosca (3). Dokaz razdelimo na dva dela:

(1) Ce so vsa §tevila o, o, . . ., o, racionalna, lahko za k izberemo skupen imenovalec
stevil a;. S tem bomo napravili razliko (3) poljubno majhno oziroma kar enako
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0. Ce naj bo a; = % mora biti ¢; = k- o, ki je celo Stevilo. Vsi veckratniki £ so
enako dobri, zato imamo s to resitvijo neskonéno mnogo moznosti.

(2) Predpostavimo, da je vsaj eno od «; iracionalno stevilo. Brez skode za splosnost
lahko predpostavimo, da je to kar a;. Ce bi bilo le konéno mnogo naborov
celih stevil k,q1, qo, - - -, qn, ki zadoscajo (3), bi bilo le konéno mnogo ustrezajocih
vrednosti |ank — ¢1]. Poleg tega bi bile tudi vse pozitivne, ker so iracionalne.
Vendar pa bi se lahko zgodilo, da bi pri dovolj velikem T ta vrednost presegla %,
saj % tezi k 0, ko T' raste v neskonénost.

Po drugi strani pa smo ze na zacetku dokazali, da za celo stevilo T" lahko dobimo

razlicen nabor celih stevil k, ¢1.q2, . . ., ¢n, za katerega velja (4). To dvoje pa je
v protislovju, torej je takih naborov celih stevil, ki zados¢ajo (3), res neskonéno
mnogo.

[

3. Linearno neodvisni nabori Stevil

Ce so aq, @, . .., a, linearno odvisna nad obsegom racionalnih stevil, lahko neenakost
v trditvi 1.6 zamenjamo z mocnejSim pogojem.

TRDITEV 1.7. Predpostavimo, da je le m izmed realnih stevil aq, a, . .., o, linearno
neodvisnih nad obsegom racionalnih stevil. Potem obstaja konstanta c in neskoncno mnogo
naborov celih stevil k,q1,qa, ..., qn s k >0, da velja |o; — 4| < k’%/% za vsei1=1,...,n.

DokAz. Ce je m = n in ¢ = 1, dobimo trditev 1.6. Zato lahko predpostavimo, da je
m < n in uredimo Stevila tako, da so aq, ..., a,, linearno neodvisna nad obsegom racional-
nih stevil in je vsako od ay,41, ..., @, linearna kombinacija prvih m Stevil z racionalnimi
koeficienti. Z uporabo skupnega imenovalca b > 0 za dane racionalne koeficiente, imamo
relacije s celimi stevili a;; oblike

1 m
(5) aiZEZaijaj zai=m+1,m+2 ... ,n.
j=1
Ce uporabimo trditev 1.6 na seznamu stevil oy, . . ., oy, obstaja neskonéno mnogo naborov
celih stevil ', ¢, ,...,q,, s k' > 0 in zanje velja
/
a; 1

(6)

zavse ] =1,...,m.

<
k k'

Za i > m z uporabo (5) in (6) dobimo

1 m
(7) = Z aijq;| =
=1

1 — 1 &
7D 00y — 5 ) 4| <
j=1 j=1
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q;
Oéj — EJI

= Jaj] 1
< . fr—y
]Zl b kKYE

Definiramo k = 0k, ¢ =bq. zai=1,...,m in ¢; = Zaijq;- zai=m-+1,...,n. Tako
j=1
smo dobili neskonéno mnogo naborov celih stevil k, ¢1, . . ., ¢,. Zdaj lahko (6) zapisemo kot

o — %] < Z—:‘L/f% za j =1,...,m, (7) palahko zapiSemo kot |o; — %| < k—’}\L/E %'Z|aij|
=1

m
zai=m+1,...,n. Ce definiramo ¢ kot maksimum stevil b¥/b in %Z la;;| za i =
=1

m+1,...,n, potem zares velja }aj—%} < k’(’:\L/E zavse j=1,...,n. OJ




POGLAVJE 2

Verizni ulomki

1. Evklidov algoritem

Imejmo par tujih celih stevil ug in uy, u; > 0. Algoritem za deljenje pokaze, da ¢e ug
veljajo neenakosti 0 < us < u;. Ce je uy # 0, lahko postopek nadaljujemo tako, da u;
delimo z uy. Ta postopek nam kot rezultat da Evklidov algoritem.

delimo z 11, dobimo natanko en kvocient in en ostanek, oznac¢imo ga us, za katerega

Ostanki zadoscajo 0 < w;4q < us, za @ = 1,2, ..., m. Zadnji nenicelni ostanek, w1,
je najvecji skupni delitelj stevil uy in u; in po predpostavki je u,,11 = 1. V posebnem
primeru, ko je ze uy = 1, je ulomek Z—f celo stevilo in m = 0.

Ce oznaéimo & = -“- in a; = |&] za 0 < i < m, lahko enacbe (8) zapisemo kot

Uj41

(9) §i-1=a;1+ é

Iz enacb (9) lahko izlo¢imo & z uporabo enacb za ¢ = 1 in ¢ = 2, nato lahko iz istega
sistema enacbh izlo¢imo tudi & z upostevanjem enach za ¢ = 3:

. 1
1=1: fozao—i-g
. 1
Z:22 61:&1+€_2
) 1
Z:3I 62:&24-%

19



20 2. VERIZNI ULOMKI

V prvi enachi & zamenjamo s formulo iz druge, & pa s formulo iz tretje in dobimo:

50:%4‘ 1
a1+§—2
1
€= ap + ———1—
al_}_azi%
3

Postopek nadaljujemo, dokler konéno ne odstranimo tudi &, in dobimo:

1
(10) §o=ao + n 1

a1 a2+

1

1

1
am—1+am

Stevilo & smo razvili v verizni ulomek. Cela Stevila a; imenujemo koli¢niki, saj je a; =

4l za 0 <i<m. ag je zdaj lahko pozitivno, enako nic¢ ali negativno Stevilo, vendar
Uj41

jea; > 1zal <1< m,sajjeuy <u; Pravtako jea, >1zam > 1, sajje upi1 =1,
Emn = U = Gy 1N Upyy > Uppy 1.

DEFINICIIA 2.1. Za realna stevila xg,x1,...,2, z2x; >0 za 1> 0 oznacimo
1
(11) [[L’(],.Tl,...,xn] =29 + 1
(a1
1
Infl"'ﬁ

V primeru, da so x; cela stevila, vsa razen morda xo pozitivna, ta koncéni verizni ulomek
1menujemo preprosti.

2. Enolicnost

Racionalno stevilo &y lahko razvijemo v verizni ulomek na vsaj dva razli¢na nacina:
(12) 60 = [a07 ar,...,Qmpm-1, &m] = [a0a Aty ...y Am—1,Am — 17 1]

Ta enacba je pravilna tudi v primeru, ce je & celo Stevilo. V nadaljevanju bomo dokazali,
da lahko &y razvijemo v verizni ulomek na natanko dva nacina.

LEMA 2.1. Ce sta dva konéna verizna ulomka enaka, na primer [ag, ai, ..., an] =
[bo, b1, ..., by], in ce je ay, > 1 in b, > 1, potem je m =n in a; =b; za 0 <1i < n.

DokAz. Namesto [b;, b;11,,...,b,] zapisimo y;. Na enak nac¢in zapisimo tudi y;_;:

1
- = bifl + —.
Vidimo, da je y;_1 > b,y iny,_ 1 >1za2<i<ntery,=0,>1 Za0 <i<n torej
velja b; = |y;|. Izenacimo zdaj yo = [bo, . .., bn] s & = [ag, - . ., ay) in primerjajmo enacbi

(13) Yic1 = [bi—1, b, ... bp) = bisg +
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(13) in (9). Najprej vidimo, da je ag = [&o] = |yo| = bo. Od tod sledi

) (13 1
—=&&—aw=y—b = —,

&1 U1

zato je &1 = 1

in poslediéno a; = |&1] = [y1] = b1

Po matematicni indukciji nadaljujmo s postopkom in poglejmo, kaj dobimo. 1z &1 = y;_1
in a;—1 = bi—l sledi
1

— =& 1 — i1 =Yi1 — by = —
i Yi

&=y
a; = &) = [yi] = bs.

Zdaj moramo samo Se pokazati, da morata biti m in n enaka, ¢e hocemo, da sta tudi
verizna ulomka enaka. Predpostavimo, da je m < n. Uporabimo indukcijo, s katero
ugotovimo, da je

fm = Ym
Em = am = |§m] = [Ym] = bm,

¢e povzamemo, imamo &, = b, = Ym.

Vendar pa je m < n, zato po drugi strani velja y,,, = b,, + , kar pomeni, da je y,,, > b,

1
. . R . Ym+1
in pridemo do protislovja.

Na enak nacin predpostavimo Se, da je m > n in po enakem postopku ravno tako pridemo

do protislovja. S tem smo dokazali, da je m = n. 0

TRDITEV 2.2. Vsak preprost verizni ulomek predstavlja racionalno stevilo. Obratno,
vsako racionalno stevilo & lahko razvijemo v koncen wverizni ulomek na natanko dva
nacina.

DoOKAZ. Vzemimo preprost verizni ulomek [ag, ay,. .., an], kjer so vsi a; > 0, z izjemo
morda ag. Za vecjo nazornost ga napisimo z ulomkom
1
[a0a&17"'7am]:a0+ 1 )
a1 T

az+
: 1

1
am—1ta,

da ga bomo lazje izracunali. Pois¢imo skupni imenovalec zadnjih dveh ¢lenov:

ap + =agp +
0 ay + 1 0 !

p—L— o T
am71+am a2+ Tm A, 11

am
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Na koncu smo dobili dvojni ulomek, ki ga zdaj spremenimo v enojnega:

1
CL()+ 1

a1 a2+

1

.4 T
a2+ ama,, _1+1

Ponovno is¢emo skupni imenovalec. Postopek ponavljamo dokler ne dobimo racionalnega
Stevila na eni sami ulomkovi ¢rti.

Obratno: naj bo § = % racionalno stevilo. Z Evklidovim algoritmom (8) ga razvijmo v
verizni ulomek:

Um,
Um = Um+1 .

Um+1

Nato ga zapiSimo z notacijo za verizni ulomek &, = HZ—‘;J , U—;J . Lu“—j:lﬂ, ki ga po
(11) zapisemo v verizni ulomek.

V (12) smo pokazali, kako lahko $e na drug nac¢in zapiSsemo verizni ulomek z notacijo.
Zanima nas, ali je mozno verizni ulomek, ki predstavlja isto racionalno stevilo, zapisati
tudi na tretji nac¢in. Vemo, da je

(12)
60 = [a0a&1>"->am] = [&Oa&lw'-a&m_ 1a1]

Recimo, da velja tudi
& = [bo, b1, ..., by).
Potem imamo dve moznosti. Ce je b, > 1, potem po lemi 2.1 sledi, da je b; = a; za vse
Q < i < m. Torej sta ulomka enaka.
Ce je b, = 1, potem je

12
€0 = b0, b1y b 1] 2 [bou b, e by 1]

b,_1+ 1> 1, zato po lemi 2.1 sledi, da je b,_1 + 1 = a,,. Vidimo, da tretje moznosti ni,
torej lahko racionalno stevilo &, razvijemo v verizni ulomek na natanko dva nacina. [

3. Neskonéni verizni ulomki

Naj bo by, by, . . ., neskoncen nabor takih celih stevil, da je b; > 1 za ¢ > 1. Definirajmo
cela stevila h,, in k,, z ena¢bami:

h_o=0, hoy =1, hy = bih;_1 + hij_s
k_o=1, ko1 =0, ki = biki_1 + ki_o.

Zat1>0jel=ky <k <ky<... zatoje lim k, = oc.
n—oo

(14)
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LEMA 2.3. Ce je x poljubno pozitivno realno stevilo, potem je

x€- hn—l + hn—2
bo,b1,...,bp_1, x| = .
[bo, b1, ) 1, 7] Tk 1+ koo

DokAz. Dokazimo lemo z matemati¢no indukcijo:
N __xh_1+h_2 _ z.140
n=0: [z] = tk_1+k—s  z0+1
—_—1- _ 1 _ z-bg+1 _ z-hot+h_1
n=1: [bo,[[’]—bo—}—x— - = Thotk 1
Privzemimo zdaj rezultat za [bg, b1, ..., b,_1,x] in izrac¢unajmo

1
[bOw"abnax]: bO?"'abnflabn_‘__
X

:x’

(bn + %)hn—l + Do
(bn + Dknot + kyos
. I‘(bnhn_l + hn_g) + hn—l
— 2(bukn-1 + kn2) + kp1

o xhn + hn,1
B xkn + knfl
LEMA 2.4. Ce definiramo z, = [by, by, ..., by zan € Ny, potem je z, = Z—:

23

DokAz. Pomagamo si z lemo 2.3, kjer z zamenjamo z b,,. V ra¢unu upostevamo tudi

zvezo (14):

n=0: 2 = [by] lema 2.3 boh—1 + h_y (14) ho
P bok_1 + k_s ko’
lema 2.3 biho 4+ h_q (14) hy

=1:2 = |by,b —.
n 21 [ 05 1] blko i kfl kl
Za n > 2 izra¢unamo
bnhn—l + hn—2 (14) hn
=00 b1y by, by] = SrinmL T 2 (1) B
© [ oo ! ] bnknfl + kn72 kn

LEMA 2.5. Za 1 > 1 velja:

] -1 i—1
(15) hiki—l - hi—lki = (—1)2_1 m Zi — Zi—1 — ( ) .
kiki—l
Za 1> 2 velja:
: —1)%,
(16) hiki_g - hi_gki = (—]_)sz m Zi — Rj—9 — ( ) bl
kikifZ

Velja tudi, da je ulomek Zj— okrajsan.
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DokAz. Levo stran (15) preverimo z indukcijo za i > —1.
i=—1: hovky—h ok @ 1.1-0.0=1

1=20: hok’_l - h_lko (1:4)

(boh—1+h o)k_1—1-1=0by-0—1=—1

1=1: hlko - hokl = (blho + h_l)ko - ho(blko + ]{3_1) =
h,1k0 - hok,1 == —(hok,1 - hflko) == —(—1) == 1

Privzemimo zdaj, da velja za i = n: h,k,_1 — hy,_1k, = (=1)""1. Preverimo $e za n + 1:
hn-l—lkn - hnkn-I—l - (bn-l—lhn + hn—l)kn - hn(bn+1kn + kn—l) -
= hnflkn - hnknfl == _(hnknfl - hnflkn) == _(_1)n—1 == (_1)77,

Desno stran dobimo z deljenjem s k;k;_1, kjer pa je potrebna omejitev ¢ > 1, saj je
k_y =
Levo stran (16) ravno tako izracunamo z uporabo (14) in v ra¢unu upostevamo se (15):

hiki—o — h;_ok; = (bihi—1 + hi—o)ki—a — hi—o(biki1 + ki—o) =

= bilhizrkica — himskisy) 2 (1)
Desno stran drugega dela dobimo tako, da tokrat levo stran delimo s k;k;_o, zaradi ¢esar
zopet potrebujemo omejitev 7 > 2.
Zdaj moramo preveriti Se, ali je ulomek res okrajsan. Vemo ze, da ima enacbha ax+by = ¢
celostevilske resitve natanko tedaj, ko D(a,b)|c. V hik;—1 — hi—1k; so po (14) h; in k; cela
Stevila. ¢ je v nasem primeru enak 1 oziroma —1, kar pomeni, da mora biti D(h,,, k,) = 1.
Ulomek je res okrajsan. 0

LEMA 2.6. Vrednosti z; zadoscajo neenacbam zy < zo < 24 < ... < 25 < 23 < 21.
Obstaja lim z, in velja zo; < lim 2z, < 29,11 2za vsako nenegativno celo stevilo 1.

DokAz. Spomnimo se, da so k; pozitivna za ¢ > 0 in b; pozitivna za i > 1. Po lemi
(2.5) je z; — zi—1 > 0, Ce je i liho Stevilo, torej je

Z9i11 > Z2; Z& VSE 1.
Ker je z; — z;_9 > 0, e je i sodo stevilo, je
Zo9; > Z9i;_9 78 VSE 1.
Podobno je z; — z;_o < 0, ¢e je ¢ liho Stevilo, torej je
29i41 < 29;—1 Za Vse 1.

Monotono narascajoce zaporedje zy, 29, 24, . . . je torej zgoraj omejeno z z; in ima limito
s := lim z;. Podobno je monotono padajoce zaporedje zi, 23, 25, . . . spodaj omejeno z 2z,
torej ima tudi ta svojo limito [ := lim z;_;. Ker je po lemi (2.5) lim(z; —2z;_1) = s —1 =0,
ko se ¢ povecuje v neskonc¢nost, sta limiti podzaporedij enaki. 0
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Rezultati, ki smo jih videli zgoraj, nas napeljujejo k novi definiciji preprostih neskon-
¢nih veriznih ulomkov in njihovih vrednosti.
DEFINICIJA 2.2. Naj bo by, by, b, ... neskoncéen nabor takih celih stevil, da je b; > 1

za 1 > 1. Limito preprostega konénega veriznega ulomka [by, by, ..., b,], ko se n povecuje
v neskoncnost, imenujemo preprost neskoncen verizni ulomek in ga oznacimo [bg, by, . . ..

Potemtakem imamo [bo, by, ba,...] = lim [bo, by, ..., b,] = lim — = lim z,, kjer so h,,
n—00 n—oo K, n—00
kn, in z, definirane kot v (14) in lemi (2.4). Racionalno Stevilo Z—: = 2, = [bo, b1, ..., by
imenujemo n-ti konvergent neskoncnega veriznega ulomka.
TRDITEV 2.7. Vsak neskoncen preprost verizni ulomek [by, by, . ..| je iracionalno Ste-
vilo.
DokAz. Oznacimo [bg, by,...] = 0. Iz leme 2.6 vidimo, da € lezi med zaporednima

konvergentoma z, in z,.1, torej je |0 — z,| < |zna1 — 2,|. Po lemi 2.5 in prvi neenacbi
velja: 0 < |kn0 — hy| = knl0 — 20| < knlzner — 2| = knk;nk;—InH = k'n1+1; tu smo uporabili
dejstvo, da je k, pozitivno celo stevilo. Ker k,, narasca z n, lahko za vsak ¢ > 0 najdemo
neskoncno mnogo takih parov h, k, da je 0 < |kf — h| < e. Po trditvi 1.3 je # iracionalno

Stevilo. ]

Ce hocemo pokazati Se, da dva razlicna neskon¢éna verizna ulomka ne moreta imeti
enake vrednosti, potrebujemo Se naslednji lemi:

LEMA 2.8. Naj bo 0 = [by,by,...]. Potem je by = |0].

Dokaz. Po lemi 2.6 velja zg < 0 < 21, kar je isto kot by < 6 < by + ﬁ b1 > 1, zato je
by < 0 < by + 1. Ti neenachi dokazujeta naso lemo. O

LEMA 2.9. S0 kot v prejsnji lemi in 6, = [by, be,...] imamo 6 = by + %.

DokAz. Opazimo, da je po trditvi 2.7 6 # 0. Zdaj lahko zapisemo 6 = lim [by, by,
n—o0o
1 1 1
., byl =1 bp+ ——————7=0D =by + —. O
> bnl nEIo‘o{OJr[bl,bg,...,bn]} R T TS WX

TRDITEV 2.10. Dva razlicna neskoncna verizna ulomka predstavljata razlicni ira-
cionalni stevili.

DoxkAz. Predpostavimo, da [b, by, . ..] = [ag,a1,...] = 6. Polemi 2.8 je |#] = by = ao.

Oznacimo 6y = [by, by, ...] in 6] = [a1,az,...]. Polemi 2.9 je 6 = by + 5~ = ag + 5-. Od
1

tod sledi, da je §; = 0] in |0;| = by = a; = |0}]. Postopek ponavljamo in vidimo, da je

a, = b, za vse n. OJ

4. Razvoj v neskon¢ni verizni ulomek

Tudi obrat trditve 2.7, vsako iracionalno stevilo lahko razvijemo v neskoncen preprost
verizni ulomek, drzi. Za dokaz te trditve naj bo &, neko iracionalno Stevilo. Definirajmo
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nabor celih stevil ag, aq, ... in nabor iracionalnih stevil &, &, ... z enacbami:
1
ap = [&ol; §1 = £ — ao
1
a; = [&]; 2 =
(17) &1 —a
1
a; = |&]; §it1 = & —a;

Zveza &1 —a;—1 = &1 — |&i—1] skupaj z dejstvom, da je &_; iracionalno Stevilo, jasno
kaZe, da je 0 < 61;1 — Qi1 < 1. Zato je fz = (&;1 — (Zl',l)_l > 1in a; = |_€ZJ > 1
za vse t > 1. Cena & 1 = a;1 + % uporabimo zgornje enacbe, dobimo & = ag +

éil = ap + alii = lap, a1, &). Postopek nadaljujemo po matematiéni indukciji in dobimo
&2
& = [ag, a1, az, ..., a,_1,&,]. Uporabimo lemo 2.3:
gnhnfl + hfan
18 = |ag,a1,G9,...,0,_1,&y = ———.
( ) 50 [ oo ' 5 ] fnknfl + kn72

Vrednosti h; in k; zadoscajo rekurzivni zvezi

hi = aihi_1 + hi_o
(19)
ki = aiki—1 + ki—o.

Uporabimo zdaj lemo 2.5

o b1 (18)&nhn-1+hn2  ha

§o— 2n-1="580 — kel = R - kL
—(hn-1kn—2 — hn—2kn_1)

En-1(§nkn—1+ kn_2)
B (_1)n—1

ko1 (k1 + kna)

Vidimo, da je razlika &, — z,_1 pozitivna za lihe vrednosti n in negativna za sode. To
pomeni

(20) -

hop, hop_
(21) Zgn:i<fo< 2n-1
k?n

Iz neenakosti (21) in konvergence zaporedja (z,) sledi, da je & = lim z, = [ag, a1, . ],
n—o0

= Zon—1-

tako da zgoraj zapisane enacbe dolocajo algoritem za razvoj iracionalnega stevila &y v
neskoncen verizni ulomek. Enoli¢nost smo ze dokazali v trditvi 2.10, zato povzemimo vse
skupaj v izreku.

IZREK 2.11. Vsako iracionalno Stevilo & lahko enolicno predstavimo kot preprost
neskoncen verizni ulomek |ag, a1, . ..] in obratno. Cela $tevila a; so pozitivna za i > 1. n-ti
konvergent Z—: je koncen verizni ulomek |ag, aq, . .., a,]. Imenovalci k,, tvorijo monotono
narascajoce zaporedje celih stevil za n > 1. Sodi konvergent: Z;Z za 1 = 0,1,... so

monotono narascajoci z limito &y, lihi pa monotono padajoci z limito &.
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5. Konvergenti kot aproksimacije

Naj bo & = [ag, a1, ...] in 2, = 2 njegov n-ti konvergent.
1
knkn+l :

LEMA 2.12. Za vsak n > 0 velja ’f — Z—Z <

DoxkAz. Za¢nimo z (20), ocenimo z upostevanjem (17) in uporabimo rekurzivno zvezo

(19) za k;:
(="

kn(fnJrlkn + knfl)
1 a9 1
kn(an-I—lkn + kn—l) B knkn-I—l '

ha
Ky,

(20) (17)

-

<

O

hn
kn

in |Eky — hu| < |€kn—1 — hn_1]-

TRDITEV 2.13. Konwvergent: veriznega ulomka iracionalnega stevila & za n > 1

Ay —
< ’5 =

zadoscajo ’f — Z—:

DokAz. Dokazimo drugo neenacho iz katere neposredno sledi prva, saj pozitivni
celostevilski k, narascéajo z n z izjemo kg = k;. Podobno kot zgoraj za¢nimo z (20).
Z upostevanjem (17) ocenimo, da je

(22) a, + 1> &,.

(20) 1
kn—1(§nkn—1 + kn—2)
Imenovalec lahko s pomocjo (22) ocenimo
Enkn—1 + kn—o < (an + Dkyp_1 + kn_o
(24) = apkp_1+kno1 + kyo

lgai

=ky+thkp < anJrlkn + k1 = kn+1a

P
(29 -

n—1

ter uporabimo v (23):

hn_1] (20 1 (24) 1
7%
n—1

= > .
knfl(fnknfl + kn72) knflknJrl

Ce to neenakost pomnozimo s k,_1, dobimo

1
kp_1— hy_ )
’6 ! 1’ ~ knJrl

1

< knkn+1 :

Ce torej pomnozimo Se to neenakost s

Po drugi strani je po lemi 2.12 )5 —

ky, je to

1
k, — h,| < .
IS | T
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Dobro poglejmo rezultate, ki nam pravijo, da je

yfkn - hn’ < L < ’fknfl + hnfly
n+1
in trditev je s tem dokazana. 0
Konvergenti Z—: so najboljsi priblizki iracionalnemu stevilu ¢ v tem smislu.
TRDITEV 2.14. Ce za racionalno $tevilo 7 2b >0 velja }f — %} < )f — Z—: za nek

n >0, potem je b > k.
Ce za racionalno stevilo § z b > 0 welja |b — a| < [k, — hy| za nek n > 0, potem je
b>k,.

DoxkAz. Kot bomo videli spodaj, druga trditev vsebuje prvo. Dokazimo najprej drugo
trditev s protislovjem. Predpostavimo, da je [£b —a| < |€k, — hy| in b < k,. Od tod je
b < kni1, saj n > 0. Obstajata taki celi stevili x in y, da velja b = zk, + yk,41 in

a = xhy, + yh,1:
hy  hpia (x)_[a
kn kn—l—l Yy N b ’

saj je po lemi 2.5 je determinanta zgornje 2 x 2 matrike enaka h,k,.1 — k,h,1 = 1.
Pokazimo, da niti x niti y ni enak 0.

Poglejmo najprej primer, ¢e je y = 0. Potem sta a = zh, in b = zk,, ter x # 0 in
|6 — a| = |z| - |[kn& — hn| > |kn€ — hy|. Rezultat je protisloven s predpostavko.

Kaj pa, ¢e je x = 07 V tem primeru je y # 0 in b = yk,,1, kar pa je v protislovju z
b < kpy1.

Ugotovili smo, da z in y ne moreta biti enaka 0. Pokazimo Se, da imata x in y nasprotni
predznak.

Ce je y < 0, potem iz enacbe zk, = b — ykn41 sledi, da je > 0.

Ce je y > 0, potem b < yky41, saj vemo, da b < k,,q in je y pozitivno celo stevilo. Iz
tega sledi, da je zk, < 0 in x < 0. Po (21) imata k,§ — h,, in k,11£ — h,1 nasprotna
predznaka, torej imata x(k,& — hy,) in y(k,11€ — hny1) isti predznak. Ravno tako vidimo,
da velja

bf —a= (xkn + yknJrl)f - (xhn + ythrl) = x(knf - hn) + y(knJrlf - thrl)'
[zracunajmo absolutno vrednost te enacbe in jo ocenimo:
6€ — af = [2(knd = ha)| + [y(kn1& = hora)| > |2(kn& = ha)| > [kn& — Tl
Dobimo protislovje in trditev je s tem dokazana.

kn
Ker so vsa stevila pozitivna, lahko ti neenac¢bi pomnozimo in dobimo |b§ — a| < [€k, —
hy|. Po drugem delu trditve od tod sledi, da je b > k,, kar pa je protislovje z naso
predpostavko. O

Zdaj pa dokazimo Se prvi del trditve. Predpostavimo, da je }f — %} < ’f — h—") inb <k,.
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Predpostavka n > 0 je v trditvi potrebna. Poglejmo primer, ko je & = /3, a = 2,
inb=1. PotemjeZ—g =1lin|(—4=[V3-2[<|V3-1] = )ﬁ—Z—g),med‘cemkoje
b - 1 - ]C(].

6. Periodicéni verizni ulomki

DEFINICIJA 2.3. Neskoncen verizni ulomek [ag, a1, as, as, . ..| je periodicen, ¢e obsta-
jata taki celi stevili n in s, da je a, = a,4, za vse r > s.

DEFINICIJA 2.4. Iracionalno Stevilo, ki je resitev kvadratne enacbe s celimi koeficienti
imenujemo kvadratno iracionalno stevilo.
Njegovo konjugirano stevilo je drugi koren te enacbe.

Ulomek [2,3,4,5,4,5,4,5, .. ] je na primer periodi¢en. Da ocenimo tak verizni ulomek,
pisimo 6 za tisti del ulomka, ki je strogo periodicen. Na primer: 6 = [4,5,4,5,...] =
[4,5,0]. Od tod je

=4+ GB+o 11t
0

50 +1
210 + 4

560 + 1
0=>50%—200—4

20+ /480

=4+

0
10
g 10+ 2v/30
5
Potem je prvotni ulomek enak [2,3,4,5,4,5,...] = [2,3,0] = 2+ 3il = gg—ﬁ in je, kot
bomo spodaj premislili, kvadratno iracionalno stevilo. ’
Drug primer je a = [1,1,1,1,...] = % Vrednost najdemo na podoben nac¢in kot
zgoraj: periodicni del ozna¢imo z a: a = [1,1,...], celoten ulomek je torej enak o =
1,a] =1+ é Resimo ena¢bo. Najprej dobimo kvadratno enacbo: o? = a + 1. Z

diskriminanto poiscemo resitve te kvadratne enacbe, in sicer a? — o — 1 = 0. Korena te

—1)244/(-1)2—4-1(—1 .. e
=) (2.1) =) = &2*/5. Za reSitev vzamemo pozitivni koren.

enacbe pa sta ;9 =

Kot bomo zdaj pokazali s posplosSitvijo zgornjih argumentov, je vsak periodic¢en verizni

ulomek kvadraten. Naj bo & = [bo, by, ..., bs,a0,G1,. .., GQn_1,00,Q1,...,0n_1,...] in O =
_ : _ Ghnfl‘f'hnf?
lag, a1, ..., an_1,a0,a1,...,05_1,...] = [ag,a1,...,a,_1,0]. Po (18) je 8 = T

Na ta nacin 6 zadosca kvadratni enacbi s celimi koeficienti, tako da je 6 racionalno ali
kvadratno iracionalno stevilo. Toda ker je # neskoncen verizni ulomek, je zato iracionalno,
torej kvadratno iracionalno.

a —+ \/5

0
b
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. / . . / .
Da se vrnemo h &, imamo & = [by, by, ..., bs, 0] = zgiz’/, kjer sta § in % zadnja dva
konvergenta [by, . ..,bs]. Tu se pojavi tezava, saj odstranitev imenovalca iz enacbe ne da

direktno kvadratne enacbe, kot se nam je zgodilo pri strogo periodicnem veriznem ulomku.
Torej poskusimo drugace. Namesto odstranitve ulomka, bomo le-tega raje racionalizirali

in pri tem uporabili 6* = #
po+p
f_ﬁ9+¢
_pO+p g0+
S_W+@”qm+¢
5_pwm+4ﬂ9+ﬂw*+ﬂ¢

q200* + qq' (6 + 0*) + ¢

V imenovalcu dobimo sama racionalna Stevila, v Stevcu pa sta pgff* in p'q’ racionalni
stevili, pg’d in p'q0* pa sta oblike Q - v/D. Dobimo torej & oblike

§:@+@J3
Q
Oziroma ga lahko zapisemo tudi
¢ — a +D'

b/

Zapisan v taki obliki pa pomeni, da je tudi £ koren kvadratne enacbe s celimi koeficienti.
Ponovno lahko razpravljamo ali je £ racionalno ali kvadratno iracionalno stevilo in je
prejsnje izloceno, ker je £ neskoncen verizni ulomek. S tem smo dokazali prvi del sledecega
rezultata.

TRDITEV 2.15. Vsak periodicni verizni ulomek je kvadratno iracionalno stevilo in
obratno.

DokAz. Prvi del dokaza smo torej ze naredili. Osredoto¢imo se na kvadratno ira-
cionalno stevilo £ = & = %E Tu je b > 0 celo stevilo in ni popoln kvadrat. Celi stevili
a in c sta lahko pozitivni ali negativni, tako da imamo popolnoma splosno obliko &. V
tem primeru lahko &, zapiSemo na dva nacina:

ac+Vbc?
fo=—75—, cec>0
c

ali

—ac + Vbc?
§o=——75—, Cec<O.
—c
Opazimo, da ¢? deli bc? — (ac)? in zato lahko zapisemo &, = 13()2570‘/5 za Qo|(D — B}), kjer
so Py, Qo in D cela stevila, D > 0 in D ni popoln kvadrat.
Dokazimo zdaj, da je [ag, a1, . ..] razvoj v neskonéni verizni ulomek iracionalnega stevila
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o, kjer so a; definirane z naslednjimi rekurzivnimi zvezami:

a; = &)

P,++D

“CTa

(25) Pi+1 = CLiQi - b
D — P?

Qit1 = TZH

Najprej opazimo, da sta P; in @); celi stevili za vse ¢ > 0. Dokazimo to z matemati¢no
indukcijo. Predpostavimo, da sta P; in Q; taki celi stevili, da Q;|(D — P?). Potem je P,
celo stevilo in iz enacbe

D—PL,  D—P+2a,Q;F - a;Q;

Qit1 = =
Qi Qi
vidimo, da je tudi Q;1; celo stevilo. Poleg tega velja Se
Qi = LID%QH
Qi1

torej Q;+1/(D — P2,) in indukcija je koncana. Nato opazimo Se

_ P +VD
O Q
a;Q; — Pi1 +VD
Qi
VD — Py
Qi
a; + v PZ%FI
Qi(VD + Pi1)
1

&i

VD+Pit1
Qit+1
1

i1

Ta enacba skupaj z a; = |&;] po (17) dokazuje, da je

60 = [&07 ay, .. ] = [a07 ey Qp—1, fn]
S & in & oznacimo konjugirane pare §, in &,. Trdimo, da je
* g;’;hn—l + hn—2
§o =70
fnknfl + kn72
in Se vedno veljata zvezi
hi = aihi—1 + hi—s
ki = aiki—1 + ki_o.
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Poglejmo, ce to res drzi:
(§) gnhnfl + hn72
‘ fnknfl + kn72 .
Iz te enakosti lahko izrazimo &, in ga primerjamo s . Torej
fOfnknfl + fokn 2 :fn n—1 t hn 2
n - (§okn—1 — hn1) =hn—2 — Eokn 2o

_ 60 n—2 = hn72
g = — =2 = n-
foknfl - hn,1
f o 1302570\/5]{7172 - hn72
n Pogio\/ﬁkn_l _ hn—l
5 — QOhTLfQ — Pokp—o — \/Ekan
" Qohno1 — Pokny — VDk,y
Zdaj pa napisimo Se £:
gr _nltno1 ¥ iz

gzkn—l + kn—2
Eolnkn—1 4 &okn—2 =& hn—1 + Iy
f;; ' (f{)kknfl - hnfl) :han - gg)kkn72

5* — _ 58’%1—2 - hn—2
" 587%—1 - hn—l
Poéio\/Bkn—Q - hn—2

&=
Poggio\/ﬁkn—l - hn—l

Qohn—s — Pokn_s + VDk,_
Qohn—1 — Pokn_1 + vV Dk,
Vidimo, da se £ razlikuje od &, le v predznaku pri VD, torej je res konjugiran h &, in

zgornja trditev drzi.
Resimo enacbo za ;. Zgoraj smo ze izracunali:

&=

Gl o — &gk
" _é‘E)k n—1
. (50 e )
gn - hn 1 :
n—l 60 — Tt
Zdaj upostevamo, da je lim h" = &y. Izraz v oklepaju konvergira k 1, ko se n povecuje

v neskonénost. Za dovolj Vehke n, na primer n > N, je izraz v oklepaJu pozitiven in &
negativen.
Vendar je &, > 0zan > 0, zato , —& > 0zan > N. Po (25) to pomeni, da je < @ > (0 in

zato @, > 0zan > N. Poleg tega imamo po (25) Qn,Qni1+ Py = D. Od tod zan >N
ocenimo in ugotovimo, da je @), < D, ravno tako z ocenitvijo prldemo do spoznanja, da
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je P2, < D, torej | Poy| < VD.

Qn lezi na intervalu (0, D), P, pa na (—v/D, /D) zato je razlicnih celih stevil P, in Q,,
ki ustrezajo tem pogojem, le konéno mnogo. Koeficienti se zato morajo zaceti ponavljati.
Dobili smo periodi¢ni verizni ulomek.

O






POGLAVJE 3

Dodatni Diofantski priblizki

1. Osnovni izsledek

V tem poglavju se bomo posvetili izboljSanju trditve 1.1. V zadnjem delu pa se bomo
ukvarjali z razdelitvijo ulomljenih delov pozitivnih celostevilskih produktov iracionalnih
stevil.

TRDITEV 3.1. Za vsako iracionalno stevilo & obstaja neskoncéno mnogo takih racional-

nih stevil %, da velja }f — %’ < \/glkg.

DoOKAzZ. Za dokaz te trditve uporabimo razvoj v verizni ulomek & = [ag,aq,...] in
njegov konvergent Z—: Dokaz temelji na katerihkoli treh (razen prvih treh) zaporednih
konvergentih. Pokazali bomo, da vsaj eden od teh zados¢a neenacbi v trditvi.

Pisimo ¢, 41 za kz;l in po (20):

(18)

gn—l—lhn + hn—l o E
gn—l—lkn + kn—l kn
hnflkn - hnk‘nfl
kn(gn-I—Ikn + kn—l)
)
kn(gnJrlk‘n + k‘nfl)
B 1
kn(gnJrlk‘n + k‘nfl)
B 1
k2 (Eny1 + kzgl)
B 1
B k%(&ﬂrl + Cn+1) ‘
Primerjati zelimo torej V5 in Ent1 + Crnat-
Predpostavimo, da je & +¢; < V5 za tri zaporedne vrednosti ¢; namre¢ ¢t =n—1,n,n+ 1.
Pricakujemo, da bomo dobili protislovje in s tem dokazali trditev.

I,
'5‘5

Po (19) je
L ki aiakiot+kis
C; B ki—o B ki_o B
@ .
=1+ —— = a1+ ¢_1.
ks

35
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Podobno zvezo smo ze videli v (17):

1
gn—l =0p-1 + —

&
V (27) uporabimo i = n odstejemo enachbi in dobimo:
1 1
— = Cp1 T gn—l'
Cn &n

Po predpostavki je ¢, + &, < V5, torej &, < V5 — ¢,. Ker pa smo zgoraj videli, da je
é + fin = c,_1 + &,_1, iz predpostavke sledi, da je tudi fin <5 — é Ker &, > 0, lahko
ti dve neenacbi pomnozimo na obeh straneh:

Vi- 2z /- (VE-a)
(\/g_i) <\/§—cn) Zfin (\/g—cn> popredgostavkié‘in.gn:1

Ker ¢, > 0, lahko enacbo pomnozimo:
1 c
5— Vb, —Vi—+12>1 /- —
Cn / V5
ci +1 §\/gcn

A —V5e, +1<0

Zanima nas katere vrednosti ¢, zadoscajo zgornji neenakosti, zato jo dopolnimo do popol-
nega kvadrata. Pri tem lahko enacaj izpustimo, ker je ¢, racionalno stevilo.

2
V5 1 -0
[ — Cn _—
2 4

V5 1
2 2

V5 —1 V5 +1
5 St ST

Po izreku 2.11 je ¢, < 1, saj imenovalci k, tvorijo monotono narascajoce zaporedje.

Zanimivi del zgornje neenakosti je torej ¢, > \/52’1. Ta rezultat smo dobili z uporabo

i =n —1,n. Ce isto naredimo 8e za i = n,n + 1, ugotovimo, da je tudi ¢, > ‘/52_1. Za
nadaljnje racunanje rabimo tudi obratno vrednost te ocene:

1 - 2
Cn+1 \/5—1
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Ko to racionaliziramo, dobimo

1 V541
< .
Cn+1 2
Zdaj te rezultate uporabimo v zvezi (27) in dobimo
1 1 1
a, = —cn<—<\/5+1)——<\/5—1>:1,
Cn+1 2 2

kar pa je v protislovju z izrekom 2.11, ki pravi, da so vsi a; pozitivnha cela Stevila za
1> 1. 0

2. Najboljsi mozni priblizki

V tem razdelku si bomo pogledali, ali je /5 iz trditve 3.1 najboljsa mozna konstanta.

TRDITEV 3.2. Konstante /5 v trditvi 8.1 ne moremo zamenjati z vecjo vrednostjo.

Dokaz. Za dokaz te trditve bomo uporabili & = @ Predpostavimo, da imamo

h

neskoncno mnogo ulomkov #,

ki je vedja od v/5.
Definirajmo = kot funkcijo h in k£ z enacbo:

Vi+1 h 1

za katere velja ’@ — %’ < #, kjer je ¢ neka konstanta,

2 ko ok
tako, da |z| > ¢ > /5. Potem lahko zapisemo

1 h 1
V5+1 h 1 o

2 ko xk?

Vik k 1

= Ty e

1 Bk k
=k

xk 2 2

1 2 2
—ﬁ%—%:k——kh—i—lf

x2k? x 4 4
1 V5
— = =h?—kh—k?
12 k? x
Poglejmo, kaj smo dobili. Na desni strani imamo celo stevilo, zato mora biti tudi na levi
strani stevilo celo. Ce pogledamo absolutno vrednost leve strani, vidimo:
L V5| 1 Vb Vb

1
- T <
x2k? T x2k? T k2 1

+

Po predpostavki je @ < 1, zato lahko izberemo k zadosti velik, da 1%2 + @ < 1. Ker je
=+ % = h? — hk — k? in je slednje celo stevilo, potem velja, da je h*> — hk — k? = 0, kar
pomeni, da je h? = kh + k. Ce upostevamo, da je ulomek 2 okrajsan ugotovimo, da je
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zgornja enacha nemogoca, saj bi pomenila, da vsako prastevilo, ki deli k, deli tudi h. To
pa vemo, da ne drzi, e sta si Stevili & in & tuji. Prisli smo do protislovja, torej je v/5 res
najveCja vrednost, za katero trditev 3.1 drzi. U

3. Enakomerne porazdelitve

Naj bo S nabor stevil oziroma tock aq, s, ... v enotskem intervalu, torej je 0 < o; <'1
za vse i. Naj bo I nek podinterval enotskega intervala.

DEFINICUA 3.1. Za vsako naravno Stevilo n naj n(I) oznacuje stevilo tock ay, as, . ..
Qn, ki lezijo v intervalu I.
Nabor S je enakomerno porazdeljen po modulu celih stevil, ce za vsak podinterval I velja

1
lim M = ((I), kjer £(I) oznacuje dolZino intervala I.
n—oo N

Opomba: ker je dolzina celotnega intervala [0, 1] enaka 1 in je n([0,1]) = n, zgornja

enakost drzi za I = [0, 1].
Naj bo R neko zaporedje realnih stevil gy, B, . . ..

DEFINICUA 3.2. Zapis () = 5 — | S| oznacuje decimalni del S.
Zaporedje R je enakomerno celostevilsko porazdeljeno, ce je zaporedje (31), (B2), ... ena-
komerno porazdeljeno po modulu celih stevil.

TRDITEV 3.3. Ce je & iracionalno Stevilo, potem je zaporedje €,2€,3€, . . . porazdeljeno
enakomerno po modulu celih Stevil.

Ker v primeru, da je £ racionalno stevilo, zakljucek ni pravilen, bi trditev lahko bila
potreben in zadosten pogoj za iracionalnost. Najprej dokazimo trditev z veriznimi ulomki.

DokAz TRDITVE 3.3. Naj bo dan € > 0 in [ nek podinterval enotskega intervala.
Potem je
1) < 1.
Za poljuben n € N naj n(I) oznacuje stevilo tock (), (2£),(3¢), ..., (n€), ki lezijo v I.
Radi bi dokazali, da je

n(/l
(28) nd) w)' <e
n
za vse dovolj velike n.
Naj bodo Z—O, %, %, ... konvergenti razvoja v verizni ulomek iracionalnega stevila £&. Po
0 1 2

izreku 2.11 so k; naravna naraScajoca Stevila, zato je tudi k;+/k;_1 narascajoce zaporedje:
kiivki kg

kivkion  \/kikioa
lim ki\/ ki—l = OQ.

1—00

> 1

in
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Za izbran n zato obstaja (natanko dolocen) i, da velja

(29) k’i\/ ki—l <n< ki—i—l \/E

V tej zvezi je i podan kot funkcija n. Ko n raste v neskonénost, se v neskoncnost
povecujeta tudi ¢ in k;.
Zvezo (28) bomo dokazali za vse dovolj velike n in ustrezne vrednosti i, ki zadoscajo

1 2
< in  —= < /{(I).

€
ki 8 N

Namesto s & se bomo v dokazu ukvarjali s konvergenti Z— Za to definirajmo J, podinterval

(30)

podintervala I, tako, da podinterval I na vsakem koncu skrajSamo za # Enacba za
dolzino podintervala J je torej
2

31 (J)=41)— —.
(31) (D)=t~ =
V nadaljevanju definirajmo Se ¢:
(32) q= {%J ;o gk <n < (g+ ks
Po lemi 2.5 je ulomek Zj— okrajsan, zato k; celih sStevil oblike

hi,2h;, 3h;, ... kih;
tvori vse ostanke pri deljenju s stevilom k;. Ravno tako so tocke <”;;h> zam=1,2,... k;
samo neka preureditev tock

1 2 ki —1

33 0,—, —,...,— .
(33) R R

Razdalja med poljubnima zaporednima dvema tockama j Je —=. Trdimo, da jih vsaj k((J)—
1 lezi znotraj podintervala J. Na intervalu dolzine ¢(.J) prlcakUJemo doloceno stevilo tock,

in sicer @ = k;i{(J). Ker pa je mozno, da smo si izbrali tak interval, da je katera od
k.

robnih tock izpadla iz njega, moramo temu Stevilu odsteti 1. Na intervalu J imamo vsaj
k(J) — 1 tock.

Tocke <@) ;. m=1,2,...,qk; so ¢g-krat ponovljene tocke iz zgornjega zaporedja (33).
Od teh gk; tock, jih najmanj q(k;¢(J) — 1) lezi znotraj intervala J.

(”;;h) tocka v J, ustrezna tocka

Dokazimo zdaj, da za vsako vrednost m, za katero je

(m&) lezi v I.

Z uporabo leme 2.12, ter neenakosti (29) in (32) dobimo

lema 2.12 - 1 1sm<qki gk, (3<2) n (2<9) 1
kikivi = kiki kikiqa Vk;

h

e

Z

Ta neenakost pravi, da je razdalja med tockama m¢ in manjsa od \/1? Ce zelimo, da

sta (m&) in <”}€—h> ravno tako kot mé& in 2% med seboj oddaljena za manj kot \ﬁ, potem
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trdimo, da sta cela dela teh dveh Stevil enaka:

Tocka "]‘f je znotraj intervala {mZ—J + J. Tocke v {mZ—J +J so od LmZ—J in LmZ—J +1
1

oddaljene za vec kot 75 Po definiciji J. Potem mora biti tudi tocka m& znotraj intervala

QmZ—J , {mZ—J + 1). Od tod sledi, da je celi del tock m¢ in ”Z—h enak. Torej je tudi

mhi
k;

omogoca drugace zapisati zakljucek:
Izmed tock (), (2£), (3£), ..., (gk:&), jih najmanj q(k;¢(J) — 1) lezi v podintervalu I. Ker
pa je po (32) n > gk;, velja tudi

razdalja med (m&) in manjsa od \/—%, zato je (m&) iz podintervala I. To nam

n(l) > q(kil(J) —1).
Preracunajmo in vstavimo znane podatke, da dobimo zvezo, ki jo potrebujemo:
n(I) 2q(kil(J) — 1) = qgkil(J) — q

Dok) Gy
—(n — k)0(J) — %

2n 2k n
—n () — 2 g+
n )= gk AD T e
U(NH<1
O oy =y — 20

Dobili smo torej zvezo

n oV

ki 29 1 (30) ¢
— < < =
n - ki1 8
in
3 3 (30) 3e
< < —

(34)



4. DOKAZ S FOURIERJEVO ANALIZO 41

Ce zdaj s C' ozna¢imo komplement podintervala I znotraj enotskega intervala, potem
lahko za C' neenakost (34) zapisemo

C
(35) ") ey > —e

n
kjer je n(C) stevilo tock (&), (2£), (3€), ..., (n), ki lezijo v C. Namesto § imamo zdaj
¢, saj je podmnozica C' sestavljena iz dveh intervalov. Jasno je n(I) + n(C) = n (torej
n(C) =n—n(l)) in £(I) + ((C) = 1 (torej je £(C) = 1 —{(I)). Zdaj lahko te zveze
vstavimo v (35):

C
O ey > —e
n
—n(l
nnl) iy s —e
n
I
1—M—1+£(I)>—6
n
I
—%)M(J) > /(1)
1
")) <e
n
Prav ta neenakost skupaj z (34) dokazuje, da (28) drzi in trditev je dokazana. O

POSLEDICA 3.4. Stevilo € je iracionalno, e in samo e so tocke (€),(2€), (3€),. ..
povsod v enotskem intervalu goste.

DokAz. Ce je ¢ iracionalno stevilo, rezultat sledi po trditvi 3.3, saj izraz “povsod
goste” pomeni, da je na vsakem intervalu vsaj ena tocka. Ker iz enakomerne porazdelitve
sledi

to pomeni, da je tudi n(I) # 0 za velike n.
Ce je ¢ racionalno stevilo, na primer § = ¢, kjer je b > 0 in D(a,b) = 1, potem so tocke

diskretne. Pravzaprav dobimo kon¢en nabor tock 0, %, %, ce b_Tl 0

4. Dokaz s Fourierjevo analizo

V tem delu pa si poglejmo bolj prefinjen dokaz trditve 3.3, in sicer z uporabo trigo-
nometric¢nih vsot.
V nadaljevanju bomo uporabili Weylovo metodo. Ta metoda se, odkar je bila prvic
predstavljena, pogosto uporablja v teoriji stevil. Za zacetek navedimo osnovni rezultat o
konvergenci Fourierjevih vrst, ki ga najdemo v [3] na koncu strani 21.

LEMA 3.5. Fourierova vrsta za odsekoma linearno funkcijo konvergira enakomerno k
funkciji za vse vrednosti spremenljivke.
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OPOMBA:
Z odsekoma linearno funkcijo je misljena zvezna funkcija, katere graf je v katerikoli peri-
odi sestavljen iz koncnega Stevila daljic. Torej, imamo nek interval v katerem nariSemo
odsekoma linearno funkcijo in ta interval se ponavlja v neskoné¢nost.
Da bomo lahko dokazali trditev 3.3, moramo najprej pogledati posebno obliko Weylovega
kriterija za enakomerno porazdelitev.

TRDITEV 3.6. Zaporedje realnih stevil By, Ba, . .. je enakomerno porazdeljeno po modulu
celih Stevil, ce je

1
(36) lim —

n—oo N,

Z exp(2mihB;) =0
7j=1
za vsako naravno Stevilo h.

Dokaz. Naj bo v € R, za katero velja 0 < v < 1. Z [ oznac¢imo interval takih tock ¢,
za katere je 0 < t < . Potrebovali bomo se (), s katero tudi tokrat ozna¢imo decimalni
del B. Stevilo tock (1), (B2), (Bs), ..., (Bn), ki lezijo v I, oznacimo z n([).
Predpostavimo, da velja (36) in dokazimo, da je
(37) lim nl) =7

n—oo N
I je pravzaprav posebne vrste podinterval, saj ima vsak interval take vrste levo krajisce
v tocki 0. Kljub temu pa zgornja zveza velja za splosen podinterval, saj ga lahko dobimo
z razliko dveh podintervalov z zacetkom v tocki 0.
Za v =1 rezultat (37) sledi iz opombe takoj za definicijo 3.1.
Preveriti moramo Se za v < 1.
Definirajmo periodi¢no funkcijo g(t) z:

gt +k)=g(t); zavsak k € Z

SLIKA 1. Nezvezna funkcija ¢(t).



4. DOKAZ S FOURIERJEVO ANALIZO 43

Potem je stevilo tock (/3;), ki lezijo znotraj intervala I = [0, ) enako
(38) n(l) =7 g(5).
=1

g(t) zdaj ni zvezna, kot se lepo vidi iz slike 1. Ce zelimo dobiti dve periodiéni funkeiji
g1(t) in go(t), ki aproksimirata funkcijo g(¢) od spodaj in od zgoraj, potem nadaljujemo
na sledec¢i nacin.

Izberimo neko dovolj majhno pozitivno realno stevilo €, za katero velja

(39) 2¢ <y in 2e<1—n7.

Potem lahko definiramo $e periodi¢ni odsekoma linearni funkciji g;(¢) in g2(t) z ena¢bami:

gl(t“—k):gl(t), kGZ

E; 0<t<e
_ 1; e<t<~vy—ce
gl =Yty 4T e<i<y
0; y<t<l1

ter

g2(t + k) = g2(1), keZ

1; 0<t<y
t Y+e.
—c T <t<~vy+e
gty =9 e e TR
0; Y+e<t<l—e
P_le 1-e<t<1
Iz slike 2 vidimo, da velja
(40) g1(t) < g(t) < got); za vsak t.

Po lemi 3.5 imata tako g;(¢) kot ¢g2(¢) enakomeren razvoj v Fourierjevo vrsto, in sicer:

g1(t) =agp + Z(ah cos 2mht + by, sin 27ht)

(41) h=1

o0
g2(t) =co + Z(ch cos 2mht + dj, sin 2ht)
h=1
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a1(t) 92(t)

0 ¢ Y 1
SLIKA 2. Periodi¢ni, zvezni in odsekoma linearni funkeciji ¢;(¢) in go(%).

Potrebovali bomo pravi vrednosti ag in ¢y, zato ju izra¢unajmo.

Et Y—€ Y t 1
:/ —dt+/ 1dt+/ (——+1)dt+/0dt
0 € . e € € .

1[t2]° 1[t2]” v
— | = e -2 | = Ly
ELL+HE GLL€+JMG
(42> 1 2 2 2

€ L/y (y—e¢ g
“(S-0)raem0- (T 1 1y
e\ 2 e\ 2 2 €
€ 1 2 A2 Qe — €2
oy ge— (L + Xy =+
2 € 2 €
2yt
=5 T -2—7+ 5+
:")/—6

(43) %=Am®ﬁzww

Pravo vrednost ¢y izracunamo na podoben nacin kot zgoraj koeficient aq ali pa premislimo
geometriéno. Ce se odlo¢imo za geometricen nacin, potem iz slike vidimo, da ima funkcija
g2(t) za vse vrednosti x, ki so manjse od v, vrednost 1, torej imamo pravokotnik velikosti
1 x v = 7. Preostanek je sestavljen iz dveh pravokotnih trikotnikov, katerih kateti sta

dolgi po 1 in €, torej 2 - % = €. Skupna ploscina je torej enaka v + €.
Za ostale koeficiente bomo potrebovali le grobe ocene, ki jih izracunamo
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1
lag| = '2 / g1(t) cos27rhtdt' < 2max |gi(t)] - | cos 2mhtdt| < 2
0

(44) |bn| <2
’Ch‘ §2
|dp| <2 za vse h > 1.

Zaradi enakomerne konvergence vrst v (41), obstaja tako celo stevilo M, da za vsako
vrednost t velja

o0

Z (ap, cos 2wht + by, sin 27ht)
h=m+1

(45) <e zavsak m> M.

Pogoj (36) lahko zapisemo kot

L - (36)
(46) nh_}rgo - Z(cos 2mhB; + isin2rhf;) = 0.

Jj=1

Ce je ta limita enaka 0, morata biti tako realni kot tudi imaginarni del enakosti enaka 0.
Potem obstaja tak N € Z, da je

1 n
— 2mhiB;| <—
|n;cos whp; i

1 n
—E in2mhf;| <—
'njlsm whpB;

za vsak h = 1,2,..., M in vsak n > N. Ker za vsak h = 1,..., M posebej veljata
zgornji neenakosti in za vsak h imamo drug N, vzamemo zdaj najvecjega med N-ji, ki bo
zagotovo ustrezal vsem pogojem. Naj bo zdaj n tako celo stevilo, da bo zadostilo tako
n > N kot tudi n > M. V g iz (41) zamenjamo ¢ z (1, fa, ..., 3, in z uporabo (42)
dobimo

Z 91(8;) =n(y — ¢

+ Z Z (ap cos 2whf; + by, sin 27h3;))

j=1 h=M+1

n M
+ Z Z(ah cos 2h3; + by, sin 2wh3;)

j=1 h=1
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Pri konénih vsotah lahko zamenjamo vrstni red sestevanja. Nato uporabimo Se trikotnisko
neenakost. Ker sta g1(t) in v — € nenegativni, dobimo

> a(B) =D n(B)
i j=1
i <a0 + i(ah cos 2mh3; + by, sin 27Thﬁj)>
h=1
>
M

j=1
n

>n(y—e¢ =)

=1
M

(ap cos 2whf; + by, sin 27h3;))
+1

=1 |n=

- Z ap Z cos 2mhf3; + by, Z sin 2mh3;
h=1] j=1 j=1
45 n
(Z) n(y—e€) — Ze
j=1
M n n
— Z {]ah] . ZcosQwhﬁj + |bn| - Zsin%rhﬁj }
h=1 Jj=1 J=1

M
zn('y—e)—ne—Z{Q-%—i—Q-%}

h=1
dne
—ny —ne—ne— M- —
ny — ne — ne i
= ny — 6ne
= n(vy — 6e).
Na podoben naéin analiziramo tudi go(¢) in zakljuc¢imo, da je
> 92(8;) < nly + 6e)
j=1
za vse dovolj velike n. Ti dve neenakosti nam skupaj s (40) dasta
1 n
7—6e< =) g(B) <7 +6e
j=1
Ker je € poljubno majhno stevilo, je z upostevanjem (38)
. n(I) 1
Tim = Jim - Zlg(ﬁj) =7
=
kar pa je ravno (37). O

Iz dokaza trditve 3.6 lahko sklepamo Se, da se da trditev 3.3 preveriti Se na drug nacin.
Pokazati moramo, da (36) drzi za vrednosti 5; = j&, kjer je £ neko iracionalno stevilo.
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Opazimo, da je

_|exp(2wihE(n + 1)) — exp(2mihg)|
B lexp(2mih&) — 1|

< |exp(2mih&(n + 1))| + | exp(2mih)|
- | exp(2mihé) — 1
2

<

~ exp(2mih) — 1|

=c(h,§),
kjer je c¢(h, &) ocitno neodvisna od n. Prav tako opazimo, da je |exp(2mih§) — 1| # 0, saj
je h¢ iracionalno stevilo. Vstavimo v (36) in izracunamo:

Z exp(27m'hj§)'

S . S o
711130105 Z;exp(thﬁj) :Jggoﬁ Z;exp(thjﬁ)'
= =
< tim 8 g,

n—00 n






POGLAVIJE 4

Aproksimacija kompleksnih iracionalnih Stevil

1. Uvod

V prejsnjih poglavjih smo s pomoc¢jo Dirichletovega principa pokazali, da lahko ira-
cionalno stevilo ¢ aproksimiramo z neskonéno mnogo racionalnimi stevili oblike % in zanje
velja neenakost

S

h
'g_E <ﬁ7

pri tem pa je s = 1. Pozneje smo pokazali celo, da neenakost velja za neskontno mnogo
racionalnih stevil % in vrednost s = % Prav tako smo pokazali, da je v primeru, ko je

s < %, taksnih racionalnih stevil za nekatere £ le konéno mnogo.

Ta problem zelimo zdaj posplositi Se na kompleksna stevila. Naj bo torej w neko
kompleksno iracionalno stevilo, ulomek %’ naj predstavlja kompleksno racionalno stevilo
(to pomeni, da sta p in ¢ oblike m + in, m, n € Z) in g konjugirano stevilo ¢, za katere
velja neenakost
w—=<—=

q qq
kjer je h € R. Hermite je leta 1854 v reviji Journal fiir Mathematik objavil ¢lanek, v

katerem je dokazal, da za vrednost h = % obstaja neskon¢no mnogo racionalnih stevil, ki

p‘h

zadoscajo zgornji neenakosti. Dolgo pa je ostalo odprto vprasanje najmanjse take vred-
nosti, ki bi Se zadoscala neenakosti in za katero bi obstajalo neskonéno mnogo kompleksnih
racionalnih stevil, ki bi aproksimirala kompleksno iracionalno stevilo w. Tezava je bila
v tem, da so se dokazov lotevali z metodo veriznih ulomkov, s katerimi pa kompleksna
Stevila niso bila dovolj dobro predstavljena. Zato je Lester R. Ford leta 1925 v reviji
Transactions of the American Mathematical Society objavil geometrijski dokaz sledece
trditve.

1

TRDITEV 4.1. Naj bo h = —=. Potem neskoncéno mnogo racionalnih kompleksnih stevil

»
g zadosca neenakosti
h
(48) w— 3‘ <=
q qq

Naj bo h < % Potem obstaja mnoZica iracionalnih kompleksnih stevil, ki so v kompleksni

ravnini povsod gosta, da je za vsako od njih neenakost (48) izpolnjena le za konéno mnogo
racionalnih Stevil.

49
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Drugega dela trditve ne bomo dokazovali. Pripomnimo le, da je iracionalno stevilo,
za katero je h = %
tudi dokaz, si ga lahko ogleda v ¢lanku [2].

Najprej razjasnimo pojme, ki jih bomo uporabili v nadaljevanju, da bomo lahko dokazali

prvi del trditve 4.1.

najboljsa mozna konstanta, na primer w = % + z? Kogar zanima

2. Geometrijska postavitev problema

Predstavljajmo si kompleksno ravnino C, v kateri so kompleksna Stevila predstavljena
kot horizontalna ravnina v 3-razseznem prostoru. Pomagali si bomo s polprostorom, ki lezi
na eni strani te kompleksne ravnine, na primer nad njo. V kompleksni ravnini izberimo
tocko w. Naj bo L, premica, ki poteka skozi tocko w in je pravokotna na kompleksno

ravnino C. Za vsako racionalno tocko § v kompleksni ravnini, kjer je g okrajsan ulomek,
naj bo S,/, sfera, tangentna na kompleksno ravnino v tocki 75’, ki ima polmer quﬁ’ kjer je
h > 0. Ce L, seka notranjost sfere Sp/q, Potem je razdalja med w in %’ manjsa od radija

Sp/q, torej velja

P 1

w—— << —-—
q‘ 2hqq
/3

Pokazati moramo, da za vrednost h = L., seka notranjosti neskontno mnogo takih

sfer.

20

3. Picardova grupa

Pravkar definirane sfere so povezane z grupo ulomljenih linearnih preslikav na C

_a2+b

— d—bc=—1
cz+d’ a4 ¢ ’

(49) (2)

kjer so a,b,c,d cela kompleksna stevila in z kompleksno stevilo. Preslikava ¢ slika
racionalne tocke v C nazaj v racionalne tocke. To preverimo z direktnim izracunom

m+in
' =L 4+ b
m + m) ptig
c

p+1q mtin 4 g
ptig

90(2)290(

(50) (i) (222 + (b + i)

p—

N (e1+icy) (m—”) + (dy + ids)

p—iq
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(a1 tiag)(m—in)+ (b1 +iba)(p—iq)
(cl+ic2)(m—i§)-|:?d1 +id2) (p—iq)

p—iq
aym + agn + i(agm — a;n) + bip + baq + i(bep — b1q)
c1m + can + i(cam — c1n) + dip + dog + i(dop — d1q)
arm + agn + bip + b, + i(aam — ayn + bap — by1q)
c1m + can + dip + dg + i(com — cyn + dap — dyg)
m' +in’

V nadaljevanju bomo upostevali, da je ulomljena linearna preslikava v kompleksni ravnini
inverzija v neki kroznici.
V enotski kroznici pois¢emo inverzno tocko kompleksne tocke z z enacho

‘Z| ’ |Z/‘ =1,
(51) 1
2 = =
2|
Obe tocki, z in 2/, lezita na isti premici, torej lahko 2’ izrazimo z z:
(52) Z=k-z,

kjer je k > 0. Ce spet primerjamo dolzine, lahko dolzino 2’ ravno tako izrazimo z dolzino
z

(53) 12| = |k-z| =k -|z], saj je k> 0.
Iz (51) in (53) sledi
1
2
(54)
p— L
ki
Rezultat vstavimo v (52) in dobimo
2 2
TP ==

(55)

Poglejmo Se inverzijo v kroznici K, ki ima polmer r in sredis¢e v neki celi kompleksni
tocki a. V tem primeru velja

|z —a|- | —a| =r?

(56) r’

|2/ —a| =

|2 —al
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Podobno, kot prej, tudi v tem primeru velja, da z in 2’ lezita na isti premici skozi a, torej
lahko 2’ izrazimo

(57) Y —a=k-(z—a)
in
(58) 2" —a| =k -]z —al.

Iz (56) in (58) vidimo, da je

—a =k-|z—al
(59) )
g T
|2 —al?
Vstavimo rezultat v (57) in dobimo
2
,
/_ fd . —
z T a? (z—a)
2
T g
(60) (z—a)(z—a)
2
Z—a
2
“z-a
Od tu ven izrazimo
/ r2
z = —t+a
zZ—a
(61) - r’ +az — aa
- zZ-a
az + (r? — lal?)
B z—a

Dobimo posebno vrsto ulomljene linearne preslikave
_az+b

zZ—a

¢(2)

Preveriti moramo, da je taka preslikava res dobro definirana. Koeficienti v enacbi morajo
namrec biti cela kompleksna stevila in izpolnjevati pogoj (49). Po predpostavki je a ze
celo kompleksno §tevilo, ravno tako njegovo konjugirano stevilo a. Ker mora biti tudi
r? — |a|? celo (kompleksno) stevilo, je tudi r? celo kompleksno stevilo in

a-(=a)— (r*—laf*) - 1=-1

2 2 2
—la|” —=r°+la|” = —1
- a a
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To pa pomeni, da lahko inverzijo delamo le v enotskih kroznicah. Inverzijo v dani kroznici
K lahko razsirimo do inverzije v R? v sferi, ki ima K za ekvator. Inverzija slika sfere in
ravnine v sfere in ravnine, ter ohranja kote. Delamo inverzijo v enotskih sferah s sredisci v
celih kompleksnih stevilih a. Sfere S, /4, ki so tangentne na kompleksno ravnino v srediscih
inverznih sfer se preslikajo v toéno dolo¢eno ravnino. Tocka dotikalis¢a s kompleksno
ravnino se z inverzijo preslika v neskoncéno. Potrebujemo Se inverz neke druge tocke iz
Sp/q- Ker vemo, da inverzija ohranja kote, izberimo tocko T, ki lezi na pravokotnici skozi
dotikalisée oziroma sredisce inverzije. V inverziji zanjo velja |ST| - |ST'| = r?. |ST] je
ravno premer S,/,. Ker pa delamo inverzijo v enotski kroznici s srediscem v celostevilski

tocki a, je ¢ v resnici enak 1, torej |ST| = 2#{16 = +. Zato je
1
— 8T =1
(63) h ST
|ST'| = h,

kar pomeni, da je 7’ na visini h, ohrani se Se pravi kot, torej dobimo ravnino, ki je na
visini ¢ = h vzporedna s kompleksno ravnino, kar je nazorno pokazano tudi na sliki 1.

SLIKA 1. Slika S, /4, ki se dotika kompleksne ravnine v srediscu sfere in-
verzije, je ravnina ¢ = h.

Sp/q,> ki ne tece skozi sredisce inverzne sfere pa se preslika nazaj v sfero. V tem primeru
se sfera kompleksne ravnine dotika v neki poljubni racionalni tocki A = (75’, 0), kjer ¢ ni

nujno enak 1. Polmer te sfere je torej . Tocka A se z inverzijo v sferi s srediS¢em v

celostevilski tocki S preslika v tako tocko A’ = (%, 0) na istem poltraku, da izpolnjuje
pogoj |SA|-|SA'| =r* = 1. Pri tem se sfera, na kateri lezi A in ima polmer r = ﬁ,
preko sfere inverzije preslika v neko drugo sfero, na kateri lezi A’ in ima polmer r’. Pokazati
zelimo, da je dobljena sfera Sy /. Izracunajmo najprej njen polmer z uporabo enacbe
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(61).
,_az+(r? —la]?)
z =
zZ—a
a2+ (1—aP)
(64) =1
E—i-a
_ap+q(l—lal*)
p—qa

Polmer sfere Sy, je torej enak

, 1 1

" T 2p-—qaP  2hlp— qaP

(65)

Zdaj potegnimo poltrak iz sredisca S sfere inverzije skozi sredisce S/, in oznacimo
presecisci poltraka s S/, z B in C, kot kaze slika 2. Potem se B z inverzijo v enot-
ski sferi preslika v B’ in C se preslika v C’, ki lezita na istem poltraku skozi sredisce
Sp/q- Tetiva BC' je ravno premer Sy, zato je tudi tetiva C'B’ premer Sy ,,. Polmera sta
povezana z enacho

v ISA| a1
r |SA| |SA| |SA|?
1 1 1
66 . - -
(66) " ST [GAR T ShaglSAP  SRIPE —aP
;o 1
T A

S tem smo pokazali, da se mnoZzica sfer S/, res slika nazaj v mnozico sfer Sy, in ravnino

¢ =h.

4. Razdelitev prostora v pentaedre

Bistvenega pomena za delovanje grupe predstavlja pentaeder, ki ga je odkril Bianchi.
Pisimo z = £ 4 n.
Osnovni pentaeder je del prostora, ki lezi nad enotsko sfero s srediséem v izhodiséu £2+n2+
¢% = 1, ter je omejen s §tirimi ravninami £ = i%, n= j:%. Osnovni pentaeder ima lastnost
inverzije, torej so njegove mejne ploskve ravnine in sfere, zato lahko delamo inverzne slike
v njegovih licih. Sprednje, zadnje in stranski lici osnovnega pentaedra, ga prezrcalijo v
skladen pentaeder, kot vidimo na sliki 3. Inverzija pentaedra preko spodnjega lica, ki je
del enotske sfere inverzije, pa zahteva nekoliko ve¢ dela in prostorske predstave. Ravnina
oziroma stranska lica pentaedra se preslikajo v del sfere, ki tec¢e od presecisca sfere inverzije
in ravnine proti srediScu sfere inverzije, v katerega se slika tocka oco. Dobimo telo, ki je
na sliki 4 predstavljeno dvodimenzionalno. Tako osnovni pentaeder, kot tudi vse njegove
slike, imajo lastnost inverzije, zato lahko vsako sliko ponovno preslikamo z inverzijo in
dobimo novo sliko pentaedra. Slike se vedno bolj priblizujejo kompleksni ravnini in blizje



5. DOKAZ PRVEGA DELA TRDITVE 55

SLIKA 2. Slika S, /,, ki se kompleksne ravnine dotika v poljubni racionalni
tocki g, je spet sfera.

ko so, vec jih je. Tako dobimo neskoncno mnogo slik osnovnega pentaedra, ki se med
seboj ne prekrivajo, temvec se le dotikajo in tako zapolnijo celoten zgornji polprostor.

SLIKA 3. Osnovni pentaeder v R? in njegove slike, ¢e delamo inverzije v
njegovih stranskih ploskvah.

5. Dokaz prvega dela trditve

DOKAZ PRVEGA DELA TRDITVE 4.1. Naj bo h = ? Predpostavimo, da L, seka
notranjosti le kontno mnogo Sy, /,. Potem gre L,, v okolici tocke w skozi neskon¢no mnogo
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SLIKA 4. Osnovni pentaeder v R? in njegove slike, ¢e delamo inverzije v licih pentaedrov.

pentaedrov in ne seka notranjosti nobene sfere S, /,, temvec je nanje kvecjemu tangentna.
Pokazali bomo, da je to nemogoce.

Naj bo D nek pentaeder, skozi katerega tece omenjeni odsek L,. Naredimo preslikavo,
ki D preslika v osnovni pentaeder. Ker se kroznice preslikajo v kroznice in se koti pri
tej preslikavi ohranjajo, trdimo, da se L, preslika v polkroznico C, ki je pravokotna na
kompleksno ravnino in poteka skozi osnovni pentaeder. Premica skozi w se namre¢ preko
sfere inverzije ne more preslikati v neko drugo premico, saj seka rob pentaedra D v dveh
tockah, zato mora tudi njegova slika sekati rob osnovnega pentaedra v dveh tockah. To
pa pomeni, da slika premice ne more biti premica, temve¢ mora biti lok kroznice.
Preverimo, ali res lahko dobimo tako polkroznico, ki bo pravokotna na kompleksno ravnino
in bo potekala skozi osnovni pentaeder, pri tem pa ne bo sekala notranjosti nobene sfere
Sp/q v blizini.

Tocke osnovnega pentaedra, ki so najblizje kompleksni ravnini, imajo ¢ koordinate enake
g. Pri tem upostevamo, da gledamo pentaeder v zgornjem polprostoru nad sfero z enacbo

. e - S . . 1 - 1
32[%; n? + ¢? = 1. Najblizje tocke so v preseciscih z ravninani & = +5 in ¢ = +£3, zato
obimo:
1\* [/1\*
- - -1
)+ (5) +¢
1 1 9
(67) itites
=3
2
(V2
5
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Ker zelimo, da C' tece skozi osnovni pentaeder in ne sme sekati notranjosti nobene sfere,
polmer kroznice C' omejimo z

(68) <r<

|G

V3
2 M

saj vemo, da se sfere, ki imajo dotikalis¢e v sredis¢u inverzne sfere, preslikajo v ravnino
¢ = V3
5

Poglejmo sfere .S, celostevilskih tock p € C. Te so tangentne na kompleksno ravnino
v celostevilskih tockah p € C, torej je ¢ = 1 in imajo radij enak

1 1 1
(69) r=—— —

2hq7  \3q7 V3
Presek teh sfer z ravnino { = konst. je mnozica kroznic s sredi§¢i navpi¢no nad celoste-

vilskimi tockami v kompleksni ravnini. Poglejmo, kaj so ti preseki za sfero, tangentno na
C v tocki %, torej v izhodiséu. Enacba sfere, ki ima sredisce v tocki (0,0, %) in polmer

r:%je:
ooy (o LY L
R
2 2 2 2 1.1
(70) o’ + ¢ = =05 =3
2
2 2 2 _ 4
E+n+¢ \/gC 0.
Dve sosednji sferi se sekata v
2 2 _L2_ _1)2 2 _LQ
&+n +( \/g) =17 +n+( \/g)
26 —1=

(1)2+02+<2—l<:0
(72) ’ v3
¢t =0
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2 /4
¢ _%:t 31
125 Ty
2 1
o= B0
’ 2
3
G _V3
T2 2
1
B V3
T2 76
in presek z ravninama ( = ? in ( = ? nam da kroznici z enacbo
2
2
5+“+<§§‘ﬁﬁ°§:0
3
1
2,2 1+
&Hn=7
in
2
g+¢+<£3__23620
6 V3 6
(74) s 5 3
———==0
R T
9 1
2, ,2_ 7 _ 1
R T

Kot vidimo, je na obeh visinah radij take kroznice enak 1.

To je bil le presek ravnine ( = konst. s sfero, ki je tangentna na kompleksno ravnino
v izhodiscu. Predstavljajmo si vec¢ sfer, vse so tangentne na kompleksno ravnino v
celostevilskih tockah in imajo polmer enak %, torej se med seboj sekajo. Kaj dobimo, ce

jih presekamo z ravninama ¢ = @ in( = ?? Dobimo kroznice s sredisci v celostevilskih
tockah nad kompleksno ravnino in polmerom %, torej so med seboj tangentne. Vse ostale

ravnine med ravninama ¢ = @ in( = ? sekajo sfere v vecjih kroznicah, ki se med seboj
sekajo.

Naj bosta K; in K5 presecisci polkroznice C' in ravnine ( = ?. Ce naj C ne seka no-
tranjosti celostevilskih sfer, potem morata K; in K5 lezati znotraj enega od obmocij med
kroznicami, kot je A na sliki 5, ki ga tvorijo §tiri tangentne kroznice. Ker je polmer C'
omejen z (68), lahko hitro izra¢unamo, da K in K5 ne moreta obe lezati v istem obmocju
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A, saj je razdalja med njima vsaj

GEG
(75) 2 6

/23 15 V15

Ostane nam Se moznost, da K in K, lezita v razlicnih obmocjih oblike A, torej mora lok
nad tetivo K; K5 teci nad dolo¢enimi sferami S, ki so tangentne na kompleksno ravnino
v celostevilskih tockah.

SLIKA 5. Prerez sfer z ravnino ( = ? ali ¢ = %.

Upostevajmo dejstvo, da na sliki 5 vidimo presek ravnine ( = @ s sferami, tan-
gentnimi na kompleksno ravnino v celostevilskih tockah. Vidimo, da imata sosednji sferi
skupno vodoravno tangento, ki lezi v ravnini ( = @, v tockah, kjer se kroznice, ki nas-
tanejo pri tem preseku, dotikajo. Torej je edini mozni polozaj C', ¢e nocemo, da prodre
v notranjost kake sfere ali uide nad ravnino ¢ = @, da se dotika dveh sfer in ravnine v
tisti tocki, kjer imata ti sferi skupno vodoravno tangento.

Torej C' lezi na enem od stirih lic osnovnega pentaedra. Zaradi simetrije je dovolj preveriti
en primer. Recimo, da C' lezi v ravnini £ = %, ima polmer r = @

S (%, 0,0). V tem primeru lok C kompleksno ravnino seka v tockah

1 V3 1 V3

7 ==4+1— in Zog = — —1——

2 2 2 2

in srediSée v tocki
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Obe tocki sta iracionalni, medtem ko slika premice L, seka kompleksno ravnino v neki
racionalni tocki, namrec v sliki tocke oo, saj vemo, da se ta tocka z inverzijo slika v sredisce
sfere inverzije, za katero pa smo ze prej povedali, da ima sredisée v racionalni tocki. Ce
je torej z = oo imamo v (49) 2z’ = ¢, ki je racionalno Stevilo. Posledicno ta polkroznica
ne more biti slika L.

Dokazali smo, da ima vsaka slika premice L,, ki tece skozi osnovni pentaeder, odsek

bodisi nad ravnino { = ? bodisi seka notranjost celostevilske sfere S,, in sicer nad

ravnino ( = ?. Oblikujemo lahko z valjem &2 + n? = 25 omejeno obmoéje nad ¢ = ?.
Naj bo N stevilo pentaedrov, ki se razprostirajo znotraj tega obmocja. Iz geometrije
pentaederske delitve vemo, da je N kon¢no Stevilo. Stevilo pentaedrov v obmo¢ju, skozi
katerega tece polkrozna slika L,,, je torej manjse od N.

Po drugi strani pa, ¢e te rezultate prenesemo nazaj na zacetni pentaeder D, vidimo, da L,
tece skozi notranjost sfere S/, in seka N zaporednih pentaedrov, vkljutno s pentaedrom
D. Pod izbranim pentaedrom D se nahaja Se neskon¢no mnogo drugih pentaedrov, prav
tako slik osnovnega in ostalih njegovih predhodnikov. Vsakemu od preostalih pentaedrov
pripada tocno dolocena sfera, skozi katero tece L. L, pri tem seka najve¢ N zaporednih
pentaedrov. Ker pa je takih pentaedrov, za katere najdemo ustrezne sfere .S, ,,, neskoncno
mnogo, smo prisli do protislovja in dokazali prvi del trditve. [l
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